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Résumé Dans cette Note, on construit I'espace des modules des variétés hyperboliguement plongées.
On rappelle que I'espace des modules des variétés compactes hyperboliques a été construit
par Brody et Wright. Pour construire notre espace modulaire, on utilise un critere
de représentabilité des foncteurs analytiques par un espace des modules grossier di a
Schumacher. Les objets des déformations sont des co@pleg3) ou X est une variété
compacte eD est un diviseur a croisements normaux tels gueD soit hyperboliguement
plongé dansX. Ce critere est basé sur deux ingrédients. Dans notre cas le premier est
I'existence d'une déformation logarithmique semi-universelle qui est d0 a Kawamata.
Le deuxiéme point du critére est une conséquence du théoréme de stabilité des espaces
hyperboliguement plongés a travers les déformations logarithmiques. On utilise la distance
relative de Kobayashi pour simplifier la preutReur citer cet article: A. Khalfallah, C. R.
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Themoduli space of hyperbolically imbedded manifolds

Abstract In this Note, we construct the moduli space of hyperbolically imbedded manifolds. We
recall that the moduli space of compact hyperbolic manifolds has been constructed by
Brody and Wright. To construct our moduli space, we use a general criterion to represent
analytic functors by coarse moduli spaces due to Schumacher. The objects to deform are
couples(X, D) whereX is a compact manifold anB is a normal crossing divisor i such
thatX \ D is hyperbolically imbedded iX. This criterion is based on two ingredients: in our
case, the first is the existence of semi-universal logarithmic deformation due to Kawamata.
The second is a consequence of a theorem of stability of hyperbolically imbedded spaces
through logarithmic deformations. We use the relative-distance of Kobayashi to simplify
the proof.To cite this article: A. Khalfallah, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002)
237-242. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

The aim of this Note is to construct the moduli space of hyperbolically imbedded manifolds. This
moduli space can be considered as a ‘noncompact’ version of the moduli space of compact hyperbolic
manifolds constructed early by Brody [1] and Wright [10]. We consider the following analytic fuitctor
(An) — (Eng; F(S) = isomorphic classes of logarithmic deformatiqfi X, ©) such thatX, = X, \ D;
is hyperbolically imbedded ixX; for eachs € S.
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THEOREM 0.1. —There exists a coarse moduli space of hyperbolically imbedded manifolds which
represents the functar.

To construct our moduli space, we use a general criterion to represent analytic functors by coarse moduli
spaces due to Schumacher [7]. This criterion is based on two points: the first is the existence of semi-
universal deformations, in our case the existence of semi-universal logarithmic deformations is due to
Kawamata [3]. The second is the following proposition:

PROPOSITION 0.1. —Let (X, X, D) and(9). 9. B) be two logarithmic deformations iA (S).
Then, the natural mag : Isomg((%, X, D), (9,2, B)) — S is proper.

The proof is based on the theorem of stability of hyperbolic imbedded spaces through logarithmic
deformations and we use the relative pseudo-distance of Kobayashi, which is the most adapted pseudo-
distance in this situation.

L'espace des modules des applications holomorphes d’'une variété compataes un espac
hyperboliqguement plongé dafs i.e. Hol(X, Y), a été étudié précédemment par Noguchi [6], il a montré
que cet espace est un ouvert de Zariski dans un sous espace compactXeZbi@t que I'application
évaluation est holomorphe. Ceci peut-&tre vu comme une version « non compacte » du théoréme de structure
de Douady. Suzuki [8] a généralisé les résultats de Noguchi, il remplace I'espace de défaytpat X
est une variété compacte£test un diviseur a croisement normaux.

On construit I'espace des modules des variétés hyperboliquement plongées, cet espace est une version
«non compacte » de I'espace des modules des variétés compactes hyperboliques établi par Brody [1] et
Wright [10].

Les objets des déformations sont les triplgfs X, D) ou X est une variété compacteRtest un diviseur
a croisement normaux simples tels gtie= X \ D soit hyperboliguement plongé dais

Dans ce cadre, la distance relative de Kobayashi [4] joue un rble essentiel ainsi que la variante du
théoréme de Brody [1], appliquée aux espaces hyperboliquement plongés, die a Green [2], Urata [9] et
Zaidenberg [11].

La stratégie utilise un critére de représentabilité des foncteurs analytiques par un espace des modules
grossier di a Schumacher [7]. Ce critere utilise la théorie générale de la déformation et il est basé sur deux
ingrédients. Dans notre cas, le premier est I'existence d’'une déformation semi-universelle logarithmique,
qui est die a Kawamata [3], ou le faisceaulog D), qui est le faisceau des automorphismes infinitésimaux
envoyantD sur luiméme, joue le méme rle que le faisc&awlans la théorie des déformations des variétés.

Le deuxiéme point du critére est une conséquence du théoréeme de stabilité des espaces hyperboliquement
plongés a travers les déformations logarithmiques.

1. Espaces hyperboliqguement plongés

Dans cette section, on rappelle la définition d’'un espace hyperboliquement plongé ainsi que les propriétés
de la métrique relative de Kobayashi et les résultats de Urata, Green et Zaidenberg pour caractériser ces
espaces.

SoientZ un espace complexe Btun sous espace ded’'adhérence compacte.

DEFINITION 1.1. - Onditqué& esthyperboliqguement plongé da#s si pour tous pointp etq distincts
dansY, il existeU, et U, voisinages respectivement geet ¢ tels que dy(U, NY,U, NY) > 0 oudy
dénote la pseudo-distance de Kobayashi d€ette notion a été introduite par Kobayashi pour généraliser
le grand théoréme de Picard.
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Dans [4], Kobayashi a construit une pseudo-distance reldfive et une pseudo-métriqu€y,z. Il a
prouvé quely,z est une distance si et seulement sst hyperboliquement plongé dazs

Il a définit aussi une nouvelle pseudo-distatifaui sera utile par la suite pour construire notre espace
des modules. Pour définir cette pseudo-distance, Kobayashi utiligatJdl) comme chaine munie de la
distance de Poincaré du disque unié

On résume les propriétés qui nous intéressent dans le lemme suivant :

LEMME 1.2 ([4]). —

(1) Si Y est un sous espace complexe dequi Vvérifie la propriété suivante toute application
f e Hol(A*, Y) se prolonge erf € Hol(A, Z), alorsd; < dy z <dy.
C’est le cas par exemple ¥i est hyperboliquement plongé dans

(2) dz*kxAm—k <m.danm.

L'analogue du théoréme de Brody pour les espaces hyperboliguement plongés a été prouvé par Urata [9],
Green [2] et Zaidenberg [11].

THEOREME 1.3. —SoientZ un espace complexe Etun ouvert relativement compact da#s Alors Y
est hyperboliquement plongé dansi et seulement s'il n’existe pas de droite complexe qui proviente de

Onditquef : C — Z est une droite qui provient dé si pour toutr > 0, il existe f,, : A, — Y une suite
d’applications holomorphes telle gy converge uniformément veig A,

La preuve est une modification Iégére de celle de Brody. Maintenant on s'intéresse Jau=cas A
ou A est un diviseur de Cartier da#s Ceci a été étudié par Green et Zaidenberg :

THEOREME 1.4. —SoientZ un espace complexe Btun ouvert de Zariski tels quaé = Z \ Y soit un
diviseur de Cartier. Si

(1) il n’existe pas de droite complexe dars

(2) il n'existe pas de droite complexe daAs
alors Y est hyperboliquement plongé dans

Zaidenberg [11] a prouvé I'inverse dans le cas d’une variété et d'un diviseur a croisements normaux.

THEOREME 1.5. — SoientZ une variété complexe et = | J; A; un diviseur a croisements normaux
simples,A; est une hypersurface lisse. Best hyperboliquement plongé danslors:

(1) il n’existe pas de droite complexe dans

(2) il n’existe pas de droite complexe daAs

2. Critéredereprésentabilité desfoncteursanalytiques

On donne un critére d a Schumacher [7] pour qu’un foncteur analytique posseéde un espace des modules
grossier. Ce critere donne méme une description locale de cet espace des modules comme quotient par une
opération de groupe. La preuve repose essentiellement sur la théorie de la déformation :

THEOREME 2.1. —SoientF : (An) — (Eng un foncteur analytique gt : F — (An) la catégorie fibrée
associée aF. Alors F possede un espace des modules grossier si les deux conditions suivantes sont
vérifiées

(1) Chaque objet: tel quep(a) = * posseéde une déformation semi-universelle

(2) Pourb etc deux objets dang tels quep(b) = p(c) = S, le foncteulsom(b, ¢) : (An/S) — (Eng

est représentable par un morphistnel — S propre.
I; s'identifie comme espace topologiquksém(b;, cs) pour touts € S.

Soitag € F tel que p(ag) = *. L'espace des modules est donné localement au voisinage de la classe
de[ao] par :9 = p(a)/ ~ ou a est un objet semi-universel. 9. est une réunion disjointe des bases des
deformations semi-universelles dget en identifiant les points a fibres isomorphes~+ 52 siay >~ ay,.
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3. Défor mationslogarithmiques

Dans ce paragraphe, on décrit les déformations d’un trii¥eX, D) ou X est une variété compacte
et D est un diviseur a croisements normaux simplestet X \ D. On rappelle que la théorie des
déformations des variétés compactes a été développée par Kodaira—Spencer, I'existence d’'une déformation
semi-universelle a été prouvée par Kuranishi.

DEFINITION 3.1 ([3]). —

(1) Soit X une variété complexe, ur@mpactification non singuliére d€ est une variété complexe
compacteX telle queD = X \ X est un diviseur & croisements normaux simples.

(2) Soit le triplet(X, X, D) une compactification d&. On appellefamille de déformations logarith-
miques d€X, X, D) un 7-uplety = (X, X, D, 7, S, so, ¥) Vérifiant :

(@) 7 : X — S est une submersion lisse et propre,

(b) ® est un diviseur de Cartier dafiset ¥ = X \ D,

(€) ¥ : X — 7 1(sp) est un isomorphisme @t (X) = 7 1(s0) N X,

(d) 7 estlocalement une projection ainsi que sa restrictiortsiue. pour toutp € X, il existeU un
voisinage de et¢ un V-isomophisme¢: U — V x WouV =7 (U) etW = U Na 1@ (p))
etonap(UND)=V x (WND).

(3) SoientX une variété complexe &b un diviseur de Cartier, ldaisceau tangent logarithmique

Tx (log D) est le sous faisceau dg qui consiste en les dérivations deenvoyantjp sur lui méme,

ouJp est le faisceau d’'idéaux qui défirit.

Comme dans le cas classique, on montre qu'on a @&k, D) = H(X, Tx(log D)), on définit ainsi
I'application de Kodaira—Spenceps, : Ts,, — H(X, Tx(log D)).

On a méme une description locale du faisc&adog D). On note paty, ..., z, des coordonnées locales
de X autour dex telles queD soit donné (localement) pdd = {z1...zx = 0}.

(1) Six € D alorsTx(logD), =Tx,,

(2) Six € D alorsTx (log D), est engendré comne@y, -module parzi 7., ..., zx 5%, ﬁﬂ )

Maintenant on étudie la semi-continuité d’une famille de métriques de Kobayashi—Royden a travers ces
déformations logarithmiques. Tout d’abord, on rappelle la définition de la métrique relative de Kobayashi :
soientY un ouvert de Zariski danZ et (x,£) e TZ; Ky z(x,&) = inf{% cfEeFy g telle quef,(0) =
(x,&)} ouFy , ={f e Hol(A,, Z) telle quef~1(Z\ Y) est au plus un singletpn

Soient(X, X, D) une compactification non singuliére deet§ = (¥, X, 9, 7, S, so, ¥) une déforma-
tion logarithmique d&X, X, D). On remarque en particulier qugy est a croisements normaux daxis
pour touts € S.

PROPOSITION 3.2. —Ky %, est semi-continue supérieurement au sens suivant
Pour toute > 0 et (xg, &0) é TYSO, il existe un voisinag® de (xo, &) dansT X tel que
Ky 3, (x5, 6) < Ky 5(x0,60) + & pourtout(x,, &) € TX,NU,
autrement dit lim SUpKy % (x,8) < KX,Y(XO’ &o).
Démonstration. €e fait repose comme dans le cas absolu sur un théoréeme d’extension. Dans le cas
d’une famille de variétés compactes on a le Lemme 3.3 qui est la version relative du théoréme d’extension

de Royden.
On remarque que sf € }'; % estune immersion, on applique le Lemme 3.3 et on constatef (gee

déforme enf; ]-'; % oUX, désigne la fibre d& au dessus de. O

LEMME 3.3.— Soit f : Ag — X, une application holomorphe telle qu&(0) # 0. Alors pour tout
O<r <R,ilexiste0 < s < r, U un voisinage deg et une applicatiorp holomorphe

¢:ArxA;'_1xU—>¥,
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tels quert o ¢ = p2 ol pp désigne la deuxiéme projection sSirg|a, xoxs, = f1A, et¢ est biholomorphe
au voisinage d€0, sg).

4. Espace des modules des variétés hyperboliquement plongées

On commence par rappeler le théoréeme de stabilité a travers les déformations logarithmiques. Ce
théoreme est dl a Kobayashi, voir [5], p. 149.

LEMME 4.1 (Théoréme de Stabilité [5]).Soient(X, X, D) une compactification non singuliére de
telle que X \ D soit hyperboliquement plongé dans et § = (X, X,D, 7, S, s0, ¥) une déformation
logarithmique dgX, X, D).

Alors il existe un voisinag® deso tel queXy est hyperboliquement plongé dakis.

En particulier, pour touts € U on a X, est hyperboliguement plongé daxg.

La preuve est semblable a celle connue pour une famille d’espaces compacts hyperboliques. Elle
est basée sur la caractérisation d'un espace hyperboliquement plongé donnée par Zaidenberg, voir
Théoréme 1.5.

Aprés ces résultats intermédiaires, on montre qu'il existe un espace des modules des variétés
hyperboliquement plongées.

Le résultat principal de ce papier est le théoreme suivant :

THEOREME 4.2. —Il existe un espace des modules des variétés hyperboliquement plongées pour la
famille des déformations logarithmiques.

Cet espace des modules représente (par un espace des modules grossier) leFaateunt
: (An) — (Eng, F(S) = I'ensemble des classes d'isomorphie des déformations logarithmiques

(%, 36 D) telles queX, = X, \ D; soit hyperboliquement plongé daXs pour touts € S.

On appligue le critére de Schumacher a notre situation : le premier point qui consiste en I'existence d’une
déformation semi-universelle logarithmique a été prouvé par Kawamata [3].

Il reste & prouver que si on considére deux déformations logarithmiques et qu’on lg&n&teD, S)
et(9.9.8,9), les fibresX; de X au dessus desont des variétés complexes compactes de dimension
telles queX; \ D; soit hyperboliquement plongé dais pour touts € S.

PROPOSITION 4.3. —L’application naturelle: k : Isomg((¥, X, D), (2),2), B)) — S est propre.

Démonstration. -Soit £, € Isomg((X, X, D), 2.9, 9B)) une suite d’ isomorphismes enti&, X, 9) et
.9.9B) i.e. f, : X;, — Y, est un isomorphisme tel qug (X;,) = Y;, (ou f,(Ds,) = By,) ets, une
suite dansS qui converge verso.

En appliquant le théoréme de stabilité, on peut suppose?)est hyperboliquement plongé daset
de méme pouk.

La déformation logarithmique est localement triviale Euet sur®, donc pour tout € X, il existeU
un voisinage de dansX tel queU est isomorphe au prodult” x S etU N X = A x Ak xS,

On notef, = f,|%. Si on restreintf, aU N X, on auraf,|U N X : A x Ak Y;, — 2. D’aprés
le Lemme 1.2, 0n aura:

dyy 55 (£ (0. 12) <dy, 7, (f20), Fo ) <5, (fal@), fu)) S, (6. 3) <mdam(x, y)

pour toutr, y € A* x Ak,

A partir de cette inégalité, on déduit que la famille [-m’fk x A"k ) est relativement compacte dans
Hol(A™,9)) puisqu’elle constitue une famille équicontinue, en conséquence par passage a une sous suite
on constate qu¢, converge uniformément sur tout compact vgrst quef se prolonge erfsur A™ et f,,
converge uniformément sur tout compact vér$uisqueB est diviseur de Cartier, on aura par le théoréme
de Hurwitz quef (X) C Y ou f(X) C B.
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On applique le méme raisonnementa!, on déduit qu'il existey et g tels queg = g|Y avecg(Y) C X
oug(Y)cD.

Onaurafog=idetgo f =id, donc f etg sont des isomorphismes tels qgieX) = Y etg(¥) = X
i.e. felsomg((%.%,9),(9.9.9B)). O

Remarquel. — Si on considére des déformations plus générales que les déformations logarithmiques du
triplet (X, D, X), données paD — X surS ou® est plat suiS (non nécessairement localement triviale).
On sait qu'il existe une déformation semi-universelle dans cette famille.

Pour le deuxiéme point, d’aprés ce qui précede on sait qu'il existe une application holonyfgrphe
X0\ Dsing— Y0 mais on ne peut pas prolonger une telle application holomorphiqueme¥ surgénéral.

Pour finir, on signale que notre espace des modules généralise I'espace des modules des courbes de
genreg avecn points distingués qu’on not&1, , dans le cas oug— 3+n > 0.

Soit X une surface de Riemann compacte de ggneeD = (x1, x2, ..., x,) n points dansX. On note
X =X\{x1,x2,...,x,) et H =dimH!(X, Tx(log D)). On aX est hyperboliquement plongé daxisi et
seulement sk est hyperbolique si et seulement gi23+n > 0. Puisque dans ce c&sa pour revétement
le disque unité.

On traite deux exemples simples :

(1) g =0etn =3, on aX ~ PL. Puisque AutP!) est 3-transitiveMg 3 est réduit & un point, la classe

d’'isomorphie delP!\ {0, 1, oo}, P1), et HO= H1 = H? =0.

(2) g=letn=1,onaM;1~M;~SL2 Z)\H~C, H'=H?>=0etH! =1.

Pour le calcul dgi’, voir Kawamata [3], p. 256.
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