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Résumé Le but principal de cette Note est, en s’inspirant du cas différentiel [1], d’établir une
nouvelle approche de calcul de solutions d’équation linéairejadiférences au voisinage
du point singulier irrégulier O par le biais d'un procédé de redressement de la pente,
différent de celui utilisé par Marotte et Zhang dans [3], de ce qu’'on appdligraolygone
de Newton associé a I'équation linéaire agxdifférences. Ainsi, on déterminera de
maniere explicite la partie la plus irréguliere d'une solution formefeur citer cet
article: A. Essadiq, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 139-144. 0 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Irregular part of solutions for a linear g¢-difference equation

Abstract The goal of this Note is to give a new method of resolution for a lingdifferential
equation in a neighborhood of the irregular singularity 0, different from the one Marotte
and Zhang used in [3]. We will explicitly determined the mostly irregular part for a formal
solution of a lineag-difference equationTto cite thisarticle: A. Essadiq, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 335 (2002) 139-144. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let D, stand for the usuag-derivative, acting on functiong'(x) by (1). We consider the linear
g-difference equation associated to the operator giveizhhyve suppose that 0 is an irregular singularity of
the abovey-difference equation ang is the greatest slope of thig, -Newton polygon which is the convex
hull of the set defined by3).

The aim of this Note is given by the theorem below.

THEOREM. — A formal solution of the linear ¢-difference equation associated to the operator (2), in a
neighborhood of the irregular singularity O is given by (5). There, z(x) is a Fuchs type solution of the
q-difference operator given by (4) and 90;; (x, q) isthemostly irregular part given as follows:

1
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0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés
S1631-073X(02)02441-X/FLA 139



A. Essadiq / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 139-144

1. Introduction

Tout au long de cette Note, est un paramétre réel strictement compris entre Q Biolis désignerons
par C((x))* le corps des séries formelles de Puiseux a coefficients dans le@ofist L un élément de
C((x))*[Dy]. D, désigne la dérivation au sens de Jackson [4] donnée par :

 fqx) — f)
Dy f ) == (1)
On pose
L=> a;(x)D],
j=0
+00
aj= Z ajit’, t"=x, meN*, (2)
i:—pj
ao#0, a,#0.

Par analogie avec I'étude des équations différentielles linéaires a singularités irréguliéres [1,2], on considére

le probleme de la détermination de la partie la plus irréguliere d’'une solution formelle de I'équation

linéaire auxq-différences associée a I'opératg@ au voisinage de la singularité irréguliére Qous

commencerons par rappeler quelques définitions et notions qui seront utiles pour la suite de I'exposé et

préciserons le choix des briques de base de la méthode que nous exposerons dans la présente Note.
Dans la suite de ce travail, on supposera que 0 est racig.de= 0 et qu’il existe au moins uptel que

a;(0) soit non nul. En s’inspirant du cas différentiel et de la définition donnée par Ramis [5] du polygone

de Newton, on définira pour un opérateur gugifférencesl la notion duD,-polygone de Newton d&

en zéro. En travaillant avec I'opératetyy, = x“+1Dq (et non avec l'opérateur d’homothétig comme le

fait Zhang dans [6]) on retrouve une notion de point singulier (régulier ou irrégulier) caractérisable comme

dans le cas différentiel par des propriétés géométriquds,dpolygone de Newton.

2. Classification des singularités eD,-polygone de Newton

Soit L un opérateur linéaire aux-différences de la formd = 3 a,-(x)D; ol a;(x) appartient a
'anneau des séries formell€$[ X]]. Avant de définir leD,-polygone de Newton d& en zéro, nous avons
besoin d’introduire quelques notations, que nous donnerons dans le cadre des opérateurs a coefficients dans
I'algébreC[[X]].

2.1. Valuation
Introduisons sur le corps des fractiofi§ X)) de C[[X]] la valuationv :
v:C((X)) — Z U {+00},
f > ordo(f)

qui a f associe son ordre en zéro.

Brigues de la congtruction. — Poura € Q* et € C, on consideére la famille de fonctions données par :
1

exp,« (g*A/([algx®))
ou exp, est la fonctiony-exponentielle donnée par la série entiere

ph(x,q) =

’

400 n

exp,(z) = Z(:)ﬁ

q-
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ou[nly! = [nlgln — 1, --[1], aveclkl, = 1 — g5/ (1 —q).
Considérons la famille des opérateurs linéairesgaliférences donnée par

Aazx“+qu.
LEMME 1.—Poura e Q*etA e Cona:
Aagoéz)»goé.

LEMME 2. —Soientw, B € Q* et k e N. Alors:
k

AL = xRN 8y gk, jog)x PN,
j=0
oules Sy g(k, j, q) sont donnés par :
Sa,pk,0,9) =0, VkeN,
Suplh,k,q)=q@ PkE=D/2 "y eN,
Sapk+1, j,q) =k = jBlySup(k, j,q) + 4"~ PPS, gk, j—1,9) pour 1< j <k.
DEFINITION. — Les nombres,, g(k, j. g) seront appelég-nombres de Stirling généralisés.

Remarque. — D'aprés le Lemme 2 I'opérateur agxdifférencesl. peut s’écrire dan€((x))*[Aq] pour
touta € Q*.

2.2. D4-polygone de Newton
Soit

n
L=> a;(x)A]

j=0
~+00

aj= Z aj,-ti, "M =x,
I==pj

ap#0, a,#0.

Au mondmeg-différentiela;;t/ Al,, a;; # 0, on associe le poiri, j/m + «i) deZ x Q.

o

On construit ensuite les quadrants :
QT(i, EA +ai) - {(a,b)eRZ:a <iib> i+ai}.
m m
Puis on considére I'ensemble
ot = | QT(i,iJrai). 3)
a;j7#0 mn

On définit le D,-polygone de Newton, comme étant I'enveloppe convexe inférieur@el) (pentes
positives).

DEFINITION. — L'origine est une singularité réguliere pauysi le D, -polygone de Newton d& possede
une unique pente nulle. Sinon, on dira que la singularité est irréguliére.

Remarque. — Le D,-polygone de Newton ne dépend pas de la dérivafienchoisie pour exprimer
'opérateurL.
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LEMME 3. —S0it L I’opérateur linéaire aux g -différences
n
L=> aj(x)A].
j=0
Alors
L(gh(x, ) Z(x)) = ¢} (x, @) L% (x, ) Z(x),

ou L%(x, A) est I'opérateur linéaire aux g -différences donné explicitement par :

j—1

LYx,A) = P(x, A)—}—Z a” P [ (14277 (g — D) A}
k=0

ou qu’fa P(x,)) désignela q—derivee, au sens de Jackson, partiel d’ ordre j par rapport a A de P(x, A) ou

P(x,0) =) a;j(x)i.

j=0

DEFINITION. — P(x, A) S'appelle symbole de I'opérateur agxdifférences. associé a I'opérateux,,.

3. Redressement d’une pente d,-polygone de Newton

Soit 'opérateur linéaire aux-différences d&C((x))*[D,] noté

n
L= Zaj(x)Dé.
j=0
Associons alL son D,-polygone de Newton. On s’intéresse a la valeur de I'une des pentes strictement
positives de celui-ci définie pamp: = (v2 — v1)/(s2 — s1) — 1. Par définition, nous posons :
as; (x) = e x 45 vi=v(ay) et ag,(x) =enpx? 4.y v2=v(dy,).

Transformons 'opérateur en I'écrivant dans I'anneal((x))*[A,]; OUA, = xP+1Dq.

Er] effet, en utilisant le Lemme 2, on peut écriresous la forme L =37} _ob; (x)Ay, avech;(x) =
xTPIYTR_ 8-, p(k, j,g)x*ax(x) pour tout 0< j < n

Expression et étude de I’ opérateur L?(x, A). —

n j—1

LP(x,0)=P(x. )+ > [ ]1 a”P(x WA+ x77g7 (g —Dr)A] (4)
) Jlg—p
j=11 k=0

Pour le coté de pente p. — On a les valuations suivantes

j—1
(a”P(x W][A+x"7g7 (g - 1))\)> :v(a;’}pp(x,)\)) -

k=0
Afin de déterminer la valuauon(af » P(x, 1)) on établit aisément le lemme suivant

LEMME 4. —-0On ales propriétés suivantes:

n

M) 8)7 POy =Y Ik, b,

q=r
k=j

(@) (37, P, ) =inf{v(be(x))j <k <n}.
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Ainsi on en déduit pour le coté de pente p :

U(Z);l,’,),‘P(x, ) ) = v(bsy (1)),

v(872) P(x, 1)) = v(byy(x)).
Alors, la nouvelle pente est nulle puisgue

v(bsy(x)) — ps1+ ps1=v1—s1— ps1 =v2 — 52— ps2 =v(by,(x)) — ps2 + ps2.
Nous dirons alors que nous avons redressé |la pente p.

Cas des autres pentes. — Soit un autre sommet d,-polygone de Newton associé a un point
(j,vj — j) difféerent des deux sommets considérés précédement. Selon la transformation, ce point devient
(j,v; —j — pj). Pour les pointgj, v; — j) et (s1, v1 — s1) la pente est = (v1 —v;)/(s1 — j) — 1. Elle
devientr’ = r — p. La transformation géometrique est alors immédiate a décrire. On retrariclsbaque
pente.

4. Déscription de la méthode de calcul d’une solution formelle

Les données initiales sont :

n
L=> a;(x)Dj].
j=0
~+00
aj= Z ajiti, t" =x, m e N¥,
i==pj
ap#0, a,#0.

Nous allons choisip la plus grande pente strictement positive. On reécrit 'opératedans I'anneau
C((x))[Ap] et on cherche une solution formelle sous la forme

y(x) = @) (x, 9)z(x). (5)
Alors, z(x) vérifiera I'équation aux;-différencesL” (x, A)z(x) = 0 ou L” (x, A) est un opérateur linéaire
auxg-différences dont leD, -polygone de Newton possede une seule pente nulle. Parzgujtpeut étre
déterminée par lga-analogue de la méthode de Frobenius [1] qui fera I'objet du paragraphe suivant.

5. g-analogue de la méthode de Frobenius

Soit L appartenant & ((X))*[Dy], nous supposerons que le polygone de Newton de cet opérateur
possede un c6té de pente nulle. Sans rien changer a la généralité, on pelit gorsda forme canonique
suivante :

n
L= 1%"Mia;(0D;.
j=0

400
aj(t)=Zajit’, t" =x, m e N*, 2
i=0

ao#Z0, a,#0, ajp#0, 0<j<n.

La condition sur les pentes se traduit par I'existence d’'un eniigel que O< ny < n, v,, = vg €t pour
tout j tel que 0< j < n, v; > vo. En multipliantL par une puissance deon peut supposeg = 0.
Cherchons une série formeler) = S % git'**, g0#0, 1 € C (#) telle queLy(r) = 0.
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Ona:

= " Ati]
Liya)=> gt'™ (Zr“f{ - ] aj(f))
i=0 j=0 q
. -

avec[Al) =TTi_olr —klg; Mg =1 —¢")/(1—q) et[A]) =1 |

Nous présenterons(y(z)) sous la forme :L(y(z)) = " Z;;Og gt fF(L +i,0) oU f(A+i,t) =
Y=ot lga ().

Puisquev; — vg > 0, on peut écriref (A + i, 1) comme série formelle ena coefficients des polyndémes
eng’/™ sous la forme f (A +1i,1) = ;ﬁ% fiv+ i)t/ . Alors, y sera solution formelle d&(y) = 0 si et
seulement si on peut choisir tous les coefficientso, . .. solutions du systeme récurrent

fiMgo+ fo(h +1Dg1=0,

figo+---+ fox+ j)g; =0.
Ces coefficients seront tous des fonctions rationnelleg-de. Ainsi on aura

L(y®) =1"""gofo(h).
Pour que nous ayons une solution, il ne nous reste plus qu’a chotsir que fp(A) =0 etV > 0,
fo(r +j) #O0.

DEFINITION. — fo(A) = 0 s’appelle I'équation indicielle de I'opérateiir(en la singularité 0).

L'équation indicielle est

A1/
foW)=fr.0= > H ajo.

{Jjlvj=vo} q

C’est un polynéme eg*/” de degré:; et de terme constant non nul. Il a donc toujours des racines et, en
choisissant celle de plus grande partie réelle dans le cas ou il a plusieurs racines dont la différence est un
entier, il est toujours possible de satisfaire aux deux exigences indiquées.
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