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Résumé Nous donnons une estimation de la dimension de I'homologie rationnelle du groupe
O, (Z[%]), en degré égal a la dimension cohomologique virtuelle, pagnand. Ce calcul
fournit une indication quantitative sur la «non-véracité» d'une conjecture de Quillen
concernant la cohomologie modulo 2 de,ﬁZ[l]) Pour citer cet article: G. Callinet,
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Rational homology of the groupOn(Z[%]) and automorphisms of
unimodular lattices

Abstract We give an estimate of the dimension of the rational homology of the grou@EI3]),
in degree equal to the virtual cohomological dimension, Aokarge. This provides a
guantitative |nd|cat|on on the failure of a conjecture of Quillen about the modulo 2
cohomology ofGln(Z[ 1. Tocitethisarticle: G. Collinet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
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Abridged English version

Let On(Z[%]) be the subgroup of GJ.(Z[%]) consisting of the matriced3/ satisfying the identity
MM =Id,.

We know from a theorem of Garland and Casselman that the rational homology(éﬂ[%}) is
concentrated in degrees 0 an@d);, where the notation(r) stands for the virtual cohomological degree
of O, (Z[%]). In this note, we sketch a proof of the following result:

THEOREM 0.1. —\e have the following equivalence
. 1 n?
log dim Hr(,y (On <Z {5} ) ; Q) ~ a logn
asn tendsto infinity and 8 does not divide .

First we describe a contractible simplicial compfgxacted on by Q(Z[ 1), which can be thought of as
a building for Q,(Q2).
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This complex comes with an,ﬂ)Z[%])—equivariant filtration. In the second step we prove thatkttie
floor of this filtration isk — 1-connected. This generalises Kneser’s famous Neighbourhood Lemma.
From these two first steps, we obtain a projec®©, (Z[%])]—resolutionB. of Q, of length n). Then
the rational homology of QZ[%]) is by definition the homology of the compl&X of coinvariants inB,
(i-e. Cx =Ho(0,(Z[3]); BL)-
Let S be the set of isomorphism classes of integral definite positive quadratic forms of determinant 1.
Using the Strong Approximation Theorem we obtain an isomorphism

Criny ~ @D Ho(Aut(L): SY),
Le§

where the notation St stands for the ‘Steinberg’ representatéer®(2). Let us callSg the set of elements
in 8 whose automorphism group{s-1}, andK be the submoduI@L680 St of Cy(). Using a theorem of
E. Bannali, we obtain a lower boua¢h) for the dimension oK and an upper bouridn) for the dimension
of the image ofK in Cy(,)—1 by the differential ofC,. Then the difference(n) — b(n) is a lower bound for
the homology in degredn), whose logarithm is equivalent (92 logn asn tends to infinity and 8 does not
dividen.

0. Introduction

Soient A un anneau commutatif et un entier naturel. On note ,QA) le sous-groupe de GIl(A)
constitué des matrice® vérifiant'mM M =1d,,.

On rappelle que la notatiob[%] désigne le sous-anneau Qeconstitué des fractions irréductibles dont
le dénominateur est une puissance de 2.

Comme le groupe QZ[%]) est discret et cocompact dang(@>), un théoréme de Garland et Casselman
(cf. [2] Thm XII1.2.6) dit que son homologie rationnelle est concentrée en degrég®)et(n) désignant
I'indice de Witt de la forme bilinéaire symétrique s@Qf dont la matrice est |d(on constate que I'on a
n —2r(n) =inf,cz(Jn — 8m|)). Lobjet de cette note est d’esquisser la démonstration du résultat suivant :

THEOREME 0.1. —Lorsque n tend vers!’infini, on a I’ équivalence:
1 2
log dim Hr(,y (On <Z {—} ) ; Q) ~ logn
2 4
pourvu que n ne soit pasdivisible par 8.

Ce théoréme est a confronter au suivant, dd a H.-W. Henn et J. Lannes (cf. [5])
THEOREME 0.2. —Pour n < 14,0na:

o~ 1
(a2 f)-0)-e
2
(on rappelle que la notatiod, désigne 'homologie réduite) que ces auteurs déduisent de I'énoncé plus

précis suivant

THEOREME 0.3. —Soit p, :On(Z[%]) — 0,(Z/3) I"'homomorphisme de groupes induit par la
réduction modulo 3 ; alors |’ application

Py H (on (z E]);Z/z) — H,(0,(Z2/3);Z/2)
est un isomorphisme pour n < 14.

(En fait cette application n’est plus un isomorphisme poti 14.)
Ce théoréme est relié a une conjecture, dig@hs, de D. Quillen ([9], p. 591) :
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(Qu) Hs(GL.(Z[31); Z/2) est un H(GL,(C); Z/2)-module libre ¢ia le plongement d&[3] dansC).

Cette conjecture a été vérifiee pour< 3 [8,4] (et «» = co») et infirmée poum > 32 [3], puis
n > 14 [5]. Henn et Lannes montrent dans [5] q(@,) impligue quep,, est un isomorphisme en
homologie modulo 2 et donc, par un argument de suite de Bockstein, en homologie rationnelle. Comme
I'on a H,(0,(Z/3); Q) = 0, la conjecturgQ,) implique au bout du comptbl*(On(Z[%]); Q) =0.Le
Théoréme 1 fournit donc une indication quantitative sur la « non-véracité®,depourn grand.

Les Théoréemes 1 et 3 sont obtenus en considérant I'action du groupe di,s(‘Z(e%D sur 'immeuble de
Bruhat—Tits pour Q(Q2) (il s’agit en fait d’'une méthode généralmjr [11]). Plus précisément, on étudie
cette action en décrivant I'immeuble en terme de réseaix [5] et le paragraphe 1 ci-apres).

Nous pouvons maintenant justifier le titre de cette Note :

On constate dans [5] que le Théoréme 3 s’explique en partie par le fait que les réseaux unimodulaires
de dimensiom ont de « gros » groupes d’automorphismes popetit. Nous exploitons par contre dans ce
travail un résultat de E. Bannai [1] qui affirme que, lorsguest grand, la masse (au sens de Minkowski—
Siegel) des réseaux unimodulaires dont le groupe d’automorphismes est trivial (c’est-a-dire i¢iddal a
est équivalente a la masse de tous les réseaux unimodulaires.

Pour faciliter I'exposition, nous supposons dans les deux premiers paragraph@mod 4. Nous
traitons des cas = 0 mod 4 au Paragraphe 3.

1. L'immeuble affine de O, (Q2)

Soitrn un nombre entier naturel qu'on suppose non divisible par 4.

1.1. Description de I'immeuble en termes de réseaux

On designe pa¥ I'espace vectorieQ3 muni de la forme bilinéaire symétrique, notée y) — x.y,
dont la matrice est }jd On note @QV) son groupe orthogonal (on a don¢¥) = O,(Q>)) etr son indice
de Witt (qui est le rang su®» de Q,).

Soit L un Z,-réseau suW, on noteL? le réseau su¥/ (couramment appelé dual dg constitué des
éléments vérifianté.x € Z, pour toutx dansL. On noteB I'ensemble de& >-réseaux. surV vérifiant
les conditions ci-dessous :

1
(R1) LCLﬁCEL; (Ry) VEel, E£eZs.

L'ensembleB est ordonné par inclusion et muni d’une action d&’/@préservant I'ordre. Le complexe
simplicial |B| (la notation| | désigne le complexe simplicial canoniquement attaché & un ensemble ordonné
(cf. [10])) est homéomorphe a I'immeuble affine de Bruhat-Tits podr)Jet lui est en fait isomorphe
pourn # +1 mod 8). Il est contractile et de dimensionl'action de Q'V) dont il est muni est propre.

Soit L un élément déB. La condition(R;) montre que le quotient? /L est unZ/2-espace vectoriel
avec diny» L*/L < n. Cette méme condition montre que I'accouplement non-dégénri¢iéx L*/L —
Q2/Z2, induit par la forme dé/, est a valeurs dar(%Zz)/Zg et peut donc étre considéré comme une forme
bilinéaire symétrique non-dégénérée (a valeurs da23. D'aprés(Ry) cette forme bilinéaire symétrique
est aussi alternée. On pose.) = 1 dimgz > L*/L etl'on noteBy le sous-ensembli(k) deB. Il est clair
que I'action de @QV) préserve ; on vérifie que I'action de (/) est transitive.

SoitV, (L) (resp.V_(L)) I'ensemble ordonné des élémentskieontenant strictement (resp. strictement
contenus dand). On vérifie qugV_, (L)| (resp.|V_(L)|) estunimmeuble sphérique de dimensi¢h) — 1
(resp.r —$8(L) —1).

1.2. Orbites de 'action deO,, (Z[%]) sur I'immeuble et classification de formes quadratiques entiéres

On poseA = Z[%]”; la forme bilinéaire symétrique dont est muwi induit sur IeZ[%]-moduIeA
la forme bilinéaire symétrique (& valeurs daZl[s%]) dont la matrice est encore JdOn pose enfin
I =0,(Z[3)).
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Soit L un élément déB. L'intersectionS = L N A est unZ-module libre de dimension muni d'une
forme bilinéaire symétriques (a valeurs dang) vérifiant les conditions ci-dessous :

(P) laforme bilinéaire symétrique induite pay surR ®z S est définie positive ;

(R12) le conoyau de I’homomorphisnig : S — §* = Homy (S, Z), induit parbg, est annulé par 2 et
u(l5§1(2u)) est pair pour tout: dansS*.

On posesé(S) = ldimz/g cokerbs ; on observera qué(S) peut étre plus concrétement défini par
la formule céts = 22(5) détS désignant le déterminant dg& On note$; I'ensemble des classes
d’'isomorphisme d’objets du type ci-dessus avée¢sS) = k.

On constate que le sous-groupddstabilisateur dé., noté Stab(L), est canoniquementisomorphe au
groupe d'automorphismes den A. Par ailleurs le fait que I'on a un isomorphisme (préservant les formes
biIinéaires)Z[%] ®z S = A pour toutS vérifiant les conditions ci-dessus (ce résultat est essentiellement
conséquence du théoréme d’approximation forte) implique que toute clasgeede représentée par un
L N A. On déduit de ce qui précéde que I'on a une bijection d’ensembles candniye= S; et des
égalités de « masses »

1 1
> card(Stalr (L)) SZ cardO(s))”

Lel\By €8k

Expliquons les notations. La notation

card ) désigne le cardinal d’'un ensemble fini, la notatios I'\ B indique queL parcourt un systéme
de représentants polil By, méme chosenutatis mutandis pour S € S, enfin la notation @S) désigne le
groupe d’automorphismes de

On note M=, k) la masse qui apparait ci-dessus (YD) a été calculé par Siegel, nous utiliserons
I'estimation grossiére suivantedir par exemple [7] pour une estimation plus fine) :

PROPOSITION 1.1. — Lorsque n tend versI’infini on a I’ équivalence log M(n, 0) ~ % logn.
La valeur de Mn, k) se déduit de celle de (M, 0) en considérant 'immeubl®, par exemple :

PROPOSITION 1.2. — Soit N1 (resp. Np) le nombre de réseaux de B; (resp. Bg) contenus dans (resp.
contenant) un réseau donné de Bg (resp. B1). AlorsonaM(n, 1) = x—(l) M(n, 0).

Soit maintenanf; le sous-ensemble dig constitué des classes dgésvec 4S) = {+id}. Une version
non effective du théoreme de Bannefi (1]) évoqué dans l'introduction s’exprime ainsi :

THEOREM 1.1. — Lorsque n tend vers|’infini on al’ équivalence % card(Tp) ~ M(n, 0).
Nous en déduisons apres quelques calculs

PrRoPOSITION 1.3. — Lorsque n tend versI’infini on a I’ équivalence % card(Ty) ~M(n, 1).

2. Homologie rationnelle deO, (Z[%])

On rappelle que est un nombre entier naturel non divisible par 4 et que la not&tidésigne le groupe
Ou(Z[3D).

2.1. Généralisation du «lemme des voisins » de Kneser

Soitk un entier, on not& ¢, (resp.Bx) le sous-ensemble (ordonné)Beconstitue des réseadxavec
8(L) <k (resp.8(L) > k). On considere les filtrations

Bo=BgoCBg1C-- CBg-1CBg =B,
Br=B>rC3>r_1C"'CB>1C3>0=3.
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Dans [6], M. Kneser considére le&&réseaux unimodulaires sm[%]" muni de la forme bilinéaire
symétrique de matrice l'identité. Il dit que deux tels rése&urt L sontvoisins si K N L est d’'indice
2 danskK et L. Le fameux «lemme des voisins » dit queksiet L sont deux réseaux unimodulaires sur
Z[%]”, il existe une suite finie de résealix= Lo, L1, ..., L,, = L telle queL;_1 et L; soient voisins pour
1 <i <m. Ceci est équivalent a la connexité [d&¢1|. Nous montrons que ce lemme se genéralise de la
facon suivante :

PROPOSITION 2.1. —Les complexes simpliciaux |B| et |B>,_¢| sont k — 1-connexes.

Les propriétés homotopiques des voisinages(L) et V_(L) impliquent en effet que la paire
(IB<kl, IBgk—1]) estk — 2-connexe, ce qui permet de descendre du théoreme de Solomon-Tits affirmant
dans ce cas (immeuble de type euclidien) {Ble= |B«,| est contractile au lemme de Kneser détaillé ci-
dessus en passant par toutes les propriétés énoncées dans la proposition. (De telles filtrations existent pour
tout immeuble, et nous avons un résultat similaire dans ce cadre plus général.)

2.2. Démonstration du Théoréme 1
La proposition précédente entraine :

COROLLAIRE 2.2. — La suite de groupes abéliens suivante est exacte
0— H,(IB,[B>1l) = Hr—1(IB>1l, [B>2l) = - -+ = H1(IBxr-1l, |B,|) = HolB,| - Z — 0.
Soit L un élément deBy, on pose St(L) = Hi_1|V4(L)| et St (L) = H,_x_1|V_(L)|; StH(L)
et St (L) sont desZ-modules libres de dimension finie munis d’'une action du sous-groupe(de¢ O
stabilisateur dd..

LEMME 2.3.— Soit L un réseau de By. Alors le Z[O(V)]-module H,_i (|B>l. |B>k+1]) est canoni-
quement isomor phe au module induit Z[O(V)] ®z[stakyy, ()] St (L)-

Le Corollaire 2.2, la finitude des sous-groupes stabilisateurs de I'actidhgle B et le Lemme 2.3
conduisent a I'énoncé suivant :

PrROPOSITION 2.4. —L"homologierationnellede I est isomorphe a celle d’ un complexe
Cr—>Cr_1—>~~—>Ck&Ck_1—>~~—>C1—>Co
avec

Ce= @D Ho(Stahr(L); Q®z St (L))

Lel'\By

di (Ho(Stalr (L); Q®z St™(L))) C &b Ho(Stalr (K); Q ®z St™(K)).
Kel\'By_1, KCL
Nous nous concentrons maintenant sur la différentielle@h noteDg le sous-ensemble dE\Bg
constitué des classes de réseauavec Stab(L) = {*id}. Soit K un réseau ave&(K) = 1 contenu dans
un telL ; on constate que I'on a caf8taly-(K)) < 6. On noteD1 le sous-ensemble d&\B; constitué des
classes de réseakk avec cardStaly (K)) < 6 et I'on pose

D= P QezSt (L),  Dr1= @) Ho(Stahr(K): Q®z St (K)) ;
LeDyg KeDq
on observera que nous avons tout fait pour ave{dy) C D,_1.
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le Théoreme 1. Il est clair tout d’'abord que l'on a
linégalité
dimH,(I'; Q) > dimD, —dimD,_1.
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Soit L un élément deBy, on notes; la dimension (ne dépendant pas du choixIdede St (L). La
Proposition 1.2 montre ensuite que lorsguend vers I'infini on a I'inégalité :

. _ N
dimD, —dimD,_1 > 2M(n, 0)s0<1— AL 0(1)).
No so

La remarque cruciale est que la suite> j—(l)Nl converge vers 2. Comm¥y est égal a 3, + %—;j—; tend

vers%. Ce qui précede fournit une minoration dim@; Q) > f(n) avec logf (n) ~ "742 logn. D’autre

part, le fait que le noyau de 'homomorphisme évider,)(n%]) — 0,(Z/3) est sans torsion implique
card(Staly- (L)) < card(O,(Z/3)) pour toutL dansB ; on en déduit I'inégalité

dimC, < card0,(Z/3)) M(n, 0)so

et par suite une majoration dimH™; Q) < g(n) avec logg(n) ~ % logn. O

3. Lecasn =0 mod 4

On définit dans ce ca® comme I'ensemble ordonné d&s-réseaux suQ); vérifiant, en plus des
conditions(Ry1) et (Rp) introduites au Paragraphellla condition suivante :
(R3) Vxe L, x.x € 2Z;.

Le complexe simplicialB| est encore homéomorphe a I'immeuble affine de Bruhat-Tits,d®$) (il
lui est en fait isomorphe pour= 4 mod 8). On pose & nouvea(l) = 3 dimL?/L pourn =0 mod 8, et
8(L)=3dimL?/L — 1 pourn = 4 mod 8 (on modifie ainsi la définition decar il n’existe pas de réseaux
unimodulaires pairs dans ce cas). On modifie la définitionsgeonnée au Paragraph£¥n demandant
que la forme bilinéaire symétriqus vérifie, en plus des condition®) et (R/l,z)’ la condition suivante :
(R5) bs(x,x) est pair pour tout danss.

Les énoncés 1.1, 1.2, 1.1, 1.3 ainsi que 2.2 et 2.3 restent vataiiatss mutandis. De plus,n — %Nl
converge encore vers 2.

Venons en au Théoreme 1.

Casn =4 mod 8. On aVp = 5. La méthode utilisée pour le cas# 0 mod 4 s’applique.

Casn =0mod 8. On aVNg = 2, et donc 1— N%) = 0. En outre la suites%Nl tend vers 2 par valeurs
supérieures. La méthode est donc en défaut.

Nous conjecturons cependant que, dans le Théoréme 1, la restriei@mod 8 peut étre levée.
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