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Résumé Nous nous intéressons au passage 3d–2d pour une plaque de faible épaisseur en élasticité
linéaire. L’approche classique par développement asymptotique fournit une estimation
d’erreur dans H1 sur les déplacements en supposant des forces de volume au moins
de régularité L2 (et plus pour certaines composantes). Dans notre travail nous adoptons
une approche de type théorie de la régularité des solutions d’équations elliptiques. Cette
approche fournit, pour unnouveau modèle de Kirchhoff–Love d’ordre supérieur, une
estimation d’erreur dans H2 en supposant des forces de volume seulement L2, ce qui est
optimal. Nous obtenons par ailleurs les estimations intérieures Wk,p, Ck,α correspondantes.
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Interior estimates with optimal regularity for a plate model in linear
elasticity

Abstract We are interested in the 3d–2d passage for an asymptotically thin plate in linear
elasticity. The classical approach by asymptotic expansion gives an error estimate on the
displacements in H1, assuming the volumic forces at least of regularity L2 (and more for
certain components). In our work we apply the regularity theory for solutions of elliptic
equations. This approach gives, for anew model of Kirchhoff–Love of higher order, an error
estimate in H2 assuming volumic forces only in L2, which is optimal. We also get some
interior error estimates in Wk,p, Ck,α. To cite this article: R. Monneau, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. I 335 (2002) 207–212.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

We consider the linear elastic problem on the plate�ε = ω� × (−ε, ε) of thickness 2ε. We state some
interior error estimates, but to simplify the presentation we chose here a periodic open setω� of “size” �:

ω� = �
(
R2\Z2).
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We are interested in the displacements of this plate under the action of volumic forcesf and surfacic
forcesg. We renormalize the problem (seeCiarlet [4]), and study the displacementsu defined on

�� = ω� × I with I = (−1,1)

which are solutions of {
Lεu = f on��,
Bεu = g on∂�� = ω� × ∂I .

(1)

We use Greek indicesα,β, . . . for values in{1,2}, and latin indicesi, j, . . . for values in{1,2,3}. More
precisely we set

eij = 1

2
(∂iuj + ∂jui), eεij =

(
eαβ

1
ε
eα3

1
ε
eα3

1
ε2e33

)
, σij = λeεkkδij + 2µeεij

for λ,µ > 0, and

σε
ij =

(
σαβ

1
ε
σα3

1
ε
σα3

1
ε2σ33

)
.

Then(Lεu)j = −∂iσ
ε
ij and(Bεu)j = σε

3j .

THEOREM 1 (3d–2d comparison to the Kirchhoff–Love model). –To simplify we assumeg = 0. For
λ,µ > 0 fixed, there exists a constantC > 0 such that for every� � 1, there exists a solutionu of (1) which
satisfies

1
�
|eα3(u − u0)|L2(��)

1
�2 |e33(u − u0)|L2(��)


>Cε

(∑
α

|fα|L2(��)
+ ε|f3|L2(��)

)
,

whereu0 is the solution to the Kirchhoff–Love model(which satisfies in particularei3(u0) = 0, cf. Ciarlet
[4]).

We show that we can get an error estimate with constants independent on the size of the open set��,
but to this end we have to replace the Kirchhoff–Love model by a new one that we call the Kirchhoff–Love
model of higher order, whose solutionuε depends onε and is given by (4), (5).

THEOREM 2 (3d–2d comparison for the new model). –To simplify we assumeg = 0. Then there exists
a constantC = C(λ,µ) > 0 such that every solutionu of (1) satisfies

|eεij (u − uε)|L2(��)

|∂3(e
ε
ij (u − uε))|L2(��)

ε|∂α(eεij (u − uε))|L2(��)




� Cε

(∑
α

|fα|L2(��)
+ ε|f3|L2(��)

)
,

whereuε is the solution of the Kirchhoff–Love model of higher order, given by(4), (5).

More generally we get Wk,p, Ck,α interior error estimates.

Cette Note est le résumé des articles [18] et [19] en préparation.
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1. Introduction au cas d’une plaque périodique

Nous considérons une plaque tridimensionnelle d’épaisseur 2ε : �ε = ω� × (−ε, ε). Notre approche
fournit certaines estimations intérieures, mais pour en faciliter l’exposé, nous choisissons un ouvertω�

périodique de « taille »� :

ω� = �
(
R2/Z2).

Nous nous intéressons aux déplacements de cette plaque linéairement élastique sous l’action de forces de
volumef = (f1, f2, f3) et de surfaceg = (g1, g2, g3). Une fois le problème renormalisé (cf. [3–5,10]), les
déplacementsu = (u1, u2, u3) définis sur

�� = ω� × I avecI = (−1,1)

sont solutions des équations de l’élasticité mises à l’échelle surω� × I :

Lεu = f, (2)

oùLε est un opérateur elliptique linéaire du second ordre dont les coefficients dépendent deε. À ce système
s’ajoutent les conditions sur les bords supérieurs et inférieursω� × ∂I :

Bεu = g. (3)

On noterax ′ = (x1, x2) un point deω� etx = (x ′, x3) un point de��. On utilisera les indices grecsα,β, . . .
prenant les valeurs{1,2} et les indices latinsi, j, . . . prenant les valeurs{1,2,3}. Précisément on pose

eij = 1

2
(∂iuj + ∂jui), eεij =

(
eαβ

1
ε
eα3

1
ε
eα3

1
ε2e33

)
, σij = λeεkkδij + 2µeεij

pourλ,µ > 0, et

σε
ij =

(
σαβ

1
ε
σα3

1
ε
σα3

1
ε2σ33

)
.

Ainsi (Lεu)j = −∂iσ
ε
ij et (Bεu)j = σε

3j . On a alors le

THÉORÈME 1 (Comparaison 3d–2d, modèle de Kirchhoff–Love). –Pour simplifier l’énoncé on choisit
g = 0. Pourλ,µ > 0 fixés, il existe une constanteC > 0 telle que pour tout� � 1, il existe une solutionu
de(2), (3)vérifiant

1
�
|eα3(u − u0)|L2(��)

1
�2 |e33(u − u0)|L2(��)


>Cε

(∑
α

|fα|L2(��)
+ ε|f3|L2(��)

)
,

où u0 est la solution du modèle de Kirchhoff–Love classique(qui vérifie d’ailleurs ei3(u0) = 0, cf.
Ciarlet [4]).

Nous montrons qu’on peut obtenir une estimation d’erreur avec des constantes indépendantes de la taille
de l’ouvert��, mais au prix du remplacement du modèle de Kirchhoff–Love (cf. [12,14]) par un nouveau
modèle de Kirchhoff–Love d’ordre supérieur dont la solutionuε dépend deε, et est donnée par (4), (5).
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THÉORÈME 2 (Comparaison 3d–2d, nouveau modèle). –Pour simplifier l’énoncé on choisitg = 0. Il
existe une constanteC = C(λ,µ) > 0 telle que toute solutionu de(2), (3)vérifie

|eεij (u − uε)|L2(��)

|∂3(e
ε
ij (u − uε))|L2(��)

ε|∂α(eεij (u − uε))|L2(��)




� Cε

(∑
α

|fα|L2(��)
+ ε|f3|L2(��)

)
,

oùuε est la solution du modèle de Kirchhoff–Love d’ordre supérieur, donnée par(4), (5).

On obtient aussi des estimations similaires dans les normes Wk,p, Ck,α . Le fait que la constanteC ne
dépende pas de la taille de l’ouvert�� est lié à la méthode de preuve qui donne des estimations uniformes.

2. Un nouveau modèle de plaque : le modèle de Kirchhoff–Love d’ordre supérieur

La solutionuε du nouveau modèle de Kirchhoff–Love d’ordre supérieur est donnée par

uε = Uε(ζ ) :=
(

ζα − x3∂αζ3 + ε2
(

λ
λ+2µ

x2
3
2 ∂α div′ ζ + a(x3)∂α"

′ζ3
)

ζ3 + ε2 λ
λ+2µ

(−x3 div′ ζ + x2
3
2 "′ζ3

)
)

, (4)

où

div′ ζ = ∂1ζ1 + ∂1ζ2, "′ = ∂2
1 + ∂2

2, a(x3) =
(

3λ+ 4µ

λ + 2µ

)
x3

3

3! − 2

(
λ+ µ

λ + 2µ

)
x3

et oùζ(x1, x2) est tel queUε(ζ ) ∈ (H1(��))
3 et

aε
(
Uε(ζ ),Uε(ξ)

)= l
(
Uε(ξ)

)
, ∀ξ ∈ C∞(ω�), (5)

où

aε(u, v) =
∫
�l

λeεii (u)e
ε
jj (v) + 2µeεij (u)e

ε
ij (v)

et

l(v) =
∫
�l

f v +
∫
ωl×{+1}

gv −
∫
ωl×{−1}

gv.

Il est possible de voir que (5) est équivalent à{
a1"

′ζα + a2∂α div′ ζ + ε2a3∂α"
′ div′ ζ + ε4a4∂α"

′2 div′ ζ = pα + ε2∂αq,

a5"
′2ζ3 + ε2a6"

′3ζ3 + ε4a7"
′4ζ3 = p3 + ε2"′q3,

(6)

où ai, i = 1, . . . ,7, sont des constantes qui s’expriment en fonction deλ,µ, et pα,p3, q, q3 sont des
fonctions def3, g3,div′ f,div′ g,λ,µ. En posant formellementε = 0, (6) redonne les équations du modèle
de Kirchhoff–Love classique.

La forme très particulière deUε(ζ ) n’est pas nouvelle car elle est reliée (cf. Raoult [20]) au
développement asymptotique deu =∑k ε

2ku2k, par l’égalitéu0 + ε2u2 = Uε(ζ 0) + ε2U0(ζ 2) pour ζ 0

solution des équations de Kirchhoff–Love et un certainζ 2. Ce qui est nouveau est de choisirζ dans
l’expressionUε(ζ ) non pas comme solution des équations de Kirchhoff–Love, mais comme solution de
l’équation (5). Ce choix particulier permet d’obtenir des estimations d’erreurs optimales du point de vue de
la régularité avec des constantes indépendantes de la géométrie de la plaque.
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3. Estimations intérieures pour une plaque non périodique

Nous obtenons des estimations intérieures Wk,p et Ck,α , optimales du point de vue de la régularité (cf.
[1,2]). Donnons à titre d’exemple une application de nos résultats

THÉORÈME 3 (Estimation d’erreur 3d–2d intérieure, nouveau modèle). –Soit� = ω × (−1,1) avecω
un ouvert quelconque(eventuellement non borné) deR2, et l’ouvert intérieur

�d = ωd × I, où ici ωd = {x ′ ∈ R2, dist
(
x ′,R2\ω)> d

}
.

Il existe deux constantesC = C(λ,µ), c = c(λ,µ) > 0, telles que pour toute solutionζ de(5) surω avec
g = 0, et pour toute solutionu de(2), (3)sur�, on a l’estimation suivante surw = u − Uε(ζ ) :

∣∣eε(w)
∣∣
L∞(�d)

� C

(
ε

(∑
α

|fα|L∞(�) + ε|f3|L∞(�)

)
+ e−c d

ε
(∣∣eε(w)

∣∣
L∞(�)

+ |u|L∞(�)

))
.

Nos résultats, bien que différents et avec une approche différente, sont reliés à ceux de Mielke [17].

4. Conclusion et questions ouvertes

Le nouveau modèle de Kirchhoff–Love d’ordre supérieur que nous avons présenté est un raffinement du
modèle de Kirchhoff–Love classique qui approche mieux la solution tridimensionnelle à l’intérieur de la
plaque. Une question particulièrement intéressante serait de chercher un modèle equivalent tenant compte
des conditions sur le bord∂ω × I . Ceci nécessite une étude plus poussée des couches limites (cf. [6–9]).
Enfin il serait intéressant d’appliquer notre approche à d’autres problèmes dans des ouverts minces (cf.
[13,15,16]) et à des problèmes non linéaires similaires (cf. [11]).

Remerciements. Je remercie P.G. Ciarlet, M. Dauge, H. Le Dret, F. Murat et A. Raoult pour les discussions
stimulantes que nous avons eues ensemble, ainsi que le rapporteur pour ses remarques judicieuses.
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