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Résumé Nous nous intéressons au passage 3d—2d pour une plague de faible épaisseur en élasticité
linéaire. L'approche classique par développement asymptotique fournit une estimation
derreur dans W sur les déplacements en supposant des forces de volume au moins
de régularité 2 (et plus pour certaines composantes). Dans notre travail hous adoptons
une approche de type théorie de la régularité des solutions d’équations elliptiques. Cette
approche fournit, pour umouveau modele de Kirchhoff-Love d’ordre supérieume
estimation d’erreur dans4en supposant des forces de volume seuleménté qui est
optimal. Nous obtenons par ailleurs les estimations intérieufe8 MZ*-* correspondantes.
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Interior estimates with optimal regularity for a plate model in linear
elasticity

Abstract We are interested in the 3d-2d passage for an asymptotically thin plate in linear
elasticity. The classical approach by asymptotic expansion gives an error estimate on the
displacements in iy assuming the volumic forces at least of regulari?y(hnd more for
certain components). In our work we apply the regularity theory for solutions of elliptic
equations. This approach gives, fanew model of Kirchhoff—Love of higher ordan error
estimate in M assuming volumic forces only in3_ which is optimal. We also get some
interior error estimates in W?, Ck%. To cite this article: R. Monneau, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 335 (2002) 207-212. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

We consider the linear elastic problem on the pRfe= w; x (—¢, ¢) of thickness 2. We state some
interior error estimates, but to simplify the presentation we chose here a periodic opgro&size” ¢:

we = £(RA\Z?).
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We are interested in the displacements of this plate under the action of volumic fraed surfacic
forcesg. We renormalize the problersdeCiarlet [4]), and study the displacementslefined on

Qr=wyxI withl=(-11)
which are solutions of

{Lgu =f onQy, )

Béu=g o0nioQy=we¢xdl.

We use Greek indices, 8, ... for values in{1, 2}, and latin indices, j, ... for values in{1, 2, 3}. More
precisely we set

1 eup leas
eij =§(3iMj+3jui), e = 1, ize% .0 = ke dij + 2uef;
e £

for A, u > 0, and

1
e [ OaB 20a3
gii=1\1 1 .
$043 73033
Then(Lfu); = —Biafj and(B®u); =o§j.

THEOREM 1 (3d-2d comparison to the Kirchhoff-Love model).Fe simplify we assumg = 0. For
A, u > Ofixed, there exists a constafit> 0 such that for every > 1, there exists a solutiom of (1) which
satisfies

1
7leas(u — uo)l 2(q,)
> Ce( Y I falizy + 1 f3lL2@) )
o

1
7zles3(u —uo)l 2(q,)

whereug is the solution to the Kirchhoff-Love modelhich satisfies in particulag;3(ug) = 0, cf. Ciarlet

[4]).

We show that we can get an error estimate with constants independent on the size of the 6gen set
but to this end we have to replace the Kirchhoff-Love model by a new one that we call the Kirchhoff-Love
model of higher order, whose solutiap depends om and is given by (4), (5).

THEOREM 2 (3d—-2d comparison for the new model)Te simplify we assumg= 0. Then there exists
a constantC = C (A, u) > 0 such that every solutiom of (1) satisfies

|efj (u— us)||_2(gzz)
103(ef; (u — ue)li2q, (< Ce (Z | falL2@y + e|f3|Lz<m>>,
o

&0 (ef; (u — ue))|L2(q,

whereu, is the solution of the Kirchhoff-Love model of higher order, give@y(5).

More generally we get W?, C-¢ interior error estimates.

Cette Note est le résumé des articles [18] et [19] en préparation.
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1. Introduction au casd’une plaque périodique

Nous considérons une plaque tridimensionnelle d'épaisseus? = wy; x (—¢, ¢). Notre approche
fournit certaines estimations intérieures, mais pour en faciliter 'exposé, nous choisissons unwpuvert
périodique de «taille $ :

w = L(R?/Z?).
Nous nous intéressons aux déplacements de cette plague linéairement élastique sous I'action de forces de
volume f = (f1, f2, f3) et de surfacg = (g1, g2, £3). Une fois le probléme renormaliséf([3—5,10]), les
déplacements = (u1, uz, uz) définis sur
Qr=wy x I avecl =(-1,1)
sont solutions des équations de I'élasticité mises a I'échellesur! :

Lfu = f, (2)

ol L¢ est un opérateur elliptique linéaire du second ordre dont les coefficients dépengehidesystéme
s’ajoutent les conditions sur les bords supérieurs et inférieuss oI :

Bfu=g. 3)

On noterax” = (x1, x2) un point dewy etx = (x’, x3) un point def2;. On utilisera les indices grees 8, . ..
prenant les valeurgl, 2} et les indices lating, j, ... prenant les valeurl, 2, 3}. Précisément on pose

1 eup le,;tg
eij = E(aiuj +ojui), e = (le X ie33 . 0ij = Aegidij +2uey;
Pl £2

pouri, u >0, et

1
e _ Oap 20%a3
% =1\1 i :
$0a3 7033
Ainsi (Lfu); = —al-a;; et(Bu); = 035].. Onaalorsle

THEOREME 1 (Comparaison 3d-2d, modeéle de Kirchhoff-LovePour simplifier I'’énoncé on choisit
g =0. Pour, u > 0fixés, il existe une constanée> 0 telle que pour tout > 1, il existe une solutiomn
de(2), (3)vérifiant

1
z|ea3(14 - MO)|L2(Q()
> Ce( Y | fulizg,) + €l f3lizay |-
o

1
E—2|€33(14 - u0)||_2(gzz)

ou up est la solution du modéle de Kirchhoff-Love classidqai vérifie d'ailleurs e;3(ug) = 0, cf.
Ciarlet[4]).

Nous montrons qu’on peut obtenir une estimation d’erreur avec des constantes indépendantes de la taille
de l'ouvertQ2,, mais au prix du remplacement du modéle de Kirchhoff-La¥g12,14]) par un nouveau
modele de Kirchhoff-Love d’ordre supérieur dont la solutigrdépend de, et est donnée par (4), (5).
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THEOREME 2 (Comparaison 3d—2d, nouveau modelePeur simplifier '’énoncé on choisg = 0. Il
existe une constanté = C (), ) > O telle que toute solution de(2), (3) vérifie

|€;o](l/l — u5)|L2(Qg)

|83(efj (u —ue))l 2, <Ce (Z [ falL2@,) + 8|f3|L2(QZ)),
o

&3 (ef; (u — ue))l 20,

ol u, est la solution du modéle de Kirchhoff-Love d’ordre supérieur, donnéé&pas).

On obtient aussi des estimations similaires dans les nornfel &¢¢. Le fait que la constant€ ne
dépende pas de la taille de I'ouve€lt est lié a la méthode de preuve qui donne des estimations uniformes.

2. Un nouveau modéle de plaque : le modéle de Kirchhoff-L oved’ ordre supérieur

La solutionu, du nouveau modéle de Kirchhoff-Love d’ordre supérieur est donnée par

2
— X390 2(2_235,div N
e = US(0) = (Ca x30083+¢€ Ek+2ﬂ2 o-c C;a(x3) o §3)>’ (4)
3+ szm (—X3 div' ¢ + 73A/§3)
ou
_ 3 +4p x3 A+
dive=2 31L2, AN =07 +02, = =2 _2
¢ =0181+ 0182 1192 a(xa) 20 )3 )
et oz (x1, x2) est tel quel/®(¢) e (HL(2¢))3 et
a® (U (©), U%(§)) =1(U*(®)), V& eC¥(wp), (5)
ou
.0y = [ eliel; o)+ 2nej 006 0)
et
l(v):/ fv+/ gv—/ gv.
Q oy x{+1} oy x{=1}
Il est possible de voir que (5) est équivalent a
a1ty + a2dy div' ¢ + £2a30, A diV/ ¢ + £%a40, A2 AV ¢ = py + £204q, ©)
asA%¢3 + e2agA3ts + etar A4 cs = p3 + 2N gs,

oua;, i =1,...,7, sont des constantes qui s’expriment en fonction.de, et p,, p3, g, g3 sont des
fonctions defs, g3, div’ £, div' g, A, u. En posant formellement= 0, (6) redonne les équations du modele
de Kirchhoff-Love classique.

La forme tres particuliere dd/?(¢) n'est pas nouvelle car elle est reliéef.(Raoult [20]) au
développement asymptotique de= 3", e%u?, par I'égalitéu® + ¢2u? = U*(¢%) + £2U°(¢?) pour ¢©
solution des équations de Kirchhoff-Love et un certafn Ce qui est nouveau est de choisirdans
I'expressionU*®(¢) non pas comme solution des équations de Kirchhoff-Love, mais comme solution de
I'équation (5). Ce choix particulier permet d’obtenir des estimations d’erreurs optimales du point de vue de
la régularité avec des constantes indépendantes de la géométrie de la plaque.
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3. Estimationsintérieurespour une plaque non périodique

Nous obtenons des estimations intérieurés?\ét C--%, optimales du point de vue de la régularité (
[1,2]). Donnons a titre d’exemple une application de nos résultats

THEOREME 3 (Estimation d’erreur 3d—2d intérieure, nouveau modeleSoit 2 = w x (—1, 1) avecw
un ouvert quelconqu@ventuellement non borhde R?, et I'ouvert intérieur

Qui=wg x I, oliCiwy = {x’ eR2 dist(x’, Rz\w) > d}.

Il existe deux constant&s= C (%, u), ¢ =c(A, u) > 0, telles que pour toute solutionde (5) surw avec
g =0, et pour toute solutiom de(2), (3)sur 2, on a I'estimation suivante suv =u — U®(¢) :

€ )] x (g, < C(*" (Z [ falii@ + 8|f3|L°°<sz>> + &% (e W) ) + |“|L°°(sz>))-
o

Nos résultats, bien que différents et avec une approche différente, sont reliés a ceux de Mielke [17].

4. Conclusion et questions ouvertes

Le nouveau modele de Kirchhoff—Love d’ordre supérieur que nous avons présenté est un raffinement du
modele de Kirchhoff—Love classique qui approche mieux la solution tridimensionnelle a l'intérieur de la
plague. Une question particulierement intéressante serait de chercher un modéle equivalent tenant compte
des conditions sur le bor@élv x I. Ceci nécessite une étude plus poussée des couches liofitfs-0]).

Enfin il serait intéressant d’appliquer notre approche a d’autres problemes dans des ouvertsahinces (
[13,15,16]) et a des problemes non linéaires similaicé$X1]).

Remerciements. Je remercie P.G. Ciarlet, M. Dauge, H. Le Dret, F. Murat et A. Raoult pour les discussions
stimulantes que nous avons eues ensemble, ainsi que le rapporteur pour ses remarques judicieuses.

Références bibliographiques

[1] S. Agmon, A. Douglis, L. Nirenberg, Estimates near the boundary for solutions of elliptic partial differential
equations satisfying general boundary conditions. |, Comm. Pure Appl. Math. 12 (1959) 623-727.
[2] S. Agmon, A. Douglis, L. Nirenberg, Estimates near the boundary for solutions of elliptic partial differential
equations satisfying general boundary conditions. I, Comm. Pure Appl. Math. 17 (1964) 35-92.
[3] P.G. Ciarlet, Plates and Junctions in Elastic Multi-Structures: An Asymptotic Analysis, R.M.A., Vol. 14, Masson
and Springer-Verlag, Paris and Heidelberg, 1990.
[4] P.G. Ciarlet, Mathematical Elasticity, Vol II: Theory of Plates, North-Holland, Amsterdam, 1997.
[5] P.G. Ciarlet, P. Destuynder, A justification of the two-dimensional plate model, J. Mécanique 18 (1979) 315-344.
[6] M. Dauge, I. Gruais, Développement asymptotique d’ordre arbitraire pour une plague élastique mince encastrée,
C. R. Acad. Sci. Paris, Série | 321 (1995) 375-380.
[7] M. Dauge, |. Gruais, Asymptotics of arbitrary order for a thin elastic clamped plate, I. Optimal error estimates,
Asymptotic Anal. 13 (1996) 197-197.
[8] M. Dauge, I. Gruais, A. Réssle, The influence of lateral boundary conditions on the asymptotics in thin elastic
plates, SIAM J. Math. Anal. 31 (2000) 305—-345.
[9] M. Dauge, I. Gruais, A. Réssle, The influence of lateral boundary conditions on the asymptotics in thin elastic
plates I: clamped and simply supported plates, Prepublication IRMAR 97-28, Rennes, 1997.
[10] P. Destuynder, Sur une justification des modeéles de plaques et de coques par les méthodes asymptotiques, These
d’Etat, Université Pierre et Marie Curie, Paris, 1980.
[11] F. John, Estimates for the derivatives of the stress in a thin shell and interior shell equations, Comm. Pure Appl.
Math. 18 (1965) 235-267.
[12] G. Kirchhoff, Uber das Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Schribe, J. Reine Angew. Math. 40
(1850) 51-58.

211



R.Monneau/ C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 207-212

[13] J.-L. Lions, Perturbations Singuliéres dans les Problemes aux Limites et en Contréle Optimal, Lecture Notes in
Math., Vol. 323, Springer-Verlag, Berlin, 1973.

[14] A.E.H. Love, A Treatise on the Mathematical Theory of Elasticity, 4th edn., Cambridge University Press,
Cambridge (reprinted by Dover Publications, New York, 1944).

[15] V. Maz'ya, S. Nazarov, B. Plamenevskij, Asymptotic Theory of Elliptic Boundary Value Problems in Singular
Perturbed Domains, |, Operator Theory, Advances and Applications, Vol. 111, Birkh&user, 2000.

[16] V. Maz'ya, S. Nazarov, B. Plamenevskij, Asymptotic Theory of Elliptic Boundary Value Problems in Singular
Perturbed Domains, Il, Operator Theory, Adv. Appl., Vol. 112, Birkh&auser, 2000.

[17] A. Mielke, On the justification of plate theories in linear elasticity theory using exponential decay estimates,
J. Elasticity 38 (1995) 165—-208.

[18] R. Monneau, Uniform elliptic estimate for an infinite plate in linear elasticity, en préparation.

[19] R. Monneau, Error estimates for a new plate model in linear elasticity, en préparation.

[20] A. Raoult, Construction d’'un modeéle d'évolution de plaques avec terme d'inertie de rotation, Ann. Mat. Pura
Appl. 139 (1985) 361-400.

212



