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Résumé On étudie les structures de Poisson sur des variétés singulieres. On considére dans ce but le
complexe de Koszul associé aux équations d’une intersection compléte. Ce complexe forme
une algebre différentielle graduée qui est équivalente a I'algebre de la variété. On montre
gu'une structure de Poisson est équivalente a la donnée d’une famille de multidérivations
sur le complexe de Koszul. Si notre variété a des singularités isolées, alors on peut construire
une telle famille de multidérivations de forme réduiReur citer cet article: B. Fresse,
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Poisson structures over a complete inter section with isolated
singularities

Abstract We study Poisson structures over singular varieties. For this purpose, we consider the
Koszul complex associated to the equations of a complete intersection. This complex forms
a differential graded algebra which is equivalent to the algebra of the variety. We show that
a Poisson structure is equivalent to a sequence of multiderivations over the Koszul complex.
If the variety has isolated singularities, then we can construct a sequence of multiderivations
of reduced formTo cite this article: B. Fresse, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002)
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Abridged English version

Let O be a commutative algebra. This algebra is equipped with a Poisson structure if we have an
antisymmetric biderivatiof—, —} : O® O — O such that f, {g, h}} + {g, {h, f}}+{h, {f, g}} =0, forall
f, g, h € O. We would like to study such structures in the cékés the algebra of a complete intersection
with isolated singularities. Our idea is to replace the algebra of a singular affine scheme by an equivalent
free differential graded algebra.

1. Differential graded modules. We work in the category of differential grad€dmodules (dg-modules,
for short). We adopt the following classical conventions. A dg-moddls either lower grade® =V, or
upper graded = V*. The relationV¢ = V_,; makes a lower grading equivalent to an upper grading. The
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notation|v| refers to the lower degree of a homogeneous elemenY. The differential ofV is denoted
by é : V. — V. The homology of the complex associatediids denoted byH, (V). A morphism of dg-
modulesV — W is quasi-iso if the induced morphisf. (V) — H,(W) is iso.

The tensor product of dg-modul&sand W is the dg-module such thaV @ W), =@,z Vi« ® Wy_s.
The differential of a tensov ® w € V ® W is given by the classical formul&(v ® w) = 8(v) ® w +
+v ® 8(w), where+ = (—=1)/’I. We have a symmetry isomorphisii@ W — W ® V defined by
c(v @ w) = +w ® v, where+ = (—1)/"I'*I_In the sequel, the notatiof refers to the sign produced
by a permutation of homogeneous elements, whose explicit determination follows from the definition of
the symmetry isomorphism.

The module of homogeneous morphisms frdmto W is the upper graded dg-module such that
Hom"(V, W) =[], Hom(Vi1,, W,). The differential of a homogeneous morphigive Hom*(V, W)
is provided by the commutator of with the differentials ofV and W. We have explicitlys(f) =
8f —+f8, where+ = (—1)!/I. A 0-cocyclef € Hom?(V, W) is equivalent to a morphism of dg-modules
f:V->Ww.

2. Differential graded algebras. -A commutative dg-algebrais a dg- mod@eequipped with a product
O ® O — O which is associative and commutative. The commutativity relation involves a sign because of
the definition of the symmetry |somorph|s{f?1® 0O— 0gO0.

By convention, a polynomial algebtd = Cl[iiy, ..., i, ] denotes a commutative dg-algebra which, as a
graded commutative algebra, is freely generated by homogeneous elamentsii, € O. Let us mention
that the differential ofD is determined by the differential of the generaté®,), ..., 5(i,) € 0.

3. Resolutions. -A resolution of a commutative algebi@ is a polynomial dg algebré such that
Ho(O) = © and H.(O) = 0 if * > 0. Equivalently, we assume thél is a dg-algebra concentrated in
degree 0. The resolutiaf is a dg-algebra equipped with an augmentation morpkis@ — O which is
quasi-iso.

Let us assume th&? is the algebra of a complete intersectigrix1, ..., x,) = = hp(x1,...,x,) =0
In this case, a resolution @ is provided by the Koszul complex of the sequexksg ..., &), which is
nothing but the dg-algeb@ = C[x1, ..., xn, i1, ..., ], wherelh;| =1 ands(h;) = hj(x1, ..., xn).

4.0n Kahler differentials. —The definition of the algebra of Kahler differentiﬂg(@) can be extended
to the case of a dg- algeb@. Precisely, we consider the dg-algebra o@egenerated by the elementg d
where f € O, together with the relations(dig) = df - g + & f - dg, where+ = (—1)//I. We have also
[dfl=1+|f] ands(df) = —d(5(f)). (The differential symbod is equivalent to a tensor of degree 1.)
The homogeneous componént(QO) is the dg-module generated by the produgtsdfi - - - dfs € Q*(O)
(with s differentials).

Similarly, we have a dg-module of multivector¥ ((’))* which is defined by the |dent|t§TS((’))’" =
Horﬂ‘ (2°(0), (9) An elementr € TS((’))’" is equivalent to an antisymmetric multiderivatian: O ®

(9 — O which decreases the degreerhy- s. The superscript (respectivelym) refers to the order
(respectively, to the degree) of the multiveckar

5. Poisson~structures~. -The dg-module of multivectors is endowed with the Schouten—Nijenhuis bracket
[—, —1:T5(O)" @ T'(O)* — TsT'=1(©)y"*t"~1 as in the classical differential calculus. Furthermore, a
Poisson structure is equivalent to a bivectere T2((’))2 such that(7) = 0 and[72, 72] = 0. We define
a homotopy Poisson structure as a sequence of multivegee s (0)2, s > 2, whose Suni, = Do Ts
verifies the Maurer—Cartan equatid@t,) + 1/2 - [, 7] = 0.

We have obtained the following results:

THEOREM 1. — LetO be a commutative algebra ov€requipped with a Poisson structure. Let us fix a

free differential graded resolution @ as in paragrapt8. The aIgebraO has a homotopy Poisson structure
Ty € T*(O) such thate(2(df, dg)) = {e(f), e(g)}, forall f, g€ O.
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THEOREM 2. —Let O be a commutative algebra ove€requipped with a Poisson structure. We assume
that O is the algebra of a complete intersection with isolated singularitieéx1,...,x,) = --- =
hm(x1, ..., x,) = 0. We consider the Koszul resolution@fintroduced in paragrapl8. We localize these
algebras atP € Sped?. There is a germ of homotopy Poisson structiges T*(Op), as in Theoreni,
such that, fo2 < s <n — m, we have

wy(dfi,...,dfs,dhy,...,dhy,) ifdeq fi1)=---=dedf;) =0,
0 otherwise

ﬁs (df]_, ey dfg-) = {

wheres, : Q5" (Clx1, ..., xalp) = (Op)s_2.

Soit © une algébre commutative sGr Une structure de Poisson d0rest la donnée d’une bidérivation
antisymétriqu¢—, —} : O® O — O vérifiantlarelatior{ f, {g, h}} +{g, {h, f}}+{h, {f, g}} =0, quelque
soientf, g, h € O. On voudrait étudier ces structures quanaest I'algeébre d’'une intersection compléte a
singularités isolées. L'idée consiste a remplacer I'algébre d'un schéma affine singulier par une algébre
différentielle graduée libre équivalente.

1. Calcul différentiel gradué

1.1. Modulesdifférentielsgradués

On travaille dans la catégorie des modules différentiels graduds §uour abréger, on parlera de dg-
modules). On adopte les conventions classiques suivantes. Un dg-ntbdstesoit gradué inférieurement
V = V, soit gradué supérieuremeft = V*. La relation V¢ = V_; rend une graduation inférieure
équivalente a une graduation supérieure. La notdtiprenvoie au degré d'un élément homogene V.

La différentielle deV est notées : V. — V. L'homologie du complexe associélaest notéeH, (V). Un
morphisme de dg-modulds — W est quasi-iso si le morphisme ind#t, (V) — H,.(W) estiso.

Le produit tensoriel des dg-modul&set W est le dg-module tel qug/ @ W), =D, ., V« ® W,—i. La
différentielle d’'untensew ® w € V ® W est donnée par la formule classif@e @ w) =s(v) Qw++v®
§(w), ol£ = (—=1)/*I. On a unisomorphisme de symétlie® W — W ® V définiparc(v@w) = +tw®v,

ol + = (—Iwl En général, la notatior: renvoie au signe produit par une permutation d’éléments
homogenes, dont la valeur résulte de la définition de I'isomorphisme de symétrie.

Le module des morphismes homogénes/ddansW est le dg-module gradué supérieurement tel que
Hon(V, W) = [ [, Hom(V,1,,, W,). La différentielle d’'un morphisme homogeéies Hom*(V, W) est
donnée par le commutateur deavec les différentielles d€ et W. On a explicitemend(f) =38f — £ £,
avec + = (—1)!/I. Un 0-cocycle f € Hom?(V, W) est équivalent & un morphisme de dg-modules
f:V->Ww.

1.2. Algébresdifférentiellesgraduées

Une dg-algébre commutative est un dg-mod@lenuni d’'un produit® ® © — O qui est associatif
est commutatif. La relation de commutativité comporte un signe dd a la définition de I'isomorphisme de
symétrie0 O — O ® O. B

Par convention, une algebre polynomi@le= Cliy, . . ., i, ] désigne une dg-algébre commutative qui, en
tant que dg-algebre, est liborement engendrée par des éléments hombgenesi, € O. La différentielle
de O est déterminée par la différentielle des génératéirp), ..., 5 (i,) € O.
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1.3. Résolutions

Une résolution d’'une algebre commutatifeest une algébre polynomia@ telle queHo((5) =0 et
H,(0) =0si* > 0. De fagon équivalente, on suppose quest une dg-algébre concentrée en degré 0. La
résolutionO est une dg-algebre munie d’un morphisme d’augmentatidd — O qui est quasi-iso.

Supposons par exemple que est l'algebre d'une intersection completg(xi,...,x,) = --- =
hm(x1,...,x,) = 0. On a alors une résolution d& qui est fournie par le complexe de Koszul
de la suite(h1,...,h,). Ce complexe n'est rien d'autre que l'algébre différentielle grad@®e-
CIX1, - s X, 1, ... By OU R j| = 1 €t8(h;) = hj(x1, ..., x,). On note simplement queh; = —h jh;,
d’'aprés la regle de commutation des variables homogénes.

2. Structures de Poisson homotopiques

2.1. Formesde Kahler

La déefinition de I'algebre des formes de Kahler s’étend au cadre différentiel gradué. Ainsi, on définit
Q*(O) comme la dg-algébre su® engendrée par les élémentg,davec f € O, et quotientée par les
relations dfg) =df - g ++f -dg, ou£ = (-DI/|. Onaaussidf| = | f| + 1 ets(df) = —d(5(f)). (Le
symbole de différentielld est équivalent a un tenseur de degré 1.) La composante homQgédgest le
dg-module engendré par les produfts df1 - - - dfs; € Q*(O) (comportant différentielles).

2.2. Multivecteurs

On a également un dg-module de multivect&ir€))* défini par la relatior™s (O)" = Honf’(,i)(QS(@), 0).
Un élémentr € TS((5)’" équivaut & une multidérivation antisymeétrigae 0®---0 = O qui dimi-
nue le degré de: — s. L'exposants (respectivementy) renvoie a I'ordre (respectivement, au degré) du

multivecteurs .
On munit le dg-module des multivecteurs du crochet de Schouten—Nijenhuis

[—,—]:T° (6)"’ QT ((5)" _ Ts+t—1((5)m+n—l

comme dans le calcul différentiel classique. On a expliciteniEéntQ] = P o Q + £Q o P, oU P o
QWf1,....dfsy—1)=> FP@fi,...,dfi,_,,dQ@f},,...,df},)), pour tout multivecteur® e 7°(O)*

et Q e T'(O)*. Les signes sont déterminés par la régle de commutation des tenseurs. La somme s’étend
sur I'ensemble des décompositiods...,s +t — 1} = {i1, ..., is—1} U {j1,..., Jji}-

2.3. Structuresde Poisson

Une structure de Poisson homotopique est une suite de multivegtears’ ((5)2, s > 2,dontla somme
7y =y, s (définie formellement) vérifie 'équation de Maurer—Cardit,) + 1/2 - [774, 7] = 0. On
obtient les équations que vérifient les multivecteiyss > 2, en développant les composantes d’ordre
homogeéne de cette équation. On a explicitement :

o1 .
SE)+5 D [ Tl=0,
ptq=s+1

pour touts > 2. En particulier, pous = 2, on obtient I'équatiors(772) = 0. Pours = 3, on obtient
8(m3) +1/2- [7r2, 2] = 0.

Une structure de Poisson équivaut a une structure de Poisson homotopique tefte gui pour
s # 2. Considérons les multidérivations-,---,—}; : O ® --- ® O — O associées aux multivecteurs
7y € TS(O)2, s > 2. On a par définition{ f1, ..., f;}s = £7,(df1,...,df;). Le signe provient de la
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commutation des symboles différentielsavec les élémentgs, ..., f;. La composante d'ordre = 2
de I'équation de Maurer—Cartan équivaut a la relatbduti, f2}2 = {6(f1), f2}2 + £{f1,8(f2)}2. La
composante d’ordre= 3 se réécrit :

{1 22, f3}, + £{{f2. fada, fi}, + £ {{f3, f1)2, f2}, = £8(73)(df1,df2,df3).

Ainsi, en général, on suppose seulement que la relation de Jacobi est vérifiee modulo un cobord (qui est
représenteé par le trivectefis).

On a en fait défini un type particulier de structure de Poisson homotopique. On renvoie le lecteur au
travail de Ginot pour une notion de structure homotopique plus générale dans le cadre analogue des algebres
de Gerstenhabecf [3]). Ces structures interviennent dans les travaux de Kontsevich et Tamarkin sur la
formalité des complexes de Hochschitd (4]).

On a le résultat suivant :

THEOREME 2.1. — SoitO une algebre commutative s@ munie d’'une structure de Poisson. On fixe
une résolution d& comme dans le paragraptie3. L'algebre O a une structure de Poisson homotopique
. € T*(O) telle ques(2(df, dg)) = {e(f), e(g)}, pour toutf, g € O.

On construit la suite des multivecteurs pas a pas. On observe que le morphisme d’augmentation
¢: 0O — O induit un quasi-isomorphisme

Hom’ (@ (0),0) - Hom? (@ (0),0)

et que les modules Hd(ﬁg(&?‘((")v), O) ont une composante de degré- 2 nulle dés que > 2. Il s’ensuit
que les obstructions a I'existence des multivectéyrsont nulles.

3. Casdesintersections complétes

THEOREME 3.1. -Soit O une algébre commutative s munie d'une structure de Poisson. On
suppose qué est l'algébre d’'une intersection compléte a singularités isolégss,...,x,) =--- =
hm(x1,...,x,) = 0. On considére la résolution de Koszul deintroduite dans le paragraph#&.3. On
localise ces algébres & € SpedD. |l existe un germe de structure de Poisson homotopiqueT*(Op),
comme dans le Théorérel, tel que, pou2 < s <n — m, on ait

s (dfi. ..,dfs)={?S(Si]r:lo’ri”’df“dhl’”"th) Reea T mdes =0

oU @y : 7 (Clx1, ..., xnlp) = (Op)s_2.

On consideére la famille des complexes de Koszul généralisés associés a la matrice Jatﬁdqi)é]r)ne
des polynémesha, ..., hy,) (cf. [7, Appendice C]). On utilise I'acyclicité de ces complexes (le lieu
singulier de notre variété étant de codimension m). On forme le produit tensoriel de ces complexes
de Koszul généralisés avec le complexe de Koszulige. .., h,,). On obtient ainsi un bicomplexe. On
construit les morphismes; : Q" (C[x1, ..., x,]p) — (Op)s;_2 comme le bord de certains cycles dans
ce bicomplexe.
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3.1. Exempledes hypersurfaces

On supposer = 1 etO = C[x1, ..., x,1/(h). Ona alors) = C[x, . .., x, h], avecli| = 1 ets(h) = h.
Le théoréme ci dessus entraine que le crochet de PoissBrededonné par une formule de la forme

£ 8Y=_ pijufigin.

i,j,k
(On prend simplemeng; jx = @w2(dx;, dx;, dxt).) On a aussi une relation de la forme

{{A 120 f3} + {2 31 i} + {{fa ) f2 =k > qijua () (2 (f2)ihi

i,j.k.l

(On considére les polyndmes; tels quemz(dx;, dx;, dxg, dx;) = h- qijkl dans@l.)

Comme application, on retrouve les formules que Alev et Lambre ont obtenues par un calcul direct
pour le crochet de Poisson symplectique des surfaces de Kikifl]). Les polyndmes;;; sont alors
nécessairement constants pour des raisons d’homogénéité. On peut également supposer que les polyndémes
gijx Sont nuls dans ce cas.

3.2. Homologie de Poisson

Le théoréme de structure ci-dessus nous permet d’obtenir des résultats sur 'homologie de Poisson des
intersections complétes & singularités isolées. On considére I’homologie de PHL§§&§({9, ) telle
gu’elle est définie dans la théorie des opérades de KosZUPR{). Lhomologie de Poisson définie par
Koszul et Brylinski €f. [5]) est notéeH (O, O) et sera désignée comme I'homologie canoniqué&de
On rappelle que I'on a une suite spectraﬂﬁt = HHﬁfﬁt(O, 0) = H]i‘,’is((’), 0), ol HH désigne la
composante de poidsde 'homologie de Hochschild. On a obtenu le résultat suivant :

THEOREME 3.2. -Si O est I'algébre d’'une intersection compléete a singularités isolées, alors la suite
spectrale EL, = HH,(0,0) = HF9S(0,0) dégénére au ran@. On a de plusH]°S(0, 0) =
HS O, 0) en degrér < dimO et HPOS(O, ©) = HH,(O, ©) en degré: > dimO.

On utilise que les composantes de poids de 'homologie de Hochschild sont déterminées par I’homologie
des complexes de Koszul généralisés introduits précédemaofdief).
On peut énoncer un résultat plus précis dans le cas d’une hypersurface :

THEOREME 3.3.-On suppose queD est lalgebre d'une hypersurface a singularités isolées
h(x1,...,x,) =0telle queh € (hy,...,h),). On a anrsto's((’), 0) = HF3O, O) pourx < n — 1 et
HFPYS(O,0)=0/(hYy, ..., k) pours >n — 1.
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