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Résumé On donne un lemme de zéros applicable aux formes linéaires de logarithmes qui raffine au
niveau des constantes I'énoncé 11.3 delPdjr citer cet article: N. Gouillon, C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 167-170. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

A lemma of zeros

Abstract We give a lemma of zeros, applicable to the linears forms of logarithms, that refine for
the constants, the statement 11.3 of [B.cite thisarticle: N. Gouillon, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 335 (2002) 167-170. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

1. Introduction

On se propose de donner un lemme de zéros applicable aux formes linéaires de logarithmes dans le
cadre des groupes algébriqgues commutatifs. Pour cela on reprend la méthode originelle de Masser dans
[1], utilisant une construction d'intersection compléte. On notera que cette construction différe de celle
de [3], Chapitres 10 et 11, et de celle de [2]. Nous améliorons la valeur des constantes, contenues par
exemple dans [3], grace a une bonne estimation des bidegrés et une description explicite des sous-groupes
obstructeurs.

2. Enoncé du résultat

On se place dans un espace prodUitx C*, olum > 2. Pour tout élément dansC* etuo, ..., vm—1
dansC on noterav, w) = (vo, ..., Vu—1, w) Un point deC™ x C*. Soit D la dérivationD = 3—;’(0 + Yaiy,
on dira qu’un polyndmeP s'annule a I'ordre> S sur un ensembl& si pour toutc compris entre 0 ef,

D? P s'annule surx.

THEOREME 1. — Soient K, L,m desentiers > 1; S1,..., Spy+1 desentiers > 0, et 31, ..., X;;+1 des
ensemblesfinisde C™ x C* non vides. Supposonsles conditions suivantes réalisées.
(1) Pourtout j =1,...,m, et tout sous-espace vectoriel W de C" dedimensionm — j ona

$i+1) card _E > K/,
gj W x C*
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ou
_{1 s (1,0,...,00¢ W,
Ej = .
0 snon.
(2) Pourtout j =1,...,m+ 1, et tout sous-espace vectoriel W de C" dedimensionm +1— j ona

X, ,
Si + 1) Card 71) > jK/71L.
( ! ) (cht)érs /

Alorstout polyndme P € C[X, Y], dedegrétotal en X inférieur ou égal & K et dedegréen Y inférieur
ouégal a L sannulantsur X3 +---+ X,,41 aunordre > S1 + --- + S, 1.1 pour la dérivation D, est
identiquement nul.

3. Définitions et lemmes

Pour démontrer le résultat précédent, il est nécessaire de définir certaines notions classiques et de donner
quelques lemmes.
Soit V une sous-variété non vide d#' x C*, on notera

1(V)={QeC[X,Y]|Q=0surV}

I'ensemble des polynémes s’annulant &ur

On noteraHy, ou H s'il N’y a pas d’ambiguité, le stabilisateur dé qui est I'ensemble des points
appartenant &” x C* tels queV; =V, ouV; est le translaté d¥& parr.

Un cycle effectif de dimensiod > 0 dansC” x C* est une combinaison linéaire formelle

Z=mVi+---+m;V;

a coefficients entiersiy, ..., mg; > 1 de sous-variétés irréductiblés, ..., Vy; de C" x C* de méme
dimensiond. Les sous-variété®, ..., V; sont appelées les composantesZeOn notera Supfx) la
variétéV, U - .- UV, deC™ x C*.

SoientZ et Z’' deux cycles dont les composantes s'intersectent proprement deux a deux, orZndtera
le cycle intersection.

Soit P un polynéme appartenant@ X, Y]. Pour toutr = (¢, b) appartenant £&" x C*, on notera
P, =: P(x +a, by) le translaté pat du polyndmeP. Si de plusP n’est pas de la formeY*, avecc dans
C etk > 0, on noter& (P) le cycle de codimension 1 associé détisx C* aux zéros deP.

On plongera naturellemefi” x C* dansP”(C) x P1(C). Soit alorsV une sous-variété non vide de
C™ x C*, de codimension. On définit les bidegrés

8r0(V) = Card{v N (Lr X {5}) },
8,—1.1(V) =Card{V N (L,_1 x PL(©))},

ouV désigne I'adhérence dé dansP™(C) x P1(C), L, et L,_1 sont des variétés linéaires génériques de
dimensions respectivesetr — 1, dangP™ (C), et¢ est le point générique d&*(C). De plus par convention
on poserd, (V) = 0 pour tout autre couplez, b).

Pour un cycleZ =m1V1 + - - - + m; Vg donné, on définit ses bidegrés par linéarité

Sap(Z) = midap(Vi).

i=1
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LEMME 1.-— Soit V une variété affine irréductible non vide de C™ x C*. Soit P un polyndéme de
C[X, Y] n"appartenant pas a I (V) de degré total en X majoré par k1 et de degré en Y majoré par k».
Alors pour tout couple (a, b) d’ entierson a

8ty (VNZ(P)) <k1da—1.5)(V) + k28(ap-1) (V).

LEMME 2.— Soient Py, ..., P, desélémentsde C[X, Y], formant unesuiteréguliéredansC[X, Y, Y ~1].
Soit Z = Z(P1)---Z(Py,) le cycle intersection. Soient V une composante de Z et Hy son stabilisateur,
et soit X un ensemble non vide de points de C" x C* sur lequel les P; sannulent. Supposons que
D° ((P;);) = (D° (P;)), appartiennea I(V) pour touti =1,...,n,toutc =0,...,S et tout  dans =.
Alors, s D nelaisse pasinvariant 1(V), la composante V est de multiplicité au moins § + 1 dans Z. De
plus pour tout couple (a, b) d' entierson a

b))
Sa.m(Z) = (S+1) Cafd<H—V>5(a,h)(V)-

LEMME 3. — Soit V un sous-ensemblealgébrique nonvidede C" x C*. Supposonsquela dérivation D
laisseinvariant I'idéal 1(V), alorsle stabilisateur de V est delaforme Hy = W x C*, ou W est un sous-
espace vectoriel de C™ contenant le point (1,0, ..., 0).

LEMME 4.— Soit V unevariété nonvidede C" x C*, de codimensionr.
S Hy =W x C*, alors§,0(V) #0.
S Hy =W x p, 00 u € C* estfini,alors§,-1,1(V) #0.

4. Démonstration du théoréme

Supposons par I'absurde qu’il exiskedansC[ X, Y], non identiquement nul, vérifiant les hypothéses de
I'énoncé. On construit par induction une suii®;) j—1,...»+1 de polynémes, de degré total @hmajoré
par K et de degré el majoré parL, tels que pourtouf =1,...,m+1

P; s'annule suix; 4 --- 4+ X, aunordre> S; + - 4 Sy 11, (%)
ettels que le cycl&; = Z(P1).---.Z(P;) soit une intersection compléte da@€ x C*. Alors
8;—11(Z) <jKITIL, et §;0(Zj) <K/ (#5)

On choisitPy = P. D’aprés I'énoncé il vérifie bie), de plus commég 1(P1) = deg, (P1) etér.o(P1) =
degy (P1), le cycleZ1 = Z(Py) vérifie (xx).

On suppose que I'on a obtenu les polynémes. . ., P; vérifiant les hypothéses ci-dessus. Construisons
donc le polynébmeP; 1. SoitV une composante d&;. Nous allons montrer qu'il existe compris entre
0 etS;, r appartenant &, et/ compris entre 1 ef tels que le polyndmeD’ (P;)). ne s’annule pas
identiguement su¥ . Pour cela on raisonnera par I'absurde. Supposons donc que poudstduyt. ., j,
tout o compris entre 0 ef;, et toutr appartenant & ; le polynéme(D° P;), s’annule surV. On peut
alors appliquer le Lemme 2%, avecn = j, ¥ = X, etS = §;. On distingue alors trois cas.

(i) La dérivation D laisse invariant (V). Alors, V étant un sous-ensemble algébrique non vide de
C™ x C*, on peut appliquer le Lemme 3. Le stabilisateurideest donc de la formély = W x C*
avecW contenant le point1,0,...,0). De plusé; (V) # 0 d’apres le Lemme 4, &), 0)(Z;) < K/
d'aprés(xx). On obtient donc I'inégalité suivante qui contredi}

3 .
Cardl ——L— ) < k.
W x CX*
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(i) La dérivation D ne laisse pas invariant(V') et Hy = W x C*. Alors §;0(V) # 0 d'aprés le
Lemme 4, de plus comm®; 0)(Z;) < K/ d’apres(xx), on obtient I'inégalité suivante qui contredit)

b .
Card(—f) (S;+1) <K/
Hy

(i) La dérivation D ne laisse pas invariank(V) et Hy = W x Wy ou u € C* est fini. Alors
8j-1,1(V) # 0 d'apres le Lemme 4, de plus commig 11(Z;) < jK/~1L d'aprés(xx), on obtient
I'inégalité suivante qui contredit (2)

¥, .
Card(—’)(Sj +1) < jK/7IL.
Hy

Donc il existel compris entre 1 ef, o compris entre 0 ef; ett dansX; tels queV ne soit pas une
composante d& ((D? P;);). On pose alors

J
Pip= Z Z Vé,r(DUPI)r
[=10<0<S;
‘[EE_,‘

avec Ies;zé,r choisis génériguement pour qu’aucune composank; ae soit une composante d&€P;1).
OnposeZ;1=Z;.Z(Pj;1). C'estle cycle associé a une intersection complete d'apres le chatx,de
Le polynémepP; . vérifie alors §) et le Lemme 1 montre que les bidegrés du cy€)g; vérifie (xx). On
a donc construit le polyndme; 1 souhaite.

Lorsquej = m le cas ou la dérivatioD laisse invariant I'idéal (V) n’apparait pas. En effet, comme
dim(V) =1, si Hy = W x C* on a dim{W) < 0 et il est donc impossible que le poi(t,0,...,0)
appartienne ¥'.

Pourj =m + 1 le cycleZ,,+1 vérifie

Sm1(Zm+1) < (m+1)K™L.
Or comme pouyj =1,...,m + 1 les polyndbmes; s’annulent suix,, 11 a un ordre> S,,11 le Lemme 2
donne I'inégalité
(Sm+1 + 1) Card2m+l) < 5m,l(Zm+l)-

Les deux inégalités combinées fournissent une contradicti@®).aCeci montre qu'il n’existe pas de
polynéme non identiquement nul vérifiant les conditions de I'énoncé.
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