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Résumé Le but de cette Note est de présenter des classes remarquables d’algebres Lie-admissibles
qui contiennent entre autres les algebres associatives, de Vinberg et pré-Lie et de déterminer
leurs opérades associées et les opérades diRmesciter cet article: E. Remm, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1047-1050. O 2002 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Lie-admissible operads

Abstract The aim of this paper is to present remarkable classes of Lie-admissible algebras containing
in particular the associative algebras, the Vinberg and pre-Lie algebras. We determine the
associated operads and their dual operadsite this article: E. Remm, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 334 (2002) 1047-1050. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

1. AlgébresLie-admissibles

Soient (A, u) une K-algébre sur un corps commutatif de caractéristique O. NoﬁgnsA®3 — A
I'associateur de la loi :
au(X1, X2, X3) = n(n(X1, X2), X3) — (X1, n(X2, X3)).
Soit T, le groupe symétrique d’ordre Pour touts € X3, on pose
o(X1, X2, X3) = (Xg—l(l), Xa—l(z), XU_1(3)).
DEFINITION 1. - L'algébred = (A, u) est dite Lie-admissiblect. [1]) si sa loi u vérifie
Z (-1)*@a, 00 =0.

gEX3

Soit u une loi d’algebre Lie-admissible; alofX, Y1, := u(X,Y) — n(¥, X) est une loi d’algébre de
Lie. Si,A=(A, p) est Lie-admissible, on noterdy = (A, [, 1,) I'algebre de Lie ainsi définie.

Remarque— Pour toute algébre de Lig il existe une algébre Lie-admissiblé = (A, w) telle que
g=Ar. Eneffetu(X,Y) = %[X, Y] est une loi Lie-admissible vérifiant la condition demandée. Notons
également que dans le cas de la dimension finie, la dérivée covariante [6] d’'une connection de Levi-Civita
associée a une forme quadratique définie positive détermine également une loi Lie-admissible.
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2. Classesd’algébresLie-admissibles

2.1 AlgebresG;-associatives. -Notons G1 = {Id}, G2 = {Id, 112}, G3 = {Id, 123}, G4 = {Id, 113},
Gs = {ld, 3—cycleg = A3, etGe = X3 les différents sous-groupes &a.

DEFINITION 2. - UneK-algebred =(A, ) est diteG;-associative si sa lgi vérifie
> ()" ?a,00 =0. (%)

UEG,‘
Notons qu’une algébreA, ) vérifiant (x) est nécessairement Lie-admissible.

2.2. Description. —
(a) G1={ld}. Les algébres correspondantes sont les algébres associatives.
(b) G2 ={ld, t12}. La relation(x) s'écrit
n(pu(X1, X2), X3) — (X1, u(X2, X3)) — u(u(X2, X1), X3) + u(X2, u(X1, X3)) =0.

Les algébresG,-associatives sont les algébres de Vinberg (appelées aussi algébres symétriques-gauche)

[10]. Si A est de dimension finie, I'algébre de Lie associgeest munie d’une structure affine.

(c) G3={ld, 723}. Les algébres correspondantes sont les algebres pré«ire[$]). Ces algebres sont
aussi appelées symétriques-droite. Notons que si le.Joest pré-Lie, alors la lat © y = y.x est de
Vinberg.

Les algébre74 et Gs-associatives ne semblent pas avoir fait I'objet d’études particuliéres. Notons que
si u estGs-associative, elle vérifie :

m(pn(X1, X2), X3) — (X1, u(X2, X3)) + p (X2, X3), X1)
— (X2, (X3, X1)) + i (n(X3, X1), X2) — (X3, (X1, X2)) =0.

Si I'on suppose de plus que est anticommutative[, ], = 2u) la relation ci-dessus est la condition de
Jacobi de la loi d'algébre de Lie. Dans I'optique d’une des-cription d’une version « non-commutative »
des algébres de Lie donnée par exemple par les algébres de Leibniz [8], les algebsseciatives peuvent
étre également considérées comme des candidats naturels.

3. Opérades associées aux algebres G;-associatives
Soit K[, ] la K-algebre du groupe symétriqig,. Une opéradé® est définie par une suite d’espaces

vectoriels surK, P(n), n > 1, telle queP(n) soit un module sulkK[X,] et par des applications de
composition

0j :Pn)@P(m)—>Pm+m—-1), i=1,....n
satisfaisant des propriétés « associatives », les axiomes de May [7] et [9].

Tout K[, ]-module E engendre une opérade libre notEeE) [5] vérifiant F(E)(1) =K, F(E)(2) =
E. En particulier siE = K[X252], le module libreF(E)(rn) admet comme base les « produits parenthésés »
den variables indexées pét, 2, ...,n} .

Soit E unK[X2]-module etR unK[Z3]-sous-module d&-(E)(3). On noteR l'idéal engendré par,
c’est-a-dire I'intersection de tous les idédlixle 7(E) tels queZ (1) = {0}, Z(2) = {0} etZ(3) = R.

On appelle opérade binaire quadratique engendréé prpar les relation® I'opéradeP (K, E, R),
notée égalemer# (E)/R, définie par :

P, E, R)(n) =F(E)(n)/R(n).
Son opérade quadratique duale est définigpat P(K, EV, R1), oUEY = Homg (E, K).
3.1 L'opéradeLieAdm. —Considéron®s le K[X3]-sous-module d& (E)(3) engendré par le vecteur

Ue = x1.(x2.x3) + x2.(x3.x1) + x3.(x1.x2) — x2.(x1.x3) — x3.(x2.x1) — x1.(x3.X2)

— (x1.x2).x3 — (x2.x3).x1 — (x3.x1).X2 + (x2.x1).x3 + (¥3.X2).X1 + (X1.X3).x2
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et soitRe I'idéal de F(E) engendré paRs.

DEFINITION 3. - L'opérade Lie-admissible, notékeAdmest 'opérade binaire quadratique
LieAdm= F(E)/Re.
3.2 — On peut également définir les opérades binaires quadratiques associées a chacune des algébres
G;-associativesi(=1,...,5):
i=1:Ass =F(E)/R10UR; estleK[X3]-sous-module engendré par les vecteurs
x1.(x2.x3) — (x1.x2).X3,
Assest 'opérade des algebres associatives.
i =2:Vinb=F(E)/R2 avecR, engendré par
x1.(x2.x3) — x2.(x1.x3) — (x1.X2).x3 + (x2.X1).x3,
i =3 :PreLie= F(E)/R3 avecRs engendré par
x1.(x2.x3) — Xx1.(x3.x2) — (x1.X2).x3 + (x1.X3).x2,
i=4:G4— Ass= F(E)/R4 avecR4 engendré par
x1.(x2.x3) — x3.(x2.x1) — (x1.X2).x3 + (x3.X2).x1,
i =5:Gs— Ass= F(E)/Rs avecRs engendré par
x1.(x2.x3) + x2.(x3.x1) + x3.(x1.x2) — (x1.X2).X3 — (x2.x3).x1 — (¥3.X1).X2.

4, Opéradesduales associées aux algebres G;-associatives
Considérons le produit scalaire sE(E)(3) pour lequel les vecteurs de base sont orthogonaux et tel que

<xi.(xj.xk),xi.(xj.xk)>:SQH(?' ]2 :) <(xi.xj).xk,(xi.xj).xk>:—Sgﬂ(?' ]2 :)

ol sgrio) = (—1)¢@) est la signature de.

Soit R le K[X3]-sous-module déterminant I'opéradée Adm. L'orthogonal par rapport au produit
scalaire défini ci-dessuﬂei, est de dimension 11. SaRy le K[X3]-sous-module d&-(E)(3) engendré
par les relations

(X6 (1) X6 (2)X0(3) — Xo ()Xo (2Xs3)s  Xo)Xo(2)Xe @) — Ko 1)Xo(3)) X5 (2)s

(X5 (1)X0(2) X0 3) — (Xo (@) Xo (1) X0 (3)-

Alors dimRg = 11 et (1, v) = 0 pour toutv € Ry, u €tant le vecteur générateur dg. Ceci implique
que Rg =~ Ré et par définition 'opérade duale d&(E)/Rg = LieAdmnotéeLieAdm est par définition
I'opérade binaire quadratiquE(E)/Ré.

PROPOSITION 1. —Une algébreA sur 'opéradeLieAdm est une algébre associative qui est abélienne
d’ordre 3, c’est-a-dire vérifiant

abc =acb =bac
pour touta, b, c € A.

Les opérades dualedss' et PreLie’ ont été déterminées dans [4] et [3]. La premiére étant autoduale
vérifie Ass = Asset la deuxiéme correspond a I'opéragderm

PROPOSITION 2. —Les opérades duales dénb, G4 — Ass,Gs — Ass sont les opérades quadratiques
dont les algébres correspondantes sont associatives et vérifient respectivement

— pourVinb' : abc = bac;

— pourGg — Ass : abc =cba ;

— pourGs — AsS : abc = bca = cab.
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Esquisse de preuve.lv‘«’?l est leK[X3]-sous-module d& (E)(3) engendré par les vecteurs

(xl.(xz.xg) - (xl.xz).xg), (xl.(xz.xg) - xz.(xl.xg)), (xl.(xz.xg) - (xz.xl).xg)

pour toutx1, x2, x3 € E.
De méme

Ri‘ = <()C1.()C2.)C3) — (xl.xz).X3) , (xl.(xz.x;g) — X3.(x2.x1)), x1.(x2.x3) — (X3.x2).x1)>
R5l = <(x1.(x2.x3) — (xl.xz).xg), (xl.(xz.xg) - xz.(xg.xl)),
x1.(x2.x3) — (xz.x;g).xl) , (xl.(xz.x;g) - X3.()C1.)C2)), (xl.(xz.X3) — (X3.x1).x2)>

et dimRi =9, dim R5L = 10. Il suffit ensuite de remarquer qué (E)/R)" est par définition 'opérade
binaire quadratiqué (E)/R* d’ou le résultat. O
5. Dualité de Koszul des opérades provenant des algébres G;-associatives

Rappelons qu’une opérade quadratifuest dite de Koszul si pour toufe-algébre libreFp(V) on a
HF (Fp(V))=0, i > 0.

PROPOSITION 3. —Les opéradeglss,Vinb, PreLie sont de Koszul. Les opérades— Ass etGs— Ass
ne sont pas de Koszul.

Démonstration. -En effet d’apreés [4], [3], et [2] les opéradglss PreLie sont de Koszul. Compte tenu
des relations lianfPreLie et Vinb, cette derniére est aussi de Koszul. Pour les deux autres, nous allons
montrer qu’elles ne sont pas de Koszul en utilisant leur série de Poincaré et le critere di a Ginzburg—
Kapranov [4]. La série est définie, pour une opérRdear
o

. x"
gp(0) =) (=1"dimP(n) =
) n.
oUP(1) =K. Les séries de Poincaré d’une opérade de KoBztlde sa dual®' sont reliées par I'équation
fonctionnelle

gp(gp(x) =x.

On al11]
2 33,994 2 13 1,
8Gs—Ass(X) = —x +x ¥ —i—Ex +-- gg4_AS§(x)=—x+x ¥ +Zx +eee
10 39 1 1
gg5_Ass(x):—X+x2_§x3_’_4_!x4_’_,_,’ ggs_Ass.(x):_x+x2_§x3+1_2x4+...

et ces deux séries ne sont pas respectivement inverses I'une de I'autre. Ces opérades ne sont pas de Koszul
d'aprés [4]. . o )
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