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Note présentée par Jacques Tits.

Résumé Soit G un groupe algébrique réductif connexe sur un corps algébriquement clos. Un
automorphisme algébrique de G est ditquasi-semi-simple s'il stabilise un couple formé
d’'un tore maximal deé5 et d’'un sous-groupe de Borel @ le contenant; la composante
neutre(G”)? du groupe des points fixé3? est alors réductive. Le but de cette Note est
d’expliciter le systeme de racines )0, Au passage nous accomplissons avec un certain
retard la promesse faite dans la preuve de [3], 1.15, complétant ainsi cette freure.
citer cet article: F. Digne, J. Michel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1055-1060.
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Fixed points of quasi-semi-simple automorphisms

Abstract Let G be a connected algebraic reductive group over an algebraically closed field. An
algebraic automorphisra of G is quasi-semi-simple if it stabilises a pair of a maximal
torus ofG and a Borel subgroup @ containing it; then the connected componé@f )?
of the fixed-point groupG? is a reductive group. We give an explicit description of its
root system which allows us, as promised in [3], 1.15 to (belatedly) complete the proof
which was left incomplete ther@o cite thisarticle: F. Digne, J. Michel, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 334 (2002) 1055-1060. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

The proof of all the statements in this section can be found in the French version.

Let G be a connected algebraic reductive group over an algebraically closed .fiedd o be a quasi-
semi-simple automorphism @, that is, an algebraic automorphism@fwhich stabilises a paif c B
consisting of a maximal torus @ and a Borel subgroup containing it. L&t C X(T) ® R be the root
system ofG relative toT. For eache € X we denote byJ, the corresponding root subgroup and we
choose an isomorphismy, : k — U,. ForO € X /o, where we have denoted B/c the set of orbits o&
onX, thereis auniqu€y € k* such that foxr € O we have"'o‘xa (M) = x4(CoAr). The scalaCy depends
only ono, not on the choice af,; we will write alsoC, for Co whena € O. A general reference for the
aboveis [3], 1.8.
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In the statements below, given &avector spacé/, andR C V — {0} a finite subset, we say thaRr"is
a root system” (meaning that it is a root system in the subsgdte it generates in the sense of [1], VI,
1.1, Définition 1); this makes sense sincé [1], VI, 1.1, Lemme 1) for anyx € R there is at most one
reflections of <R> such thats(«¢) = —a ands(R) = R, so there is at most one way to makea root
system in<R>.

PROPOSITION 1.1. — G is reductive and the root system of (G?)° is isomorphic to the system
{010 € X/o,Co =1}, wherefor O € /o we set O = |O|‘1Za€oa € X(T) ® R, except that if
char(k) = 2 one needs to exclude the orbits © containing two roots whose sumis a root.

This describes in principle the root systemy of (G°)°, provided we can comput€y. One should
notice that thoughdf., e.g., [2], 13.2.2F' = {0’ | O € £ /o} is a root system (not reduced in general},
is not in general a closed subsystemsdf and theCy do not in general multiply when the roots add. We
shall obviate all these drawbacks by introducing another root sy&temhich will be most of the time
dual toX’) where none of these problems occur.

By the way, we note that when there exists an ofbitontaining two roots whose sum is again a root,
and such thafy = 1, then 1.1 contradicts what seems to suggest [5], Remark 8.3(a), which is that the root
system of(G?)? should be a subsystem of the system derived firby removing short roots whel’ is
not reduced (though that subsystem may be obtained in other cages,below).

DEFINITION 1.2.— Ford e £/o let0 =3, .o« € X(T)®R,; for o € O we also write for O. Finally,
et ={0]0¢ex/c).

PROPOSITION 1.3. — ¥ isa reduced root system.

If for & € £ we denote by, € /o the orbit of«, we note that the fibres of the m&p— O are of
cardinality 1, except when there exigts € O, whose sum is a root (theh= « + ).

DEFINITION 1.4.— ForO € %, let Cg = Co Wherea is of maximal height (in absolute value) amongst
{B18=0}.

Thus, when there exist, 8 € O, whose sum is a root, we ha@; = Cy4p (recall f. [3], 1.8(v)) that
in this caseCy g = —C,). We now state

THEOREM 1.5. - If& € T then Cg = C_}, andif @, B,y € T statisfy @+ f+¥ = 0, then CzC5Cy = 1.

This shows that the set @f for O’ € X, is a closed subsystem &. It also shows, as was announced in
[3], 1.15:

COROLLARY 1.6.—If C, = 1 for all simple roots (with respect to the ordering on X defined by B) and
chark) # 2 then T, isthe subsystem derived from X’ by removing long roots when X is not reduced.

([3], 1.15 uses more generally thatdf, = +1 for all simple roots then the same holds for all roots but
this also results obviously from 1.5.)

Soit G un groupe réductif connexe sur un corps algébriquementigl@$ soitc un automorphisme
quasi-semi-simple d&, c’est-a-dire un automorphisme algébrique@ejui stabilise un coupld c B
formé d’un tore maximal et d’un sous-groupe de Borel le contenant. Le gr@fipest réductif ¢f. 2.1
ci-dessous). Pour décrire son systéme de racines nous introduisons quelques notations.

Soit ¥ le systéme de racines dg relatif & T. Poura € ¥, on noteU, le sous-groupe radiciel
correspondant et on choisit un isomorphisme £k — U,. Si O est un élément de I'ensemble/o des
orbites deX souso, il existe un unique élémeidty € k*, indépendant du choix deg, tel que pourr € O
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on ait“‘o'xa(x) = x4(CoA). Poura € O nous notons aussi, pourCg, et parfois (seule notation utilisée
dans [3]) nous écrirons, ., pour précises . Pour® € /o, nous poson®’ = |O|_1Za€0 ae X(T)®R.

PROPOSITION 2.1. — Le groupe G® est réductif et le systéme de racines de (G?)° est isomorphe au
systéme de racines que nous noterons X, formé des O pour les O € ¥ /o tels que Cy = 1, excepté que
quand cark) = 2 il faut exclure les orbites O qui contiennent deux racines dont la somme est uneracine.

Démonstration. — L'énoncé est essentiellement une reformulation de [3], 1.8(v) qui montre que les sous-
groupes radiciels dé5?)° correspondent aux orbites décrites ci-dessus. Les racines correspondantes sont
les restrictions T?)° des racines de ces orbites ; or on peut identifi¢fT?)°) a 'image du projecteur
ol Y1+ 0 +02+---+c!°1=1) ot I'on a noté|o | I'ordre des sur =, d'oul l'identification des racines
aux O’ correspondants.

Le but de cette Note est de donner une fagcon commode de déteiiner

Notons que, quan# est un ensemble de vecteurs non nuls duaspace vectoridl, cela a un sens de
dire que «R est un systéme de racines», pour dire que c'est un systéme de racines au sens de [1], VI, 1.1,
Définition 1, dans le sous-espae® > qu’il engendre : en effetf. [1], VI, 1.1, Lemme 1) poutt € R il y
a au plus une réflexionde < R> telle ques(«) = —« ets(R) = R.

Rappelons le résultat suivant :

PROPOSITION 2.2 (cf. e.g. [2], 13.2.2). -X' = {0’ | O € £ /o'} est un systéme de racines.

Notons queX’ n'est pas toujours réduit. Le systerdg est un sous-systéme @& qui n'est pas en
général clos.

Nous allons voir, par contre, qu&, correspond & un sous-systéme clos dans un autre systeque est
le plus souvent dual dE’.

PROPOSITION 2.3.—Pour 0 € £/o, s0it 0 =5, .o € X(T)®R; alorsT ={0 |0 € X/o} estun
systéme de racines réduit.

Démonstration. —Nous pouvons clairement supposer geea une seule orbite sur I'ensemble des
composantes irréductibles de. Si X = Uﬁj ¥;, ou les composantes sont permutées transitivement
paro, le systétmex est proportionnel au systéme analogue construit afeet £1. Nous pouvons donc
supposei irréductible. Alorso est d’ordre 1, 2 ou 3 sut. S'il est d’ordre 1, le résultat est trivial. Sinon
nous allons démontrer le résultat en compaBaate’. Sio estd’ordre 3, alorgx, X') est de typ&Da, G2)
et> se déduit d&’ en multipliant les racines courtes par 3, ce qui donne un systéme de racines, isomorphe
au dual dex’. Si o est d'ordre 2, alor§X, ¥') est d’'un des typeéD,,, B,—1), (Eg, F1), (A2,+1, Cy) OU
(A2,, BC,,). Dans les 3 premiers cag,se déduit d&’ en multipliant les racines courtes par 2 et est encore
isomorphe au dual dE’ ; dans le dernier ca® se déduit d&’ en multipliant par 2 les racines moyennes
et en oubliant les racines courtes, dahest un systéme de racines de type O

Poura € ¥ nous notong),, I'orbite dea souso et nous écrivons parfois pourO,. Notons que les fibres
de I'applicationO® — O sont de cardinal 1, sauf quand il existe deux racimgs e O, dont la somme est
une racine, auquel cas= o + 8.

DEFINITION 2.4.— Pou® € ¥, on poseCs = C OUw est une racine de plus grande hauteur (en valeur
absolue) dont I'orbite a pour somnde

Donc, quand il existe deux racinasg € O, dont la somme est une racine, on page= Cy5. Notons
que €f. [3], 1.8(v)) on a alorCy 5 = —Cyq.

THEOREME 2.5.-S @, B,7 € T sont tellesque@ + B +7 =0, alors CzC7Cy = 1.
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Démonstration. — Notons que, par définitiorGy o = = C,l041 4, €N particulierCs o = C,i o ou ol estla
plus petite puissance dequi laisse fixe la composante irréductiblecddanss. Par les memes arguments
que dans la preuve de 2.3, nous pouvons sup@oseéductible, et d’ordre 1, 2 ou 3 suk.

Si o agit trivialement surz, alors par le théoréme sur les isogéniefs[@], 9.6.2) cet automorphisme
estdelaformead ous e T.Onaa =«, § =B,y =y eton trouveCy = a(s), CF =B(s), Cz =y(s)
donc le théoreme se réduit a I'égaliiés)8(s)y (s) = 1, immeédiate par définition & partir de I'hypothése
a+p+y=0.

Si ¥ estirréductible et non trivial, nous pouvons supposerde typeA,,, D, ou Eg, etc d’ordre 2 ou
3 de typeD4 eto d’ordre 3. Dans ce cas pour tout produit scalaire invariant par le groupe de Weyl toutes
les racines d& ont méme longueur et nous choisissons I'unique produit scalaire tel que les racines soient
de carré scalaire égal a 2. Les produits scalaires de deux racines non colinéaires valent alors-0, 1 ou
et le sous-systeme engendré par deux telles racines est dafypeA; x Aj ; en particulier sk, 8 € X
alorsa + B € X si et seulement Six, ) = —

Nous allons alors établir deux lemmes sur les coeffici€gtsCommencons par rappeler

LEMME 2.6.— S toutes les racines ont méme longueur, alors, pour un choix convenable des
isomorphismes x,, il existe dessignes N, g tels que pour tousa, § € ¥ telsquea + B € X on ait

[xa (M), xg() ]| = Xat8(Na,gA10). (1)

Démonstration. — Ce lemme est le contenu de [2], 5.2V8if aussi [6], §2) si on tient compte que :

— vu les remarques ci-dessus sur le sous-systéme engendr&pgy les seuls entiers positifs j tels
queia + jB soit une racine sofit=j =1;

— le coefficientV, g qui estC1 14,4 dans les notations de [2] 5.2.3 est bien le méme que celui de [2],
p. 52 d’aprés la formule pout, ; ; de [2], p. 61 et5.2.2;

— lesx, peuvent étre choisis tel que 185, g soient des signes d’aprés [2], 4.2.1 (op & 0 dans notre
cas). O

On en déduit le

LEMME 2.7.— S touteslesracines ont méme longueur et o, 8 € X sonttelsquey = o + 8 € &, alors

¢/ = /ey oirn = ppem(|0l, 05).

Démonstration. — Pour une racine, définissong, par “xq (1) = xoq(car); alorsCo =[[,c ca- EN
appliqguant au membre de droite de (2.6) et comparant le membre de droite obtenu a celui donné par (2.6)
pour le commutateur de-, (coA) €txog(cgu), on obtient :

CaCp. (2)
B

En faisant le produit des équations (2) pour tous les éléments de I'orbite du ¢euplesouss, on obtient
alors le lemme. O

LEMME 2.8.—-OnaC_g =Cg"

Démonstration. — Poura € O, 'automorphismer|©! stabilise le groupe réductd = <U,, U_, > ainsi
que son tore maxim&=T N H et son systéme de racines. Par le méme raisonnement que ci-dessus, il est
donc de laforme ad ous € S. On trouve alor€ g = a(s), C_9 = (—a)(s), d’'ou le lemme. O

Revenons maintenant a la preuve de 2.5.
Sio estd’ordre 2, et # “«, Soit le sous-systeme engendrépat®« est de typeﬁ\% (alors{a, °a) =0),
soit ce sous-systeme est de typg; dans ce dernier cas, commepréserve le sous-groupe de BoBl
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il induit un automorphisme non trivial dd, préservant les racines positives; on a alors nécessairement
{(a, “a) = —1 etX est alors de typdo,. Sio estd'ordre 3 etr # “«, alors le sous-systéme engendré par
a, °a et?’a est nécessairement de tyA% et (a, °a) = 0. On en déduitque & ¢ X, alors{a, @) = 2|0 |.

Avec les notations de I'énoncé, d&+ 8 +7.,a + B +7) =0 ontire :

@ a)y+ (B, B)+(¥.7)=—2(@ B) — 2(@,y) — 2(7, B). (3)

Le membre de gauche est strictement positif, donc un des termes de droite doit étre strictement négatif, donc
un des produits scalairds’x, o /y) (ol x, y € {a, B, y}) doit étre égal &1. Quitte & permutex, B, y

ou a les remplacer par un autre élément de leur orbite, on peut supposet ue- —1, c’est-a-dire que
a+peX.

Notons que, vu la Définition 2.4 d&;, nous pouvons supposer désormais que pour cagoes avons
fixé « tel queCy = C,. En particulier, avec ce choix, i=a € © alorsCg = Cy. Nous allons énumérer
les cas suivant le nombre de racine§@ges, y} qui sont dan<t.
ecas 0, B,V ¢ X. Alors les orbites de et 8 ayant méme cardingd|, onax +f =o + f =—y. Avec
le choix fait ci-dessus d’'un relewé dey, quitte a remplacey par un autre élément de son orbite, on a
a+ B =—y.Alors 2.7, combiné avec 2.8, donfgCg = C;l, d’ou le résultat car dans ce cas nous avons
Cz=0Cqy, CE: Cﬁ, etC7: Cy.
ecas 3w, B,y € X. Alors 2.7 et 2.8 appliqués a la somme- = —y donnentimmédiatement le résultat.
ecasl.Sk=oac X etf,y ¢ =, en utilisant I'invariance du produit scalaire par(3) s’écrit :

2+4|o|=—2ol{a, B) — 2|0 |(e, ¥) — 20 |(B, V).

Le membre de droite est divisible paw2 et le membre de gauche ne I'est pas : ce cas est impossible. On
raisonne de méme si c’e8touy qui est dans.

e cas 2. Il nous reste le cas ol deux desont dansz. Ce ne peut étr@ et 8 car dans ce cas on aurait
—y=a+B=a+pBecX.Doncona(parexempl@=ac X, ¢ X ety =y cX. Alors (3) s’écrit, en
tenant compte déx, 8) = —1:

2+ (a,y)=—lol{y, B). 4)

Supposons d'abord d’ordre 2; alorson 8 = 8+ °B avecf € =, et (a + B) =« + ? B est aussi une
racine. De mémedp + B8, ?B8) = —1 doncu + B + 7B € X. Utilisant maintenant la formule (2), on a:

Nyop. Nytop.g Neo
Coy =Catptop = Catprop = Mca-i-ﬁc"ﬁ = _hp et CaCpCop
Noyp.op Noypop Nop
Nyio N, o
= PP 2T e, cp.
Noypop Nop

Nous sommes donc ramenés a Vérifier, o g s No,op = Ny, g No+p,05. Nous allons utiliser les propriétés
ci-dessous des signeg, g (cf. [2], 4.1.2, que nous spécialisons au cas ou toutes les racines ont méme
longueur; voir aussi [6], 2.6) :
(@) N,pb=0sia+b¢ 3.
(b) Na,b = _Nh,a-
(c) Sia, b, c sonttrois racines telles que+ b + ¢ =0, alorsN, , = Ny, = Ne 4.
(d) Sia, b, ¢, d sont quatre racines telles qu’aucune paire d’entre elles n’ait une somme nulle et telles que
a+b+c+d=0,alorsN, ,Nc.qg + Np,cNg.g + Ne,aNp.a =0.

En appliquant (d) a la somme+ g + ° + (—a — B — ?B) (et tenant compte du fait quEg -g = 0

puisques + ° 8 n’est pas une racine), on obtient :

Na,gNop,—(a+p+7p) + NogaNp,—(a+p+7p) =0. (5)
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En appliquant (c) a la somnfe8 + (o + B) + (—a — B — ?B), on obtientNog _(y4g+98) = Notp,08, €t
de méme on &g _(w+p+78) = Natop,g. On obtient le résultat cherché en substituant ces deux égalités
dans (5).

Supposons enfinr d’'ordre 3. On a alorg =8 +°p + "zﬂ. La seule possibilité pour que (4) ait lieu
est(a,y)=1,{y,B)=—-1. Alors—y —B=a+ B+ “2ﬁ est une racine, dong + 8 + °8 aussi. Et
(@+B+°B,B)=—1,donce + f + “B+°° € X. En utilisant la décompositian+ g + 7 + B =
(x+B)+98)+ “2ﬁ et en raisonnant comme dans le cagrogst d'ordre 2, on a :

¢ L NaoproZpp Nayop oty Naop
a+B+oB+oB Na+;3+"’ﬂ,"’2/3 Na_,_lg’alg Na,ﬂ

_ Noyopiotgp Nusopo?s Noog CuCp
— Cp.

N(X-‘rﬂ-’raﬂ,azﬂ N()H-ﬂ,”ﬂ Na,ﬂ

C_,= CaCBCopCy2g

En appliquant la propriété (d) a la somree+ ”Zﬂ) +B4+B+(—a—B—98— ”Zﬂ) =0ontrouve:

N o2, N

a+aﬁ7 /3 ﬁ,—a-ﬁ_aﬁ_gzﬁ +N/37(¥+0/3N02

p—a—p—cp—o?p = O ©

en appliquant (c) alasomnget (e +°8+ “2;8) +(—a—B—8— “2,3) =0on trouveN/6 wpop_aly =
et de méme on trouvl¥ > N donc (6) peut se réécrire :

Nyiopyotp pr 728, —a—p—p—2F ~ " at+p+7B,7°8’
Navopio®pp _ Natopp @)
N 2 N 2,
a+p+7B,7"B a+9B,7°B

En appliquant (d) a la somme+ 8+ °8 + (—a — 8 — ?B) =0 on trouve
NopNop—a—p—op + NopaNp,—a—p—7p=0; (8)

en appliquant (c) a la somme + 8) + B+ (—a — B — ?B) =0 on trouveNog _y_g_og = Nu4p,0p €t
de méme on trouvd/g _o_g_og = Nuyopg g donc (8) peut se réécrire

Notopp _ Nap
Ne+pop Naop

)

En reportant (7), puis (9) dans I'expression paur, on trouve bierC_, = C,Cg. O
Il résulte de 2.5 que le sous-systémeXidormé desO ol O’ € X, est clos. On déduit aussi de 2.5
comme annoncé dans [3] :

COROLLAIRE 2.9.— S C, = 1 pour toute racine simple, cank) # 2, alors le systeme de racines de
(G°)V est le systéme =" déduit de ¥’ en supprimant les racines longues quand ce dernier i’ est pas réduit.
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