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Résumé On considére des équations de la forme

—divo = f(x,u), u>0, u#0, ueBV(Q),
o -Vu=|Vu| in Q, |(T||_00(Q)<1,
o-i(—u)=u 0N,
ol © est un domaine borné @&V, u € BV(Q) et f (x,u) € LV (). On s'interesse au cas
ou f est constante et en particulier on définit la premiére valeur proppeur — div(o (1)),
on étudie les premiéres fonctions propres. Ensuite on considere. poui des conditions
nécessaires et suffisantes d'existence de solutions non triviales et non négatives pour
I'équation
- div(a (u)) =+ fu?1
(avec des conditions aux limites) ¢te L>°(Q), 1 < g < 1* = N/(N — 1). Pour citer
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Some existence results for partial differential equationsinvolving the
1-L aplacian: Eigenvaluesfor —A;

Abstract We consider partial differential equations of the form

—divo = f(x,u), u>0,u#0, ueBV(Q),
o-Vu=|Vu|l inQ, |o|Le@) <1,
o-n(—u)=u 0N,

where€ is some smooth bounded domainR¥, u € BV(2) and f (x,u) € LN (). We
consider the case whepe= cte, define the first eigenvalue; for —div(o (1)), and study
eigenfunctions. We consider then foe= A1 some necessary and sufficient conditionsfon
and the first eigenfunctions for existence of nontrivial solutions to

- div(a(u)) =i+ ful™t
(with boundary conditions)f € L*°(€2), and 1< ¢ < 1* = N/(N — 1). Tocitethisarticle:
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Abridged English version

In this Note we study the non-existence and existence of solutions to partial differential equations of the
form

o-Vu=|Vu| inQ, o=@ <1, (1)

{—diVozf(x,u), u>0,uz#0, ueBV(Q),
o-n(—u)=u 0N,

HereQ is a bounded smooth domainRY, n denotes the unit outer normal 32, f(x, u) € LY (Q), and
the measure - Vu is taken in the sense of Proposition 1 below:

PROPOSITION 1. — Suppose that Q is some open set in RY. Suppose that u € BV(Q) and ¢ €
L% (Q, RY), issuch that dive € LY (). We define the distribution o - Vu by the following
(1) For every ¢ € D(R2)

(U-Vu,gp)z—/div(o)u(p—/o~V((p)u. (2)
Q Q

Thedistribution Vu - o hence defined is a bounded measure in 2, absolutely continuous with respect
to |Vu|, with

lo - Vul| < [Vul|o |-
(2) Supposethat €2 is bounded and piecewise C*. The following generalized Green’s formula holds for
9 € DRV)

(G~Vu,<p)=—/ div(a)ugp—/ o-V(pu—i—/ o -nug, 3)
Q Q IR
where i1 denotes the unit outer normal to 9<2.

In all that follows$2 denotes a smooth bounded domaitRih.
We first consider the situation whefeis some> 0 constant. More precisally one has

PROPOSITION 2. — SQupposethat A > Oissuch that thereexists o, |0|oo < 1,and u > 0in BV () with

o -Vu=|Vu| inQ, lo[Loq) < 1, (4)

{—diva:k, u>0,uz#0, ueBV(Q),
o-n(—u)=u 0noaL.

Then, A = A1 with

A= inf / |Vul,
ueWgt(Q), Jo =172

A1 iscalled the first eigenvalue for — A4 on 2. Moreover

A= inf /|Vu|+/ lu|
ueBV(Q), fg|u\:l Q 0

and this last infimum is achieved on some 1 which satisfies (4). Among the * eigenfunctions’ there exist
caracteristic functions of Cacciopoli sets.

Examples. — Suppose thaBy (0, R) is the Euclidean ball of radiug in RY. Theni1(B(0, R)) = N/R
and the only eigenfunctions are the constants.
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Suppose that < R, then

(RN—l +rN—l)

+1(BN(O.R) = BN(O.1) = N——z—3

and the only eigenfunctions for the crown are the constants.

We assume now that € L*°(Q2), thatA > A1 andg < 1I*=N/(N -1 forN >2,g <ocoif N=1.
We are interested in necessary and sufficient conditions fam which there exists some solutiondg;,
below

—divo =1+ fu?™t, u>0, u#£0, uecBV(Q),
o-Vu=|Vu| inQ, |G||_00(Q) <1, (5)
o-n(—u)=u o0oNnoK.
We denote in the sequel I§y™ (respectivel\2 ™) the respective sets on whighis positive (respectively
negative).
THEOREM 1. —Supposethat eq; possesses a solution. Then

(1) If A > Aq, for all ¢ > 0 eigenfunction for the eigenvalue 11, [ f¢? <O.
(2) If » = Ay, for all ¢ > 0 eigenfunction for the eigenvalue 11, [, f¢? < 0and QF #¢.

THEOREM 2. —Supposethat Q@+ = ¢3. Then for A large, thereis no solution to eq;,.
The set of A > A for which eg; hasa solutionisaninterval.

THEOREM 3. —Suppose that F, Q™ are # ¢, that ¢ < 1*, and [, f¢? < O, for all ¢ nonnegative
eigenfunction for A1, then, there exists a nonvoid interval [A1, A*[ such that for A € JA1, A*[, eq; possesses
at least two solutions, eq,, has at least one solution.

THEOREM 4. —Suppose that N > 2, that @, Q~ are # ¢, that [, f¢*" < 0 for all ¢ nonnegative
eigenfunction for A1, then, there exists a nonvoid interval [A1, A*[ such that for A € JA1, A*[, eq) possesses
at least one solution. If moreover

pO)supfYTK(N. 1) <1,

where K (N, 1) denotesthe best constant for Sobolev embedding from W-1(RV) into LY (RV) and

PO = nt [ [ [
ueBV(Q), [, flu¥=1/Q a0 Q

then, there exists at |east two solutionsfor eg, for all 1 € JA1, A*[, eqy, possesses one solution.

Remark 1.-These results are very similar to the one obtained for analogous equations with the
p-Laplace operatop > 1 [4,2]. Let us nevertheless point out several differences:
— The conditionfg2 f¢? < 0 is not necessary in the case= A1. We exhibit in [5] a situation in which
existence holds, with = A1 but [, f¢? =0.
— Most of the results are technically difficult to prove because for example, no strict maximum principle
holds.

L'objet de cette Note est I'étude de I'existence de solutiprisd’équations du typeg; définie par
—divo =A+ fud™t, u>0 uz#0, uecBV(Q),
JVM:qul in Q, |G||_oo(Q) gl, (6)
o-n(—u)=u 0N,
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ou  est un domaine régulier d&@V, A e R et f € L*®(RQ), ¢ €11, 1*] avec ¥ = N/(N — 1). La mesure
o - Vu est prise au sens de la proposition :

PROPOSITION 3. —Soit  un ouvert de RY. Soit u € BV(Q) et o € L®(Q2, RV), avec dive € LN(Q).
On définit une distribution sur  par

0 Vi) =~ [ dv@ug— [ oV @)
Q Q
pour toute ¢ € D(2). Ladistribution ainsi définie est en fait une mesure bornée sur €2, absolument continue
par rapporta |Vu| :
lo - Vul < [Vullo|oo.

(2) S Q est borné et de classe C* on a la formule de Green
(o0 -Vu,p)= —/ div(o)ug —/ o -V(p)u +/ o -nug, (8)
Q Q El9)

o 7 est la normale extérieur unité 2 9Q et ¢ € D(RV).

L'existence de solutions non triviales poey; dépend de la situation de par rapport a la premiére
valeur proprev; de—Aj, dont I'existence et les propriétés sont données dans la

PROPOSITION 4. —Soit A1 définie par

A= inf /qul.
ueWgt (@), [, lul=1/2

Alors

A= inf /|Vu|+/ lu|
ueBV(Q), f9|u\=l Q Fle)

et ce dernier probléme admet une solution. Parmi les solutions il existe des fonctions caractéristiques
d’ ensemble de Cacciopoli. Une solution nonnégative u vérifie: il existe o, |00 < 1, €t

—divoe=A, u>0,uz#0, ueBV(Q),
{o-Vu:qul inQ, oL@ <1, (9)
o-n(—u)=u onoK.
Exemples. — Soit By (0, R) la boule euclidienne de rayaR dansR”. Alors A1(B(0, R)) = N/R et les
seules fonctions propres sont les constantes.
Supposons < R, alors

RN—l +}’N—1

)\.l(BN(O, R)_BN(()’r)):N RN_rN

et les seules fonctions propres pour la couronne sont les constantes.

En ce qui concerneg;, lorsquei < A1 le probleme a été traité dans [5] pour le cas critique. On
s'interesse ici au cas > A1. On note dans la suit&; I'ensemble des fonctions propres nonnégatives
pour la valeur propres.
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THEOREME 1.-S A > A1 €t S eg, possede une solution alors pour toute ¢ dans E1, [, f¢? < O.
S 1 = A1 et s eg;, possede une solution, alors [, f¢9 < 0 pour toute ¢ dans E1 et Q* # .

THEOREME 2. -S g < 1*, 9 QT, Q™ # 0¥ et s pour toute ¢ > 0 € Ej, Jo fo? <0, dorsil existe
A* > X1, tel que pour tout A € J1q, AY), il existe au moins deux solutions, et eg;, admet une solution. En
outreI’ensemble des A > A1 pour lesguels eg; possede une solution est un intervalle.

THEOREME 3.-S QF, Q™ # et pour toute ¢ € E1, [, f¢1 <0, alorsil existe un voisinage de 11
adroite sur lequel eq; possede au moins une solution. S en outre

p)upHYY KN, 1) <1

avec K (N, 1) la meilleure constante pour I’injection de Sobolev de W-1(RY) dans LY (RY) et

p(r1) = inf /IVMI+/ IMI—M/IMI
ueBV(Q), fgf\u|1*=1 Q IR Q

alorsil existe au moins deux solutions pour eq;, dans un voisinage JA1, A*), et eg,, possede au moins une
solution.

Remarque 1. — Ces résultats sont analogues a ceux obtenus dans gexcas [4]. Cependant outre les
difficultés techniques dues a I' espace BV et au manque de régularité, notons que

(1) Six =1, laconditionf, f$? < 0 n'est pas nécessaire.

(2) On montre que toute solution dg; est dans B°. Mais le principe de maximum strict est faux.

Principe des démonstrations. — Théoréme 1. Soit > 0. On multiplie la différence
—div(o) —a (@) =r — A1+ ful™?

par¢?/(u + )7~ et on intégre suf2. On utilise un lemme technique [7] pour voir queu) — o (¢)) -
V(¢?/(u+¢)?~1) < 0 et on observe que () — o (¢)) - 11 (¢p?/(u + £)?~1) < 0 surd. On obtient

@l g1 g
L N = R =

En utilisant la positivité dg, ¢ /(u + )71, le théoréme de convergence dominée pour

ful™1¢4
(u+e)a=1

et le théoréme de convergence monotone pdiyiu 4+ £)7~1, on obtient en faisant tendeevers 0 que
a=¢/ui"t e LY(Q), etquef, ful=(@?/(u+e)171) — [, w0/ < 0 ce qui s'écrit encore

/ fozuq_lz/ fozuq_lz/ fo? <O0.
x,u(x)>0 Q Q

Théoreme 2. SoiB une boule euclidienne sur laquelfe> 0 et u = A1(B), dont une fonction propre
esty = 1g. En remarquant que divo (1) > A sur B en multipliant par } cette équation on obtient que
A < u. I’y a donc pas de solutions poirs .

Supposons que > A > A1 et qu'il existe une solutiol pouregs. Alorsu est une sur-solution pout;.

D’autre part, Sip € E1, e¢ est une sous-solution dés qefel < (A — Al)/|f|oo|¢|f§§1.
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Enfin en multipliant I'équationeg; — eqy, par (¢/(u+&)4~1* pour k = 1,2,... et en utilisant
I'argument déja employé dans la preuve du Théoréme 1, on obtient par récurreriggufie )k e L1()
pour toutk ainsi qu’un estimation uniforme relativementcaqui entraine quer = ¢/u? ! € L®(Q).
En remarquant que sh € E1 alors ¢2/@=D ¢ E; et en choisissant < 1/(|¢/u? 1)@=, on a
7 > et/ @D etepl/@—D est une sous-solution. On utilise ensuite un argument de sur et de sous solutions
détaillé dans [7].

Théoreme 3. On s’inspire d'un procédé de [9,3,4] On définit porrig

mg(A) = inf {/ |Vu|+/ Iul—k/ |u|},
ueBV(Q), fgf\uw:—l Q R Q

pgA) = inf {/ IVuI—i—/ Iul—k/ Iul}
ueBV(Q), fgf\um:l Q aQ Q

)\.;: inf {/ |Vu|+/ Iul}
ueBV(Q), fo\ul‘I:O, uli=1 L/ a0

et on montre qua; > A1. On montre ensuite que poure [Al,kg[, mg (L) et p, (1) sont finis et sont
atteints. La difficulté consiste a montrer qu'il existe une suite minimisante bornée.

On a toujoursm, (1) < 0. Supposons gu'il existe une suitg > 0 minimisante pourn, (1) avec
Jo lun| — 400, soit alorsw, = u,/|u,|1 que I'on prolonge par zéro hors de. w, est bornée dans
BV(R"), en extrayant une sous-suite il existee BV(R") |w|1 =1, [, fw? =0, w =0 hors deg,

et par s.c.i.
/leH—/ |w|=/ [Vw| -1 <0
Q Elo) RV

ce qui contredi. < Ay Ceci entraine que toute suite minimisante payi(1) est bornée dansi() et
donc aussi dans BM2), ce qui permet de conclure par des arguments classiques.

et
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