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Résumé On étudie le spectre de Eilt X du p-Laplacien en dimension un et en présence de deux
fonctions-poids qui peuvent changer de signe. Quelques nouveaux résultats concernant
la description et le comportement asymptotique desont obtenus.Pour citer cet
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On the Fucik spectrum of the p-Laplacian with indefinite weights

Abstract We study the F€ik spectrumX of the one-dimensionap-Laplacian with indefinite
weights. Some new results concerning the description and the asymptotic behavidur of
are obtainedTo cite thisarticle: M. Alif, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1061—
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Abridged English version

In this paper, we present some properties of the so-calléik BpectrumX associated to the following
non-linear problem with indefinite weights

{ Lu=am@)@h)?~ = pn()@ )Pt in 71, T, )
Au(T1) = 0= Au(T»).
Here: Lu := —[a(?) f,(u")]; fp(s) := Is|P=2s; a, m andn € C([T1,T>]); a > 0, m # 0 andn # 0 in
[T1, T2]; —00 < T1 < T2 < 400; 1 < p < 400 andu® := max{+u, 0}. We consider both Dirichlet and
Neumann boundary conditions whete := u and Au := u’ respectivelyX is defined as the set of those
(a, B) € R? for which (P) has a non-trivial solutiom.

Suppose finally that botlh andn have no “singular points” in the following sense:

if m(¢t) =0 for somer € [T, T>], then there exists > 0 such thain € CL([Ty, To]1 N1t — &, ¢ + ¢[) and
m’(t) := M1y, min—e.1+e[5—1 M(s) /s # 0. Similarly forn.

The last “technical” hypothesis an andrn allows us to use the shooting method on which our approach
in this paper is based.

We give some informations concerning the global distributioof-or instance, in the particular case
wherem = n andm changes sign ifiTy, 7>], we show that, besides the four trivial horizontal and vertical
lines passing througti™,, A™,) and(AT', A7), ¥ is made of a double-sequence of hyperbolic like curves in
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R4 x R, passing througi®;?, A}") and a double-sequence of hyperbolic like curveRinx R_ passing
through (A™,, A™,), k > 2, together with anon-zero finite number of additional hyperbolic like curves
which appear in each one of the other quadr@ts< R_ andR_ x R.. The number of these additional
curves depends (only) on the number of changes of signiaf[T1, T2]. More precisely, iftn changes sign
N (e N) times, then we get exact{gN — 1)-curvesinR x R_ and also ifR_ xR . Here(A}; ren+ is the
sequence of the eigenvalues of the problé&m= Am(t) f,(u) in 1Ty, To[, Au(T1) = 0= Au(T3). In fact,
all the above curves can be classified according to the number of zeros of the corresponding solutions of (P).

We also obtain some informations on the asymptotic behaviour of tB& Bpectrum. For instance,
in the Dirichlet case, ifn™ % 0 anda™ = 0 in ]T1, T»[, then we show that there exists> 0 such that
EN (A xR UR x ATH) N (R4 x Ry) CIAT + ¢, +oo[ x |1 + &, +oo[ if and only if bothm™ and
nt have compact supports |1, To[. Whereas, in the Neumann case, the existence of suglisaalways
true even ifm™* or n™ does not have compact support.

1. Introduction et notations

Soient—oco < T1 < T2 < +00 et 1< p < oo et soienta, m etn € C([T1, T2]) tels quea > O sur
[T1, T2], m etn # 0. Supposons en plus queetn satisfons toutes les deux a la condition suivante :

(H) si m(t) =0, t € [T1, T2, alors 3¢ > 0 tel quem € CY([T1, To] N 1t — &,¢ + €[) et m'(r) :=
M7, 71N —¢,14+e[35—1 M (s) /s # 0. De méme pout.
Dans ce travail, on s'intéresse a I'étude du spectre d&FLi associé au probléme (P) ou :

u® :=max{£u, 0}, Au := u dans le cas Dirichlet edu := u’ dans le cas Neumann &test défini par
Lu := —[a(t) f,(u')] avecf,(s) := |s|P~%s. ¥ est 'ensemble des pairés, ) € R? telles que (P) a au
moins une solution non triviale.

Nous étendons, en quelque sorte, au cas général des résultats récents obtenus dans [2] et [3] dans le cas
particulier oup = 2 (voir aussi [1]). Nous démontrons, en particulier, que: sk n et sim change de signe
dang[T1, T»], alorsX est composé de quatre droites (deux horizontales et deux verticales), de deux double-
suites de courbes de type hyperbole dans< R, et dansR_ x R_ ainsi qu'un nombrdini £ 0 de courbes
additionnelles qui apparaissent dans chacun des deux qualirart® _ etR_ x R . Ce nombre dépend
(uniguement) du nombre de changements de signe dens[ 71, 77] : sim change de sign#' (e N) fois,
alorsX contient exactemer2N — 1)-courbes de type hyperbole ddRs x R_ etdandR_ x R;.

Ensuite, nous étudions le comportement asymptotique des premiéres courbes du spectre i.e. celles qui
sont les plus proches des droites trivialeste

Finalement, notons que I'hypothése (H) est purement technique. Elle nous permet d'utiliser la méthode
de «shooting » sur laquelle est basée notre approche dans ce travail. Plus précisément, nous I'utilisons dans
le paragraphe suivant pour démontrer I'unicité des solutioesv du probléme & valeurs initiales. En re-
vanche, dans le cas particulier pu= 2, I'unicité deu et dev est une conséquense directe des résultats stan-
dards de la théorie des EDO. C’est pour cette raison que I'hypothése (H) n’est pas utilisée dans [1,2] et [3].

2. Fonctions-zéros

Dans la suite de cette section, nous étendons les foncati@is: de [Ty, T>] & R tout en gardant la
continuité et la condition (H) sum : sim(t) =0, t € R, alors3e > 0 tel quem € CL(Jt — &, 1 + ¢[) et
m'(t) # 0. Nous gardons aussi le fait que< a(7) < ap, olia; > 0 etay sont des constantes.

Etant donné € R, on a I'existence et I'unicité de deux solution§) := u(r; «, s) etv(r) := v(t; «, s)
du probléme a valeurs initialedu = am(t) f, (u) avecu(s) = 0,u’(s) = 1,v(s) = L etv'(s) = 0. En plus,
u etv sont continues par rapport a chacune des deux variabés. ! Bien évidementy et v sont de
classe ¢ par rapport .
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Définissons les trois fonctions-zéres yr1 et o par : ¢q(s) ;== min{t > s : u(t; a, s) = 0}, Y1(a) :=
min{tr > T1 : v(t; 0, T1) = 0} et Yo(a) := supt < T2 : v(t; a, T2) = 0}, avecyy (s) (resp.y1(a)) = +oo
dans le cas ou(s; a, s) (resp.v(t; o, T1)) n'a aucun zéro> s (resp.> T1). De mémey (o) = —oo Si
v(t; a, T2) ne s’annule en aucun poink 7>.

PosonsA := {(a, s) € R?: 0o (s) < 400}, By :={ae e R: Yy1(0) < +oo} et By :={x € R: y2(x) >
—oo} et notonsy,;” :=inf{t > s : m(t) > 0} et y,~ :=inf{r > s : m(¢) < O} avec la convention «irff =
+o0». Il est bien clair que sit(s) < 0 (respm(s) = 0) etsim™ # 0 (respm ™~ # 0) dangls, +oo[, alorsy,”
(resp.y,~) est la borne inférieure de la premiére bosse positive (resp. négative) dsituée a droite de.

LEMME. — Les fonctions-zéros ¢ et 11 Se réouissent des propriétés suivantes:
(1) ¢ et yr1 sont continues.
(2) — Va € R, ¢4 (s) est 7 par rapport & s, strictement dans A,
— Vs € R, gy (s) st \ par rapporta o > 0, strictement dans A,
— Vs eR, gy (s) est / par rapportaa < 0, strictement dans A,
— Y1 est \  dansR™T, strictement dans B; N R,
— Y est /dansR™, strictement dans By N R™.
(3) = Vs eR, My 400 9a () =y € liMy—s _oo 0 (8) = ¥,~,
= limy— 400 Y1(@) = )/7?1 etlimgy_ oo Y1(@) = VT<1-
(4) - Vs eR, Iima—)O@a(S) =400,
— limg—o Y1(a) = +o00.

Démonstration. — (1) Il n’est pas difficile de prouver la continuité deet de;.

(2) Les preuves des assertions de (2) sont semblables. Elles sont basées essentiellement sur la fameuse
identité de Piconecf. [4]). Nous allons donc nous restreindre a la preuve de la premiére. Soieft
Supposons par contradiction qug(s) > ¢4 (5). Alors de I'identité de Piconecf. Théoréeme 1.1, [4]) il
vient queli’|P — (ﬂl’/ul’—l)’f,,(u’) > 0 dans]s, g, (5)[. Par suite

@ () 0a(S) 7 gp N\
og/ a(z)|ﬁ/(t)\pdz—/ <u—_) ®) (a®) fp [u'®)]) dt

p—1
@a(5)

Pa (5)
:_f [a®) fp (ﬁ/)}/ﬂ(t) dt+/ (—a)m(t)[i(t)]” =0.
N N
D’ou |i/|? — (ﬁl’/ul’—l)/fp(u/) =0 surls, ¢, (5)[. Le méme Théoréme 1.1 dans [4] entraine Que ku
surls, ¢q (5)[ ol k est une constante. On en déduit, par continuité,ujwg ()] = 0; ce qui est absurde
avec le fait quep, (s) > ¢, (5). La preuve de la stricte monotonie dafigst tout a fait similaire.

(3) Supposons tout d’abord que(s) > 0 et soite > 0 assez petit. Alors, puisque est continue,
m > 0 sur[s,s + ¢] et 3A, > 0 tel queam(t) > ax(p — D (w,/e)P, Yo > A, etVt € [s,s + €], ou
T, = 2f01 (1_35)% = psiﬁ;/p. Il est clair que la fonctiorw(r) := sin,(7,=*) est une solution du
probleme —[f, (V)] = (p — D(x,/e)? f,(v) quis'annule en et ens + ¢. L'identité de Picone appliquée
au etv entraine que < g, (s) <s +e¢, Ya > A.. On en déduit que ligL, 100 9o (s) = s.

Revenons au cas général oast un point quelconque deet supposons que™ = 0 surls, +oo[. Soit
e > 0, alors par continuité de, il existes. €1y, y;” + ¢[ tel quem(se) > 0. On déduit de ce qui précede
gu’il existe A, > 0 tel quepy (s) < @u(ss) < sg+¢& <y + 2¢ pour toute > A,. Ensuite, nous démontrons
queg,(s) >y, ce qui nous permet de conclure. En effet, pour voir gu@) > y,~, il suffit d’appliquer
une autre fois l'identité de Piconeiaet a toute fonction de la formev(z) = c1t + ¢2, c1 etcz € R, qui
est bien évidement une solution de I'équatiefy;, (v')]' = 0. Sim™ = 0 dans]s, +oo[, alors on démontre
quegy (s) = +oo =y, . La preuve du fait que ligL, —o ¢o (s) = y,= est tout a fait similaire.

D’autre part, en utilisant I'identité de Picone, nous démontrons/que) > VT>1 et quey(a) < @q(T1).
D'oul'ontire de ce qui précéde que lim ;.o ¥1(«) = y7;. De méme, on démontre que im — Y1 (o) =

<
Y1y
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(4) Supposons que > 0 (sia < 0, alors il suffit de considérerm). SoitR > 0, alors il existesg > 0 tel
queam(t) < ai(p — 1)(mw,/R)P, Ya < eg. La fonctionv(r) := sinp(np%‘) est une solution de I'équation
—[fp,(W)] = (p — D(7,/R)? f,(v) donts ets + R sont deux zéros consécutifs. En utilisant une autre
fois l'identité de Picone, nous démontrons que, pour todtd< eg, ¢, (s) > s + R. D’ou 'on tire que,

Vs € R, limy_0¢q(s) = 4+00. Le deuxiéme point peut étre démontré par le méme procédé.

Remarque. — Les propriétés dg» peuvent étre déduites de celles e en faisant le changement de

variable « = —¢ ». On obtient ainsi les résultats suivants :

(1) 2 : Bo— R est continue,

(2) Y2 est 7 (resp.N\) dansR. (resp.R_), strictement dan8> "R, (resp.B2NR_),
(3) liMg— oo Y2(ax) =supt < T2 : m(t) > 0} et limy_ _ o Y2(a) = supt < T2 : m(t) < 0},
(4) limg—0Y2(a) = —00.

Pour cl6turer cette section, notons qu'il est bien clair que les restrictiopg sler {s € [T1, T2] : 4 (s) €
[T1, T2]}, de g sur{a € R : y1(a) € [T1, T2]} et deyp sur{a € R : y2(a) € [T1, T2]} ne dépendent pas
des extensions du coefficiemiet de la fonction-poids: introduites au début de cette section. Par ailleurs,
puisquep, ¥1 et y» dépendent de la fonction-poias, nous allons désormais les noter g, ¥ et
Y5 (respectivement). De méme, nous allons noteyfaet ™ les valeurs propres principales positive et
négative (respectivement) de I'opératéuen présence du poids.

3. Probléme non-linéaire avec poids

Considérons dans ce paragraphe le probléeme non-linéaire (P). Les zéros de toute solution nontriviale de
(P) sont isolés. Nous pouvons donc classifier ces solutions selon leurs nombres de zéros dans l'intervalle
171, T[. Ceci nous ameéne & la description suivante du spectre && F& = | J;25(C; U ), ol Cf
(resp.Cy) estI’ensemble des couplés, 8) deR? tels que (P) a une solution nontrivial&ui a exactement
k-zéros dan$Ti, T»[ et qui se termine positivement (resp. négativement), i.e. telle.qué (resp.u < 0)
sur]Tz — ¢, To[, ¢ > 0, étant assez petit.

Par ailleurs, sia, 8) € C; (resp.Cy), alors toutes les solutions de (P) qui se terminent positivement
(resp. négativement) sont multiples I'une de l'autre. Nous pouvons donc décrire les ens€nielieS;
comme ce qui suit :

Co ={(. B) e R?: ¢} (T) = T2}, Cs = {(@,B) eR2: gi(T1) = T},
CT = {(a, B) e R?: ¢} [ph(T0)] = T2}, Cr = {(a, B) € R?: o} [0l (T1)] = T2},
C; ={@.p eR%: o} [opler )] =T2}.  C5 ={(@p)eR*: g[o [h(TV)]] = To}.
etc., dans le cas Dirichlet, et
C7 ={(a.B) eR?: 9 (B) = v5' (@) }. Ct ={(a.B) eR*: yf' (@) = y5(B)}.

C; ={(@p) eR*: gf[yI'(@)] =y5' @},  C5={(p)eR*: gl [y1(B)] =v5(B)}.

etc., dans le cas Neumann.

Il est bien clair que dans les deux cas Dirichlet et Neumanm,*siz 0 (resp.n* = 0) dans[Ty, T2,
alors Cy = {A";} x R (resp.C5 =R x {A";}). De méme, sim~ =0 (resp.n~ = 0) dans[T1, T3],
alorsCy = {A]'} x R (resp.C5 =R x {A]}). Et sim™ #£0 etm™ # 0 (resp.n™ # 0 etn™ # 0) dans
[T1, T2], alors Cy = ({A7'}) x R) U ({24} x R) (resp.C5 = (R x {A]) U (R x {A"})). Désormais,
nous allons noter pak* le spectreX dépourvu de ces droites triviales. Si, par exemplegt n
changent de signe dari%i, 7»], alors il résulte des propriétés de monotonie des fonctions-zéros que
TN, AT X RYU (R x [A" 1, A3])} = 0.
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Dans la suite, il nous conviendra d’utiliser les notations suivantes :
5 (@, /) = (), P, B =9y [¢f(®)],  @F (e, BY) =y [wf [0 ()],
(@, BY() = pj(s),  PT(a, B) =wler ], @5 (e B =9 [wn [¢p)]].
Ui, B =viB). Vi@ B =e¢[Y @], V3@ B) =eslen [viB)]].

Vi B) =y (@,  Yi@B)=ey[ViB)], Y5 B =gy [ef[v]@]],

Alors, pour toutk > 1, C7 = {(a, B) : @ (o, B)(T1) = T2} et C;f = {(a, B) : @ (a, B)(T1) = T2} (resp.
C; ={,B): ¥V (a, B) = ¥5' (@)} et Cif = {(a, B) : ¥ (e, B) = ¥5(B)}) dans le cas Dirichlet (resp.
Neumann).

Tenant compte de ces formulations@dg etC;, k > 1, par l'intermédiaire des deux fonctions-zéyos
ety et utilisant les propriétés de ces deux derniéver (paragraphe 2), nous procédons comme il a été
fait lorsquep = 2 dans [2] pour le cas Neumann et dans [3] pour le cas Dirictbét ussi [1]) avec des
petites modifications. Ainsi, nous démontrons que le spattree réjouit des propriétés suivantes :

PROPRIETE 1. —Soit k > 1 tel que C7 N (R4 x R,) soit non vide. Alorsil existe oy > AT, 7 > ]
et une bijection f,~ continue et strictement \, definie de oy, +-o00[ vers 18, +-oo[ tels que C;7 N (R4 x
Ry) ={(e, f7 (@) s €loe;, +o00[}. De méme pour C;°.

Nous avons des résultats similaires pour les trois autres quadrants de R?.

PROPRIETE 2. —S0it k > 1 et soient ¢1, s2 € {+, —}. Alorsles deux résultats suivants sont équivalents :
(i) C7 N(Ry; xRy, et Cf N (R x R,,) sont, toutes les deux, non vides,
(i) CiraN(Rey x Rey) (ouCiy N(Rey x Re,)) est non vide.
Par ailleurs, les courbes C;~ et C;= sont strictement au dessus (resp. au dessous) de C7, ; (resp. C7, ;) dans
lesdeux quadrants R, x Ry et R_ x Ry (resp. Ry x R_ et R_ x R_).

PROPRIETE 3. —Soient ¢1, 2 € {+, —}. SUpposons que m®t = 0 et n®2 £ 0. Alors I’une au moins des
deux intersections C; N (R, x R,) ou C5 N (R, x R,,) est non vide.

Conséquence. — Soiente1, g2 € {+, —}. Des deux dernieres propriétés, on déduit que:%i 0 et
n®2 £ 0, alors :ou bien pour tout entierk, les intersectiong; N (Re; x R,,) et ;- N (Rg; x R,,) sont
toutes les deux non videsi bien il existekg € N pour lequelC; N (Rg; x Re,) etCr N (Rg; x R,,) sont
non vides pour touwt < ko, I'une des deux intersectior@,gﬂ N R, x Re,) ou C,joJrl N R, x Re,) est
non vide, I'autre étant vide, €17 N (R,; x R,,) etC;m N (Re; x R,,) sont vides pour tout > ko + 2.

En particulier, nous concluons que si les deux fonctions-peidsn changent de signe toutes les deux,
alors le spectr&* consiste dans chaque quadranRfe2nun nombre (non nul) infini ouimpair de courbes
nonvidesC; etC; (k > 1). Notons, ici comme dans ce qui suit, que certaines courbes peuvent étre doubles
et sont alors comptées deux fois.

PROPRIETE 4. —Soient 1, €2 € {+, —}. Alorsles deux résultats suivants sont équivalents:
(i) mfin®2 #£0dans([Ty, T2],
(i) CZ N(Rg; x Rgy) et CF N (R, x Rg,) sont non vides pour tout k € N.

Le résultat suivant montre que toutes les situations sont possibles concernant le nombre de courbes de
type hyperbole contenues dans chaque quadraftde

PROPRIETE 5. —Soient P, O, R, S € NU {+o00}. Alorsil existe deux fonctions-poids m et n continues
sur [T1, T»] tellesque I’ intersection du spectre X * associé au probléme (P)avec R x Ry (resp. Ry x R_,
R_ x R_, R_ x Ry) contienne, exactement, 2P + 1 (resp. 2Q + 1, 2R + 1, 25 + 1) courbes de type
hyperbole.
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Considérons maintenant le cas particuliermoe: n. Il résulte de ce qui précéde que :
(i) si m garde un signe constant etmsi>0 (resp.m <0) dans[Ty, T»], alors ©* est constitué par
# #

une infinité de courbes de type hyperbole dRaysx R, (resp.R_ x R_) passant patA]’, A7) (resp.
W A"0) k=2,

(ii) si m change de signe daf®;, T»], alorsX* est constitué par une infinité de courbes dans chacun
des deux quadrani®; x R, etR_ x R_ et unnombre fini et non nul de courbes darnR, x R_ et dans
R_ x R,. La propriété suivante montre que ce nombre dépend du nombre de changements dersigne de
dang[ Ty, T>].

PROPRIETE 6. —Supposons que m = n et que m change de signedans|’intervalle [Ty, T>]. Soit N € N
le nombre de changements de signe de m. Alors le spectre X* contient exactement (2N — 1)-courbes de
type hyperbole dans chacun des deux quadrants R4 x R_ et R_ x R5..

Le fait que le nombreV de changements de signe medans l'intervalle] Ty, T»[ est fini, signalons-le,
est une conséquence directe de I'hypothése (H) ci-dessus.

Pour passer a la derniere propriétéifg nous noton$Cy ) s,.e,) 1= C7 N (Re; X Re,) €1(CT ) (ey,60) i=
Cy N(Rg; x Rg,) pourtoute; etez € {4, —}. Rappelons que d’aprés ce qui précéde, I'une au moins de ces
deux courbes apparait daRg, x R,, si (et seulement syt = 0 etn®2 £ 0. On a alors la

PROPRIETE 7. —Soient €1, €2 € {4+, —}. SuUpposons que m*®t = 0 et n®2 £ 0. Alors

e dansle cas Neumann : ni (C7)(gq.ep) Ni (C7) (1,60 N €St asymptotique (de n’importe quel cote) aux
droitestriviales (horizontales et verticales) de ¥ ;

e dans le cas Dirichlet : ce caractére non asymptotique de (C7 ) (eq,¢,) € d€ (C7)(eq,e,) €St Vrai si et
seulement sl m®1 et n®2 ont chacune d’ elles un support compact dans 171, T2|.

En particulier : S m =n et s, par exemple, m* £ 0, alors
¢ dansle cas Neumann: il existe n > O tel que X* N (R4 x Ry) C A +n, +oo[ x AT + 7, 400l ;
e danslecasDirichlet: onn'al’existenced’ untel n ques m™ est a support compact dans 71, 7>[.

1voir démonstration de I'existence, de I'unicité et de la continuité: @ v en annexe. (Conservé cing ans dans les
Archives de I'’Académie et dont copie peut étre obtenue sur demande.)
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