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Résumé Dans la premiére partie de cette Note, on montre que la premiere valeur propre non
nulle du laplacien sur les 1-formes différentielles d’une variété hyperbolique com&alexe de
congruence standard de dimension complesst toujours supérieure ou égal 11
La suite de cette Note est consacrée a des applications homologiques de ce résultat. On
démontre notamment que si%H c SH G sont deux variétés de Shimura respectivement
de typeU(n — 1,1) et U(n, 1), I'application naturelleHs,_3(SH H) — Hy,_3(SHP G)
estinjectiveg premiere étape d'un «théoréme de Lefschetz» pour les variétés de Shimura.
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Spectrum and homology of congruence complex hyperbolic manifolds

Abstract In the first part of this Note, we show that the first non-zero eigenvalue of the Laplace op-
erator on 1-forms of a standard congruence arithmetic complex hyperboiinifold is
always> 10”2_11. The following parts of this Note concern homological applications of
this result. We prove, in particular, that if $H ¢ SHG are two Shimura varieties of type
U@n —1,1) andU(n, 1), the natural mapHs,_3(SHP H) — Ho,_3(SH G) is injective
first step of a “Lefschetz theorem” for Shimura variefiescite this article: N. Bergeron,

L. Clozd, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 995-998. O 2002 Académie des sci-
ences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Soit G un groupe algébrique s tel que G(R) soit semi-simple connexe et isomorphe au groupe
SU(n, 1) a des facteurs compacts pres. L'espace symétrique associé au gidRpest appeléespace
hyperbolique complexe de dimensi@omplexgn, nous le noteron&l;. et nous supposerons la métrique
normalisée de fagon que la courbure sectionnelle holomorphe soit constante, édate a

Soit K un sous-groupe compact-ouvert @¢A ) (ou Ay désigne I'anneau des adeles finis €)rtel
que le groupd™ = G(Q) N K soit sans torsion. Un tel groufdé est appeléous-groupe de congruence
(sans torsiopde G.2 On appelleraariété hyperbolique complexe de congruetteg quotient de I'espace
hyperbolique complexe (de dimensioanH{) par un sous-groupe de congruence (sans torgionglus
dans un certain group@ comme ci-dessus. On dira de plus qu'une variété hyperbolique complexe de
congruence edtandardsi le groupeG est obtenu par restriction des scalaires du groupe unitaire d'une
forme hermitienne définie sur un corps de nombres totalement réel.

D’aprés un théoréme de Borel et Harish-Chandra, une variété hyperbolique complexe de congruence est
toujours de volume fini. De plus, elle est compacte si et seulement si le gtbcpetenant” est anisotrope
sur@Q.
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Dans cette Note, on décrit un certain nombre de résultats nouveaux concernant la géométrie spectrale
puis la topologie des variétés hyperboliques complexes de congruence. Les démonstrations détaillées ainsi
que des généralisations a d’'autres espaces symétriques paraitront dans [7].

1. Spectredesvariétés hyperboliques complexes de congruence

Notre premier résultat est essentiellement contenu dans Harris et Li [8], mais I'énoncé ci-dessous ne
semble pas avoir été précédemment dégagé dans la littérature.

THEOREME 1. —SoitM une variété hyperbolique complexe de congruence de dimeftsiomplexe 2.
Alors, la premiére valeur propre non nulle du spectre total du laplacien de Hodg@/sast supérieure
ou égale a une constante strictement positive indépendanté.d@lus précisément, la premiére valeur
propre non nulle du laplacien sur les fonctions etdeformes différentiellegesp. sur led, 2 ou 3-formes
différentielle$ est supérieure ou égaleﬁﬁ(resp.%).

Ce résultat est dans la méme veine que le célebre théorq%ve de Selberg sur les revétements de
congruence de la surface modulaire.

Esquisse de la preuve du Théoréte- Grace a la formule de Matsushima [9,3] I'énoncé peut se
formuler en termes de représentations automorphes du gidé(hd). La démonstration suit alors celle
de la Proposition 4.2.3 de [8] : si est une représentation automorphdd@, 1), d'aprés les travaux de
Rogawski [10], soitc peut étre relevé par changement de base en une représentation automorphe de
GL(3), soit o provient, par endoscopie, d’'une représentation automorphe discréte d'un sous-groupe
de la formeU(2) x U(1). Le second cas ne pose pas de probleme. Et lorsqee reléeve en une
représentation automorphe de @), on peut utiliser I'approximation de la conjecture de Ramanujan
généralisée démontrée par Luo, Rudnick et Sarnak [14].

Pour étre totalement rigoureux, signalons que I'approximation a la conjecture de Ramanujan généralisée
[14] n’est démontrée que pour les représentations non ramifiées a I'infini alors que les représentations que
nous considérons sont ramifiées a I'infini. On a donc besoin d’étendre Iégérement [14] ce qui se fait en
étudiant, dans le cas ramifié et a I'aide de [12], les facteurs a I'infini des fondtiopasidérées dans [14].

Notre second résultat découle du premier et d’'une généralisation d’'un théoréme de réduction di a Burger
et Sarnak [4]°

THEOREME 2. —Soit M une variété hyperbolique complexe de congruence standard de dimension
(complexg n. Alors, la premiéere valeur propre non nulle du laplacien sur les foncti@grasp. sur les
1-formes différentiellgsest supérieure ou égaleZn — 1 (resp.1%=11).

Il est intéressant de noter que trouver une borne uniforme strictement positive pour le spectre sur
les 1-formes différentielles est nettement plus difficile que pour les fonctions (le changement de base
de Rogawski et I'approximation de la conjecture de Ramanujan généralisée par Jacquet et Shalika sont
insuffisants, on a vraiment besoin de [14]).

Concluons cette section par une conjectfire.

CONJECTUREA (resp. A7). —Soit M une variété hyperbolique complexe de congruence de dimension
(complexgn. Alors, pour tout entiep € [0, n — 1], la premiére valeur propre du laplacien sur lgsformes
différentielles est supérieure ou égal@a— 2p — 1 (resp.e(n, p), ole(n, p) est un réel strictement positif
ne dépendant que deet p et non deM).

Les Théoremes 1 et 2 sont des approximations de cette conjecture. On peut montrer (la deuxiéme partie
de cette proposition est essentiellement contenue dans [8]) :

PROPOSITION —Les conjectures d’Arthui] impliquent la Conjecturd. La conjecture de changement
de base d¢8] implique la Conjecturé\—.
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2. Homologie des variétés hyper boliques complexes de congruence

Le résultat principal de cette section est un théoréme de relévement des classes d’hofmelogies
certaines variétés hyperboliques complexes.

THEOREME 3. —Soit M une variété hyperboligue complexe compacte de congruence de dimension
(complexg n. Soit F une sous-variété complexe compacte connexe totalement géodésique de dimension
(complexgn — 1, etimmergée dan¥l. Alors, il existe un revétement fihd de M et un relevéF de F dans
M tels que R R
(1) la sous-variéter” est plongée dans/ ; R
(2) l'application induite: Hz,—3(F) — Hz,~3(M) est injective.

De plus, pour tout entieN et pour tout cycle dansHo,_3(F), il existe un revétement fidify de M
contenantV préimages de linéairement indépendantes dafs,,_3(My).

La démonstration du Théoréme 3, plus technique, repose sur les mémes idées que celle du théoréme
principal de [2]. Elle repose notamment sur le Théoréme 2 ci-dessus qui permet de s’assurer de I'existence
d’un trou spectral, pour les 3-forméstd fermées, dans les revétements de congruendé.de

Plus généralement, on conjecture :

CONJECTUREB. —Soit M une variété hyperbolique complexe compacte de congruence de dimension
(complexgn. Soit F' une sous-varieté complexe compacte connexe totalement geodésique immergée dans
M. Alors, il existe un revétement fitd de M etun relevéF de F dansM tels que
(1) la sous- -variétéF est plongée danf ; %

(2) l'application induite: H,(F) — H,(M) est injective pour toup > n

Les idées de [2] permettent de montrer le théoréme suivant.

THEOREME 4. —La ConjectureA~ implique la Conjecturd.

Dans la démonstration du Théoréme 4, on exploite le trou spectral sur les formes différentielles dans
les revétements de congruence pour vérifier la convergence de la forme harmonique dbatiawne
certains revétements de congruence vers la forme harmonfgdedle aF dans la variétd/ := = w1 F\HE..
L'hypothésep > n du deuxiéme point de la Conjecture B provient du calcul de la cohomolc?gablla
variétéV, i.e. de la description de Iespa@e"z)(V) desk-formes harmoniquesa.de V, ce que I'on fait
dans le théoréme suivant.

THEOREME 5. —Pour tout entierk < n, il existe un isomorphisme natunaH’(‘Z)(V) d HE(V, 8s0 V).
De plus, I'espacé{’(’z) est de dimension infinie.

La démonstration du Théoréme 5 découle assez facilement des idéede [6].

3. Propriétésde Lefschetz pour lesvariétés de Shimura

Dans cette section, on suppose fid¢sc G deux groupes algébriques atisotropessur Q tels que
les groupesH (R) et G(R) soient semi-simples connexes et respectivement isomorphes aux groupes
SU(rn —1,1) et SUn,1) & des facteurs compacts prés. Linclusiéh c G induit un plongement
holomorphe totalement géodésique natﬂﬂf@“l — H. entre les espaces symetriques associés.

Soit K un sous-groupe compact-ouvert d&Ay) tel que le groupel’ = G(Q) N K soit sans
torsion. Désignons par N H lintersection del" avec H(Q). On obtient ainsi une application lisse :
fr:rn H\Hﬁé‘l — I'\H¢ pour chaque sous-groupe de congruence sans torsioii@e

SoientI” ¢ T" deux sous-groupes de congruence sans torsiaii(@®. Alors, il existe une surjection
naturelle def,(I'"\H.) dansH,(I"\H{,) induite par le revétement fii"\[Hf, — I"\H{.. On obtient ainsi
un systéme inverse de groupes d’homologie indexés par les sous-groupes de congru@¢@e. dan
désigne pat,. (SHG) la limite projective de ce systéme.

Rappelons que les théorémes de Lefschetz permettent d’étudier la topologie d’'une variété projective
complexe par récurrence, en la coupant par un hyperplan de I'espace projectif. Un yoga semblable, mais
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moins fort, existe pour les variétés de Shimurd Ghoul la section hyperplane est remplacée par les
translatés pa6 (Q) de SH H, cf. par exemple [8,5] et surtout [13]. On peut ainsi déduire des méthodes
de Venkataramana [13] que pour tout entiet n — 1, I'application@c(@ H;(SH H) — H;(SH G) est
surjective

A l'aide du Théoréme 3 et des résultats de [13] on renforce ce yoga, en démontrant la premiére étape
d’'un analogue du second théoréme de Lefschetz.

THEOREME 6. —L'application naturelle, induite par lesfr, Hz,—3(SH H) — Ho,_3(SH G) est
injective.

JConclusion.— La deuxieme assertion du Théoreme 6 est une premiere étape vers un analogue complet
des théoréemes de Lefschetz pour les variétés de Shimura. En admettant la Conjecturgpdut dessiner
I'image conjecturalsuivante.

Alors que le théoréme de Venkataramana impose un contrdle sur I'homologi€ deeBtterme de ses
sous-variétés de Shimura, en admettant la ConjectureoA peut montrer que I'on retrouve 'homologie
de chaque sous-variété de Shimura d®@kans 'homologie de celle-ci. Autrement dit, les applications :

H; (SH H) — Hy(SH G), devraient étrénjectivespour tout entiek > n.

1 Les courbures sectionnelles réelles sont alors comprises-efite¢—1.

20n peut préférer considérer les sous-groupede G(Z) sans torsion et contenant un sous-groupe de la forme
ker(G(Z) — G(Z/mZ)) pour un certain entier: > 1.

3Remarquons que I'utilisation faite dans [8] du théoréme de Burger et Sarnak est complétement différente et
n'implique pas le Théoréme 2.

4 En fait deux, la Conjecture A étant une version « géométrique », plus faible, de la Conjecture « arithmétique » A.

5Tous les groupes de (co-)homologies considérés dans cette Note seront a coefficients complexes.

6 Le premier auteur remercie Gilles Carron de I'avoir orienté vers cet article.

7 La notation vient de I'existence d’un espace topologiqu@ Ghla variété de Shimura associéeGa dont les
groupes de cohomologie sont obtenus comme limite directe des groupes de cohomolddiElgd4 1], néanmoins

les variétés de Shimura ne sont pas des variétés au sens usuel et la nHiaBsH G) n'est réellement qu’une
notation. Nous ne mentionnerons les variétés de Shimura que par abus de langage.
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