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Note présentée par Pierre Lelong.

Résumé Soit f : M — M’ une application CR de clas€&® entre une sous-variétd c C" analy-
tique réelle générique et un sous-enseniklec c” algébrique réel. On démontre que si
M est minimale en un point et siM’ ne contient pas de courbe complexegst analytique
réelle enp. Pour citer cet article: B. Coupet et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002)
953-956. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On the analyticity of smooth CR maps into a real algebraic set

Abstract Let f : M — M’ be aC>°-smooth CR mapping between a generic real analytic submanifold
M c C" and a real algebraic subskt’ "' We prove that ifM is minimal at a pointp
and if M’ does not contain complex curves, théiis real-analytic ap. To citethisarticle:
B. Coupet et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 953-956. 0 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction et énoncés des résultats

Soit M une sous-variété générique analytique réelleCtie(n > 2) et soit M’ un sous-ensemble
algébrique réel d€”' . Dans cette Note, nous étudions I'analyticité des applications de Cauchy—Riemann
(CR) de class€> de M a valeurs dan3/’. Notamment, nous établissons une estimation supérieure de
leur degré de transcendance, en fonction de la dimension maximale des feuilletages holomorphes locaux
contenus dans?’.

On peut supposer que la variété généridiede codimension! est définie au voisinage d’un point
p € M dansC" par des équationg(z,z) =0,k =1, ...,d, ou lesr; sont des fonctions analytiques réelles
satisfaisan®ry A ... A drg # 0 enp. Soitm :=n — d la dimension CR dé/. D’aprés le théoréme des
fonctions implicites, on peut écrire les équationsMeu voisinage de sous la formey, = ¢r (X, x, y),
k=1,...,d,00C"5z=(x,y) eC" xC%, p= (xp, yp), et lesgy sont des fonctions holomorphes au
voisinage de(x,, xp, yp). Les opérateurs, ; := d/9x; + ZZ:1[8¢k/8)Ej] /0y, j =1,...,m, forment
une base de champs CR tangentd Al’ensemble algébrique réa’ c C" est défini par des équations
polynomiales réelle®/(z’,z) =0,k =1,...,d". Soit f : M — M’ une application CR de clasg&® au
voisinage dep sur M, i.e. L; f =0, pour toutj. Rappelons qué/ est diteminimale en p (au sens de
Tumanov) s'il n’existe pas de sous-variété CR stricte contenue Mapassant pap et de dimension CR
égale an. Le premier résultat de cette Note est le suivant :

THEOREME 1.— Si M est minimale enp et si M’ ne contient pas de morceau ouvert de courbe
complexe,f est analytique réelle ep.
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Soit M, le corps des germes gndes fonctions méromorphes au voisinaggdansC” et M, (f) :=
M, (f1, ..., fiy) Son extension engendrée par les fonctions composgntes, f,y de f. Soit degtr,, f
le degré de transcendance de cette extension [1-4,7]. Rappelons degrdede transcendancé’une
extension de corps est le cardinal commun & toutes les bases de transcendance [11, Chap. | et Il], et que
I'application f est analytique réelle emsi et seulement si detg,, / = 0 ([3], [4, Lemme 3.4]). Cette notion
algébrique se traduit géométriquement par :

THEOREME 2. — Si M est minimale erp et sidegtr, f =, alors M’ contient un morceau ouvert de
variété analytique complexe de dimensfon

On note rgmax, f* le rang maximal def sur un voisinage dg ; comme f se prolonge holomorphi-
quement a un wedge, d’'aprés les théorémes de Trépreau [9] et Tumanoy Ht@int son rang maximal
presque partout. On dit que’ est(r, s)-plateng’ € M’ (cf.[2,3]) s'il contient une sous-variété analytique
réelle de dimension passant pag’ et biholomorphe au produit cartésidghx A%, ou N Cc C’ (v > 0)
est une variété analytique réelle&t est le polydisque unité daif¥’. Cette notion permet de préciser le
Théoréme 2 :

THEOREME 3. — Supposons qu#/ est minimale erp et quedegtr, f =s. Alors il existe un entier
r >rg.max, f etun ouverty dense au voisinage gedansM tels que pour tout poinf € V, 'ensemble
M’ est(r, s)-platenf(q).

Notre approche est basée sur la méthode algébrique développée pour les hypersurfaces dans [8,1-3]. Pour
passer a la codimension supérieure, nous utilisons certains résultats récents de [4]. Dans I¢’castou
une variété analytique réelle, une approche géomeétrique pour le probleme d’analyticité des applications
CR lisses est développée dans les travaux fondamentaux de Diederich et Webster [6] et Diederich et
Forneess [5].

Notre méthode permet aussi d’étudier le probléeme général de I'analyticité des fonctions vectorielles
vérifiant des équations analytiques :

THEOREME 4. — SoientM c C" une variété analytique réelle générique minimaleert f : M —
" une application CR de class€é™ telle quedegtr, f = s. Supposons qu¢ vérifie les équations
Pl(z,Z, f. f)=0,zeM, k=1,...,d, ol Pl(z,2,7.,7) = S cap(z,2)2*7’# sont des polyndmes
enz.7 eC” a coefficientscog(z, z) analytiques réels au voisinage ge dans C". Alors pour tout
voisinageV de (p, f(p)), 'ensemble analytique réeN := {(z,z/) € V : P/(z,2,2,Z7) = 0,z € M}
contient(éventuellement, aprés une permutation des coordonnéestansne sous-variété de la forme
{(z,Z): z} =Hj(z,z4,....25), j=s+1,...,n',z € M}, ou lesH; sont des fonctions holomorphes sur
un ouvert deC" x C*.

Les Théoréemes 1, 2 et 3 se raménent au cas particulier du Théoreme 4 ou les coefficients des
polynémesP; sont constants.

2. Extension méromorphe et dépendance algébrique

Soit R ,(M) I'anneau des germes gndes fonction€> sur M de la formeh(z) = H(z, 7,2(2)), ou
g=1(g1,...,8s),s =0, sontdes germes gnde fonctions CR de clasg&° surM et H est une fonction ho-
lomorphe au voisinage de, p, g(p)). Les opérateurs ; sont des dérivations de I'anneRy, (M). D'apres
le principe d’unicité pour les fonctions de,(M) [3,4], cet anneau est integre. On note afﬁr,s(M) le
corps des fractions d& ,(M). Le résultat suivant, qui est une version généralisée du principe de réflexion
de Lewy—Pinchuk, a été démontré dans [3] ptitne hypersurface et dans [4] pour le cas général.

LEMME 1.-Siunefonctiony =hy/ho € ﬁp(M) est CR en dehors du fermé d’intérieur vile= {z €
M : ha(z) = 0}, elle se prolonge méromorphiquement & un voisinage dansC”.

Une famille finie de fonctionga, ..., gs de class&€> et CR au voisinage dg dansM est ditealge-
briqguement dépendanseir R , (M) (resp.M ) s'il existe un polynéme non nud € R,(M)[X1, ..., X;]
(resp.Q € Mp[Xy,..., X]) tel que Q(ga, ..., gs) est identiqguement nul au voisinage gedansM en
dehors de la réunion des lieux singuliers de ses coefficieh{2 (3]).
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LEMME 2.-La famille (g1, ..., gs) est algébriquement dépendante 3@5(M) si et seulement si elle
est algébriguement dépendante sur,. Dans ce caslegtr, g <s.

Démonstration. -Supposons qu'il existe des fonctiomg € ﬁp(M), J eN*, |J| < A, nontoutes nulles
telles qued_a g’ = 0 au voisinage dg sur M, en dehors des lieux singuliers deg. Considérons
une équation de ce type comportant un nombre de monérmesal et possédant un coefficient unitaire,
disonsaj, = 1. En appliquant les opérateufs, on obtient les équationEj?H0 Lj(aj)g'] =0, pour
j=1...,m.lci, Lij(ay) € I?,,(M). Par I'absurde, s'il existe un coefficiedit; (o) non nul, on divise
par ce coefficient et on obtient une contradiction avec le fait que I'’équation initiale comportait un nombre
minimal de monémes. Par conséquent, chaguest CR en dehors de son lieu singulier; le Lemme 1
permet de conclure. O

LEMME 3.-Soitg = (g1,...,&s), s = 1, une famille de fonctions CR de clas$® au voisinage de
dansM et P(z, ¢, u, w) une fonction holomorphe €, ¢) € C" x C" et polynomiale efu, w) € C* x C*
au voisinage dép, p, g(p), g(p)). On suppose qUE(z, Z, g(z), g(z)) = 0 sur M au voisinage de et que
P(z,7,u, ) £0sur M x C* au voisinage dép, g(p), g(p)). Alors, on a I'estimation degtr, g <s.

Démonstration. -On peut supposer que= 0 et g(p) = 0. EcrivonsP sous la formeP(z, ¢, u, w) =
S ay(z, ¢, w)u’, ollesay, J € N%, |J| < A, sontholomorphes &, ¢) et polynomiales ew au voisinage
de (0,0,0). S'il existe Jg tel queouo(z,z,@) # 0 sur M au voisinage de 0, alorg, ..., gs sont
algébriquement dépendantes Q@);(M), donc surM, d'aprés le Lemme 2. Si au contraitfey (z) :=
ay(z,7,2(z)) = 0 sur M au voisinage de 0 pour tout, développonsy,(z) =Y Brs(z.7) g(z)! sous
forme polynomiale. Comm@(z, z, u, w) # 0, il existe des multi-indice%, et Jo tels quepy,j,(z,z) #0
sur M au voisinage de 0. Alorg},(z) = 0 surM au voisinage de signifie a nouveau qug, . . ., g5 sont
algébriquementdépendantesﬁg(M). ]

3. Démonstration des théorémes

Dans la situation du Théoréme 4, on pese degtr, f. On peut supposer qu@, ..., f; estune base
de transcendance du corpd ,(f) sur M. Notonsf = (g,h) e C* x C', t =n —s, etz = (', V) €
C* x C'. Pour toutj = 1,...,1, il existe une fonction non identiquement nuii; (z, u’, v}) polyno-
miale en(u/, v;) e C*+1 et holomorphe en au voisinage de, telle queQ;(z,g(z),hj(z)) =0 surM
au voisinage de. Soit Q,(f) le sous-ensemble analytique complexe@e‘”/ défini au voisinage de
(p. p') par les équation®; (z,u’,v}) =0, j =1,...,7. Notons : crt' . cnoetn’ s Ot
les projections canoniques, &,(f)|y I'ensemble analytique réed,(f) N 7~ L(M). Le grapher s
de f est inclus dang2,(f)|u. Soit Aj(z,u’) le discriminant deQ (z, u’, v}) par rapport av; et soit
T:={zeM:Aj(z,¢(2)=0, j=1,...,t}. |l faut remarquer que\ ;(z, g(z)) # 0 au voisinage d@ sur
M,j=1,...,tcargy,...,gs estune base de transcendance.

Appliquons maintenant la méthode de [1-3]. Sbit,[«'] I'anneau des polynémes e a coefficients
méromorphes au voisinage geD’apres le théoreme des fonctions implicites, pour tout ppiatM \ X,

il existe des fonctions;(z,u’) (1 < j < r) définies sur un voisinage dg, f(g)) dansC”" x c,
holomorphes par rapportzéet algébriques par rapporta, telles queQ (z, u’, Hj(z,u’)) = 0 pour(z, u’)
dans un voisinage dey, g(¢)), i.e. les fonctionsH; (z, u’) sont algébriques suk ,[u']. Considérons la
substitutionr(z, u’, z, i) := P/(z,z,u’, H(z,u'),i', H(z, u')). L'algébricité desH,(z,u’) sur M[u’]
implique qu’il existe un polyndme non nlEINZOAz(z,u’,Z,zZ’) X! avec des coefficients analytiques
réels par rapport dz,z) dans un voisinag& de (p, p) et polynomiaux par rapport &', u’) tel que
Zf\’:o Az, ', 2, @) [r}(z,u', Z,i")]' = 0 (cf. [1, Lemme 6.4]). Par construction, (z, g(z),Z, g(z)) = 0
pour toutz proche de;. Le lemme suivant est similaire au Lemme 6.5 de [1] :

LEMME 4.-Onar;(z,u’,z,u’) =0 pour tout(z, u’) € M x C* au voisinage deéq, g(¢q)).

Démonstration. -Raisonnons par I'absurde :15i(z, u’, z, u’) est non identiquement nul, on peut suppo-
serquedo(z, u’,z, ') =Y u'’ Aoy (z, z, ') estnonidentiquement nul et que(z, g(z), Z, g(z)) = 0 pour
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toutz dans un voisinag®, degq. Sitous lesAg, (z, Z, g(z)) = 0 surU,, d’aprés le principe d’unicité pour
les éléments d§p(M) [3,4], on aAgy(z, Z, g(z)) = 0 dans un voisinage de, ce qui contredit I'indépen-
dance algébrique dg1, ..., gs) d’aprés le Lemme 3. S'il exist&oy,(z, Z, g(z)) # 0 surU,, considérons
toutes les équations. «; g’ = 0 satisfaites sur un ouvert dengg C U, aveca, € ﬁp(M) comportant
un nombreminimal de monémes et possédant un coefficieptégal & 1. Comme dans le Lemme 2, les
oy sont CR suiv,. Alors lesa; se prolongent méromorphiquementa un voisinage dansC”. En effet,

un examen direct de la preuve fournie dans [3], [4, Proposition 2.5], démontre qu’il suffjt qué,,(M)
soit seulement CR sur un ouvert non vide ™Mepour que la conclusion du Lemme 1 soit vraie. Donc
(g1, ..., 8s) estalgébriqguement dépendante 8dy,, ce qui contredit la définition dg. O

L'annulation des (z, u’, z, u’) S'interpréte géométriquement de la fagon suivante :

LEMME 5. —Pour tout pointy € M \ X suffisamment proche gg il existe un voisinag, de(q, f(q))
dansC” x C" tel queQ,(f)lm N, C N ={(z,2): P[(z,%,2,Z) =0, z € M}.

Fixons un pointy € M \ ¥ suffisamment proche dg. Les équations d&,(f) s'écrivent dans un
voisinageQ =U x V x W de(q, g(q), h(q)) sous la forme d'un graphéj = H;(z,u’), ou les fonctions
H; sont holomorphes sWy x V. Cela démontre le Théoreme 4.

Le lemme suivant permet de conclure la démonstration du Théoréme 3 qui implique les Théorémes 1 et 2
(cf.[1-4,7]).

LEMME 6. —Pour tout pointy € M \ X suffisamment proche gg il existe un voisinag, de(q, f(q))
dansC"™’ tel quer’(Q,(f)Im N 2y) est une variété analytique réelle de dimension supérieure ou égale
arg.max, f, passant parf (¢) et biholomorphe au produit cartésievi x A*, ouN C C” (v > 0), est une
variété analytique réelle ex* ¢ C* le polydisque unité.

Démonstration. e Lemme 5 impliquer’(Q,(f)Im N 24) C M'. En tant que graphe, la variété
analytique réell@,, (f)|» N2 est biholomorphe au produit cartésigd NU) x V, c’est-a-dire qu’elle est
feuilletée par des morceaux ouverts de variétés complexes de dimenSionV : (M NU) x V — C"',
(z,u') — (W', H(z,u')), avec H = (H1, ..., H;). L'application analytique réellel est biholomorphe
sur les fibres{z} x V, z € M NU. De plus, elle est de méme rang générigugue ’|g,(s),, ; €t
r >rg.max, f puisquel’y C Q,(f)Iu. Parle théoreme du rang (analytique réel), on conclut que pour tout
q' € M\ ¥’ suffisamment proche de, ou X’ c M est un fermé d'intérieur vide, il existe un voisinage
Q=U xV x W de(q,g(q), hg)) tel queN’ =W (M NU") x V') =71"(Q,(f)ln N Q) est
une sous-variété analytique réelle @& de dimension-. De plus, il existe une sous-variété analytique
réelleN c M NU’ telle que¥ |y est un difffomorphisme analytique réel $r. Finalement, on peut
prolongent’|y«y- en un biholomorphisme local de I'espace ambiart.

Références bibliographiques

[1] B. Coupet, F. Meylan, A. Sukhov, Holomorphic maps of algebraic CR manifolds, Int. Math. Res. Not. (1999)
1-29.

[2] B. Coupet, S. Pinchuk, A. Sukhov, Analyticité des applications CR, C. R. Acad. Sci. Paris, Série | 329 (1999)
489-494.

[3] B. Coupet, S. Pinchuk, A. Sukhov, On partial analyticity of CR mappings, Math. Z. 235 (2000) 541-557.

[4] S. Damour, On the analyticity of smooth CR mappings, Michigan Math. J. 49 (2001) 583—-603.

[5] K. Diederich, J.E. Fornaess, Proper holomorphic mappings between real-analytic pseudoconvex do@iains in
Math. Ann. 282 (1988) 681—700.

[6] K. Diederich, S.M. Webster, A reflection principle for degenerate real hypersurfaces, Duke Math. J. 47 (1980)
835-843.

[7] 3. Merker, On the partial algebraicity of holomorphic mappings between two real algebraic sets, Bull. Soc. Math.
France 129 (2001) 547-591.

[8] S. Pinchuk, Analytic continuation of holomorphic mappings, Thése d’état, Moscou, 1980.

[9] J.-M. Trépreau, Sur le prolongement holomorphe des fonctions CR définies sur une hypersurface réelle de classe

€2 dansC”, Invent. Math. 83 (1986) 583-592.
[10] A. Tumanov, Extension of CR functions into a wedge from a manifold of finite type, Mat. Sb. 136 (1988) 128-139.
[11] O. Zariski, P. Samuel, Commutative Algebra, Vol. 1, Van Nostrand, 1958.

956



