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Résumé On donne une formule de représentation intégrale des fonctions harmoniques des chaines
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Abstract We glve an integral representation formula for harmonic functions of Markov chailé on
and]R which transition probablllty is invariant by translations of a hypergroup, product of
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In this Note, we study the Martin boundary of random walks on product hypergroups, more prééisely
andRi (for definition and general property of random walks on hypergreepg/]). Our main tool is the
Choquet’s theorem [3], which gives an integral representation formula for positive harmonic functions of
these Markov chains.

First, we considelN? as a product of/ Cartier—Dunau polynomial hypergroupse€[5,1] and [6]).

Let (pi, gi)1<i<a SUch thatp; +¢; =1, p; > i, and(PL),en, .- ., (P en the families of associated
polynomials. Let

Sy = {(xl, s Xa) € [24/p1q1, +00[x -+ X [2/paqa, +oo[ such that

> ... ng) Py (x1) - ,f,i,(xd)zl}.

n1,...,04
We obtain the following result: there is a one-to-one correspondence between the cone of positive harmonic
functions for the random walk of law and the set of Borelian, positive, finite measuresSn This
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correspondence is given by the formula:

h(ni,...,n2) =/ Pnll(x1) e P,‘fd (xg) dv(xa, ..., xq).
S

i
Moreover, we obtain a Choquet-Deny type ressitef4]), that is, all the bounded harmonic functions are

constant.

In the case of the random walk to the nearest neighbour with reflecting barriers on the coordinate
hyperplanes, the Martin boundary is/a— 1 affine simplex. In [9] Kurkova and Malyshev have studied
random walks of the same type, without any condition of reflection on the coordinate hyperplanes, but only
in two dimensions. However, they obtain a less explicit description of the Martin boundary.

Then, we considdRi as a product off Sturm—Liouville Hypergroupssge[1] and [6]).

Let (<p§),\ec,. .. ,((pi‘),\ec be thed family of associated multiplicative functions. Let

:S’;:{(wl,...,wd)eRi Suchthat/]R . ¢i1wl(x1)~~~¢l-dwd(xd)du(x1,...,xd)=l}.
4 X XN

We have the following result: there is a one to one correspondence between the cone of positive continuous
harmonic functions for the random walk of lawvand the set of Borelian, positive, finite measuresSgn
This correspondence is given by the formula:

h(xl,...,xd>=/§ oL, (1) gl () (o, ., w0).
"
Here again, we obtain a Choquet-Deny type resdef4]), that is, all the bounded continuous harmonic
functions are constant.

In the particular case of a product #fBessel hypergroups, all positive continuous harmonic functions
are constant.

1. Généralités

Sur tout espace topologique muni d'une structure d’hypergroupe, on définit une notion de marche
aléatoire qui généralise celle des groupeasir(par exemple [7]). Dans le cas commutatif, elle se définit
comme sulit :

Soit X un hypergroupe abélien, involutif, d’opérateurs de translafign: € X, et BT (X) I'ensemble
des fonctions boréliennes positives sur X. Ppume mesure de probabilité sur X, on n@iel'opérateur
de translation agissant sur les fonctionsafe(X) définit par :7, f (x) = fx Ty f(x)du(y), x € X. On dit
gu’une chaine de Markov est une marche aléatoire sur X, si son noyau de traRsg@@mnmute avec les
translations, c'est-a-dire si pour taute X et pour toutef € BT (X), PTy f = T Pf. Ceci est équivalent
au fait qu'il est de la formeP = T}, avecu une mesure de probabilité sur X, que I'on appelle loi de la
marche aléatoire.

Il est alors naturel de s'intéresser aux fonctions harmoniques positives associées, c'est a dire aux
fonctionsh positives vérifiant I'équationz(x) = Ph(x) = T, h(x). Dans cette Note, d’abord dans le cas
d’un hypergroupe sui? produit d’hypergroupes polynomiaux, puis dans le cas d’un hypergrouMsur
produit d’hypergroupes de Sturm-Liouville, on établit une formule de représentation intégrale pour ces
fonctions, analogue a celle de Ney et Spitzer pour les marches aléatoirg$ &ft [11]). De plus, on
explicite précisemment la frontiere de Martin des processus aléatoires en question. Nous adoptons pour ce
faire une méthode utilisée par Neveu dans [10], basée sur I'utilisation du théoréme de Choig(ig})(

Un exemple simple mais important de marche aléatoir&éugui rentre dans notre cadre, est la marche
au plus proche voisin avec barriéres réfléchissantes sur les hyperplans de coordonnée. On montre alors que
la frontiére de Martin est un simplexe affine de dimengion1. Des marches aléatoires analogues ont été
traitées par Kurkova et Malyshev dans [9], sans conditions de réflexion aux axes, ce qui ne leur permet pas
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d’obtenir une description aussi explicite de la frontiére de Martin. De plus, leur méthode est spécifique a la
dimension 2.

Dans cette étude, un certain type de surfaces joue un réle fondamental dans la description de la frontiére
de Martin; c’est pourquoi hous introduisons la définition suivante :

DEFINITION 1.—On appelle simplexe généralisé de dimension 1, toute hypersurface compacte
S4_1 de classe&€>® de Ri, homéomorphe par I'application— x/||x| a la portion de la sphére unité
deR“ contenue dans I'orthant positmi et telle que les projections :

Hi : (xl’ ""xd)’_) (xl’ ""xi—170’xi+1’ ""xd)

de&,4-1 sur les hyperplans de coordonnées soient injectives. La translatée d’'une telle hypersurface par un
vecteur déRii sera également appelée simplexe généralisé.

On notera qu’un simplexe affine &’ de dimensiond — 1 dont les sommets ont pour coordonnées
(z1,0,...,0),...,(0,...,0,z4) avec chaque; > 0, est un simplexe généralisé au sens de la définition
précédente.

2. CasdeN?

Lors d’'une étude de I'arbre homogeéré. (5]), Dunau a considéré une suite de polyndmes définie par la
relation de récurrence suivante : soigrgtg deux réels strictement positifs tels que- g =1 etp > g.

{ Po=1letPi(x)=x,
XPy(x)=pPuy1(x)+qPu_1(x) (n=1).

/ —x2 .
PROPOSITION 1. —Soit la mesurer (dx) = *C/I—’?qi’iiqﬂxl[_z\/p—q,zm](x)dx. La suite(P,),en est
orthogonale pour la mesure, et on a la formule produit P, (x) P, (x) = Zf;‘l’;’_ml C(n,m,r)P.(x), ou
les coefficients de linéarisatiod' (n, m, r) sont tous positifs ou nuls.

Donnons nous maintenadtcouples(p;, g;)1<i<q Verifiantp; +g; =1 etp; > ¢; , et lesd familles de
polyndmes associéegPl),cn;, - . ., (P nen.

DEFINITION 2.— Soit(ny, ...,ng) € N¢. On définit 'opérateur de translatidf,, ... »,) agissant sur les
fonctions positives deN? par :

T(nl ..... l’ld)f(ml"'~’md)= Z Cl(n17m1’r1)‘”Cd(nd7md7rd)f(r17"'7rd)'

rls..d

Muni de cette translatiory¢ est un hypergroupe commutatif et involutif, produit dénypergroupes
polynomiaux yoir [1] et [6]).

Dans la suite, les marches aléatoiresNfirseront supposées irréductibles et leurs lois seront a support
compact.

PROPOSITION 2. —L’ensembleC,, des fonctions harmoniques positives relatives a la marche aleatoire
de loi u est un céne convexe, et I'équatiano, ..., 0) = 1 en définit une bas#,,, compacte pour la
topologie de la convergence simple.

Démonstration. -On montre que pour tout = (n1, ..., ng) appartenant &<, il existe C, > 0 tel que
pour touth dansC,,, h(ny, ..., nqg) < C,h(0, ..., 0). On en déduit le résultat.

THEOREME 1. —Les points extrémaux du conveXg sont les fonctiong définies sulN“ par :
h(ni.....ng) = Py (x1) -+ P{ (xa)
correspondant aux vecteu(ss, ..., xgs) € S, ou
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Sy = {(xl, .o, Xq) €24/ p1g1, +00[X - -+ X [2/Ppaqa, +0[ tels que

> M(nl,...,nd)P,}l(xl).-.P,fd(xd):1}.

ni,...nq

Démonstratior(idég. —La translatée d’une fonction harmonique est harmonique, et donc une fonction
harmonique extrémale vérifie nécessairement I'équation :

.....

On conclut alors en utilisant le faitqye e R | Vn e N, P,(x) > 0} =[2./pq, +ool.

V(n1,....na), (ma,....ma) €N, Ty _aph(ma,....ma) =hna, ..., na)h(ma, ..., ma).

PROPOSITION 3. =S, est un simplexe généralisé de dimension 1.

COROLLAIRE 1. —Pour toute fonction harmonique positive h, il existe une unique mesure borélienne,
positive, bornée surS,, telle que:

h(ni,...,n2) =/ Pnll(x1) e P,‘fd (xg) dv(xa, ..., xq).
S

w
Réciproguement, pour toute mesure borélienne, positive, borrsée S, la formule précédente définit
une fonction harmonique positive.

Démonstration. -€’est une application du théoréme de représentation intégrale de Choquet [3], et du fait
que si I'on identifie 'ensemble des points extemauw3jeavecsS,,, la topologie de la convergence simple
coincide avec la topologie induite s8j; par la topologie euclidienne are.

COROLLAIRE 2 (Choquet-Deny [4]). £es fonctions harmoniques bornées sont constantes.
Démonstration. -On remarque que la fonction constante égale a 1 est extrémale.

Exemplel. — Cas particulier de la marche au plus proche voisin avec barriéres réfléchissantes sur les
hyperplans de coordonnée : soiéat)1<i <4, (Bi)1<i<a des réels strictement positifs tels que> 8; et
Zle(ai + i) = 1. Soite; le i-eme vecteur de la base canoniquéide Soit P le noyau de transition sur
N¢ définit par :

Pn,n+e)=a;, Pm,n—e)=p, neN.
Sur les hyperplans de coordonnée, on impose une condition de reflexion :
P(n,n+¢&jy) =i, + iy Sini,=0.
Dans ce cas, la frontiére de Martin est homéomorphe a un simplexe affine de diménsitn Plus
précisemment, c’est l'intersection de I'hyperplan d’équa@j‘l (o + Bi)x; =1 avec

{(x1,...,xq) € [2/P1q1, +00[ X - - X [2/Paqa, +oo[ }.
3. CasdeR?

DEFINITION 3. — SoitF I'ensemble des fonctions : [0, +oco[— R de la formeA () = 12 +1C(r), avec
o> —% et ouC est une fonction réelle strictement positive, paire et analytique. On suppose de plus que
est croissante4’/ A est décroissante et lim o, A'(t) /A(t) =2p (p = 0).

Rappelons un résultat di a Triméche [14] et Chebli [2] :

PROPOSITION 4. —SoitL I'opérateur différentiel suivant L = d‘i—zz + AX’%. Pour touti € C, I'équation
aux valeurs propres

Lu=—02%+ pu,
u0=1, u'(0)=0
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admet une unigue solution, notge De plus, pour tout couple de pointsy € R* , il existe une mesure de
probabilité W, ,(dz), & support dan§|x — y|, x + y] telle que

+00
Pr ()@ (y) = /0 91.(2) Wy (dz).

Donnons nous maintenadgitfonctions(A;)1¢; <« appartenant &, et soitp; = % lim;— 400 AL(1)/Ai(1).

.....

fonctions boréliennes positivg@deRi par:

X1+y1 Xd+Yd 1 d
Tixy, ..., xd>f(Y1,---,yd)=/ / f@1 e za) Wy, (dza) - Wy (dzg).
|

[x1—y1l Xd—Yd|
Muni de cette translatiorR‘fr est un hypergroupe commutatif et involutif, produitdleypergroupes de
Sturm-—Liouville {oir [1] et [6]).
Dans la suite, les marches aléatoiresIEE,grseront supposées irréductibles, leurs lois seront a support
compact et a densité par rapport a la mesure de Lebesg[ER‘-i{sur

PROPOSITION 5. —L’ensembl@ des fonctions harmoniques positives continues relatives a la marche
aléatoire de loiu est un cone convexe, et I'equatif, . . ., 0) = 1 en définit une basB,,, compacte pour

la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.
Démonstration. -De maniére analogue a Raugf.(12]), on montre que pour tout élémelnde@; ona
V1. %), 01 va) €RYL hGea, L xa) — RO ya)| RGO, .., O)e(x, y)
avec

e(x.y) = Sup I Teq ) (@1 o0 20) = Tiyq, oy 7 (205 - - -5 2d) ]
o 5

)

our est la densité dg par rapport & la mesuts (x1) - - - Ag(xg) dx1 - - - dxg €t S une fonction strictement
positive surIRii. On en déduit le résultat.

La méthode classique ou I'on étudie le cone des mesures invariantes relatives au noyau de transition, voir
[8,13], permet également de démontrer la proposition.

THEOREME 2. —Les points extrémaux du conve&i@ sont les fonctions définies suﬁR‘jr par:
h(x1, ... xa) = @peyy (¥1) - 9L, (xa)

correspondant aux vecteu(®s, . . ., wg) € S, ou

S, = {(w1, e, 4) € R‘fr tels que/]R (pilwl(xl) .. “Pflwd(xd)du(xl, coXg) = 1},

4+ X xRy

Démonstration. -On utilise le fait qugi € C | Vx € Ry, ¢y (x) > 0} = iR, et on adopte une méthode
similaire a celle de la preuve du Théoreme 1, avec toutefois quelques difficultés techniques supplémentaires,
liées aux fonctions propreg; ),cc de 'opérateul.

PROPOSITION 6. —Dans le cas ou pour touton ap; =0, :SVM est réduit au singletorQ, ..., 0). Dans
le cas contraireS,, est un simplexe généralisé de dimension 1.

CoRroLLAIRE 3.—Dans le cas ou pour touton a p; = 0, toutes les fonctions harmoniques minorées
continues sont constantes.
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Dans le cas contraire, pour toute fonction harmonique positive continue h, il existe une unique mesure
boré¢lienne, positive, bornaéesur S, telle que:

hxL, - xd) = /5 oL, (D) ¢, (xa) du(@r, ..., ).

"

Réciproguement, pour toute mesure borélienne, positive, barrsée S,, la formule précédente définit
une fonction harmonique positive continue.

COROLLAIRE 4 (Choquet—Deny [4]). +es fonctions harmoniques continues bornées sont constantes.

Exemple2. — Dans le cas particulier des marches aléatoires sur un produit de d hypergroupes de Bessel,
c’est & dire quand pour tout4, (x) = x2*i+1 avece; > —1/2, toutes les fonctions harmoniques minorées
sont constantes.
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