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Résumé On donne une formule de représentation intégrale des fonctions harmoniques des chaînes
de Markov surNd et R

d+ dont le noyau de transition est invariant par les translations
d’une structure d’hypergroupe, produit d’hypergroupes polynomiaux pourNd et produit
d’hypergroupes de Sturm–Liouville pourR
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Martin boundary of random walks on certain d-dimensional
hypergroups

Abstract We give an integral representation formula for harmonic functions of Markov chains onN
d

andR
d+ which transition probability is invariant by translations of a hypergroup, product of

polynomial hypergroups forNd and product of Sturm–Liouville hypergroups forR
d+. To
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In this Note, we study the Martin boundary of random walks on product hypergroups, more preciselyN
d

andRd+ (for definition and general property of random walks on hypergroupssee[7]). Our main tool is the
Choquet’s theorem [3], which gives an integral representation formula for positive harmonic functions of
these Markov chains.

First, we considerNd as a product ofd Cartier–Dunau polynomial hypergroups (see[5,1] and [6]).
Let (pi, qi)1�i�d such thatpi + qi = 1, pi > qi , and(P 1

n )n∈N, . . . , (P
d
n )n∈N the families of associated

polynomials. Let

Sµ =
{
(x1, . . . , xd) ∈ [2√

p1q1,+∞[×· · · × [2√
pdqd,+∞[ such that

∑
n1,...,nd

µ(n1, . . . , nd)P
1
n1
(x1) · · ·Pd

nd
(xd)= 1

}
.

We obtain the following result: there is a one-to-one correspondence between the cone of positive harmonic
functions for the random walk of lawµ and the set of Borelian, positive, finite measures onSµ. This
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correspondence is given by the formula:

h(n1, . . . , n2)=
∫
Sµ

P 1
n1
(x1) · · ·Pd

nd
(xd)dν(x1, . . . , xd).

Moreover, we obtain a Choquet–Deny type result (see[4]), that is, all the bounded harmonic functions are
constant.

In the case of the random walk to the nearest neighbour with reflecting barriers on the coordinate
hyperplanes, the Martin boundary is ad − 1 affine simplex. In [9] Kurkova and Malyshev have studied
random walks of the same type, without any condition of reflection on the coordinate hyperplanes, but only
in two dimensions. However, they obtain a less explicit description of the Martin boundary.

Then, we considerRd+ as a product ofd Sturm–Liouville Hypergroups (see[1] and [6]).
Let (ϕ1

λ)λ∈C,. . . ,(ϕdλ)λ∈C be thed family of associated multiplicative functions. Let

S̃µ =
{
(ω1, . . . ,ωd) ∈ R

d+ such that
∫

R+×···×R+
φ1
iω1

(x1) · · ·φdiωd (xd)dµ(x1, . . . , xd)= 1

}
.

We have the following result: there is a one to one correspondence between the cone of positive continuous
harmonic functions for the random walk of lawµ and the set of Borelian, positive, finite measures onS̃µ.
This correspondence is given by the formula:

h(x1, . . . , xd)=
∫
S̃µ

ϕ1
iω1

(x1) · · ·ϕdiωd (xd)dν(ω1, . . . ,ωd).

Here again, we obtain a Choquet–Deny type result (see[4]), that is, all the bounded continuous harmonic
functions are constant.

In the particular case of a product ofd Bessel hypergroups, all positive continuous harmonic functions
are constant.

1. Généralités

Sur tout espace topologique muni d’une structure d’hypergroupe, on définit une notion de marche
aléatoire qui généralise celle des groupes (voir par exemple [7]). Dans le cas commutatif, elle se définit
comme suit :

Soit X un hypergroupe abélien, involutif, d’opérateurs de translationTx , x ∈ X, etB+(X) l’ensemble
des fonctions boréliennes positives sur X. Pourµ une mesure de probabilité sur X, on noteTµ l’opérateur
de translation agissant sur les fonctions deB+(X) définit par :Tµf (x)= ∫

X
Tyf (x)dµ(y), x ∈X. On dit

qu’une chaîne de Markov est une marche aléatoire sur X, si son noyau de transitionP commute avec les
translations, c’est-à-dire si pour toutx ∈ X et pour toutef ∈ B+(X), PTxf = TxPf . Ceci est équivalent
au fait qu’il est de la formeP = Tµ, avecµ une mesure de probabilité sur X, que l’on appelle loi de la
marche aléatoire.

Il est alors naturel de s’intéresser aux fonctions harmoniques positives associées, c’est à dire aux
fonctionsh positives vérifiant l’équation :h(x) = Ph(x) = Tµh(x). Dans cette Note, d’abord dans le cas
d’un hypergroupe surNd produit d’hypergroupes polynomiaux, puis dans le cas d’un hypergroupe surRd+
produit d’hypergroupes de Sturm–Liouville, on établit une formule de représentation intégrale pour ces
fonctions, analogue à celle de Ney et Spitzer pour les marches aléatoires surZd (cf. [11]). De plus, on
explicite précisemment la frontière de Martin des processus aléatoires en question. Nous adoptons pour ce
faire une méthode utilisée par Neveu dans [10], basée sur l’utilisation du théorème de Choquet (voir [3]).

Un exemple simple mais important de marche aléatoire surNd qui rentre dans notre cadre, est la marche
au plus proche voisin avec barrières réfléchissantes sur les hyperplans de coordonnée. On montre alors que
la frontière de Martin est un simplexe affine de dimensiond − 1. Des marches aléatoires analogues ont été
traitées par Kurkova et Malyshev dans [9], sans conditions de réflexion aux axes, ce qui ne leur permet pas
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d’obtenir une description aussi explicite de la frontière de Martin. De plus, leur méthode est spécifique à la
dimension 2.

Dans cette étude, un certain type de surfaces joue un rôle fondamental dans la description de la frontière
de Martin ; c’est pourquoi nous introduisons la définition suivante :

DÉFINITION 1. – On appelle simplexe généralisé de dimensiond − 1, toute hypersurface compacte
Sd−1 de classeC∞ de Rd+, homéomorphe par l’applicationx 
→ x/‖x‖ à la portion de la sphère unité
deRd contenue dans l’orthant positifRd+ et telle que les projections :

�i : (x1, . . . , xd) 
→ (x1, . . . , xi−1,0, xi+1, . . . , xd)

deSd−1 sur les hyperplans de coordonnées soient injectives. La translatée d’une telle hypersurface par un
vecteur deRd+ sera également appelée simplexe généralisé.

On notera qu’un simplexe affine deRd de dimensiond − 1 dont les sommets ont pour coordonnées
(z1,0, . . . ,0), . . . , (0, . . . ,0, zd) avec chaquezi > 0, est un simplexe généralisé au sens de la définition
précédente.

2. Cas de N
d

Lors d’une étude de l’arbre homogène (cf. [5]), Dunau a considéré une suite de polynômes définie par la
relation de récurrence suivante : soientp et q deux réels strictement positifs tels quep + q = 1 etp > q .{

P0 ≡ 1 etP1(x)= x,

xPn(x)= pPn+1(x)+ qPn−1(x) (n� 1).

PROPOSITION 1. –Soitπ la mesureπ(dx)=
√
pq

qπ

√
4pq−x2

1−x2 1[−2
√
pq,2

√
pq](x)dx. La suite(Pn)n∈N est

orthogonale pour la mesureπ , et on a la formule produit: Pn(x)Pm(x)= ∑n+m
r=|n−m|C(n,m, r)Pr(x), où

les coefficients de linéarisationC(n,m, r) sont tous positifs ou nuls.

Donnons nous maintenantd couples(pi, qi)1�i�d vérifiantpi + qi = 1 etpi > qi , et lesd familles de
polynômes associées :(P 1

n )n∈N, . . . , (P
d
n )n∈N.

DÉFINITION 2. – Soit(n1, . . . , nd) ∈ Nd . On définit l’opérateur de translationT(n1,...,nd ) agissant sur les
fonctions positivesf deNd par :

T(n1,...,nd )f (m1, . . . ,md)=
∑

r1,...,rd

C1(n1,m1, r1) · · ·Cd(nd,md, rd)f (r1, . . . , rd ).

Muni de cette translation,Nd est un hypergroupe commutatif et involutif, produit ded hypergroupes
polynomiaux (voir [1] et [6]).

Dans la suite, les marches aléatoires surNd seront supposées irréductibles et leurs lois seront à support
compact.

PROPOSITION 2. –L’ensembleCµ des fonctions harmoniques positives relatives à la marche aléatoire
de loi µ est un cône convexe, et l’équationh(0, . . . ,0) = 1 en définit une baseBµ, compacte pour la
topologie de la convergence simple.

Démonstration. –On montre que pour toutn = (n1, . . . , nd) appartenant àNd , il existeCn > 0 tel que
pour touth dansCµ, h(n1, . . . , nd)� Cnh(0, . . . ,0). On en déduit le résultat.

THÉORÈME 1. –Les points extrémaux du convexeBµ sont les fonctionsh définies surNd par :

h(n1, . . . , nd)= P 1
n1
(x1) · · ·Pd

nd
(xd)

correspondant aux vecteurs(x1, . . . , xd) ∈ Sµ où
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Sµ =
{
(x1, . . . , xd) ∈ [2√

p1q1,+∞[×· · · × [2√
pdqd,+∞[ tels que

∑
n1,...,nd

µ(n1, . . . , nd)P
1
n1
(x1) · · ·Pd

nd
(xd)= 1

}
.

Démonstration(idée). – La translatée d’une fonction harmonique est harmonique, et donc une fonction
harmonique extrémale vérifie nécessairement l’équation :

∀(n1, . . . , nd), (m1, . . . ,md) ∈ N
d, T(n1,...,nd )h(m1, . . . ,md)= h(n1, . . . , nd)h(m1, . . . ,md).

On conclut alors en utilisant le fait que{x ∈ R | ∀n ∈ N, Pn(x)� 0} = [2√
pq,+∞[.

PROPOSITION 3. –Sµ est un simplexe généralisé de dimensiond − 1.

COROLLAIRE 1. –Pour toute fonction harmonique positive h, il existe une unique mesure borélienne,
positive, bornéeν surSµ telle que:

h(n1, . . . , n2)=
∫
Sµ

P 1
n1
(x1) · · ·Pd

nd
(xd)dν(x1, . . . , xd).

Réciproquement, pour toute mesure borélienne, positive, bornéeν sur Sµ, la formule précédente définit
une fonction harmonique positive.

Démonstration. –C’est une application du théorème de représentation intégrale de Choquet [3], et du fait
que si l’on identifie l’ensemble des points extémaux deBµ avecSµ, la topologie de la convergence simple
coïncide avec la topologie induite surSµ par la topologie euclidienne deRd .

COROLLAIRE 2 (Choquet–Deny [4]). –Les fonctions harmoniques bornées sont constantes.

Démonstration. –On remarque que la fonction constante égale à 1 est extrémale.

Exemple1. – Cas particulier de la marche au plus proche voisin avec barrières réfléchissantes sur les
hyperplans de coordonnée : soient(αi)1�i�d , (βi)1�i�d des réels strictement positifs tels queαi > βi et∑d

i=1(αi + βi)= 1. Soitεi le i-ème vecteur de la base canonique deR
d . SoitP le noyau de transition sur

Nd définit par :

P(n,n+ εi)= αi, P (n,n− εi)= βi, n ∈ N
d∗ .

Sur les hyperplans de coordonnée, on impose une condition de reflexion :

P(n,n+ εi0)= αi0 + βi0 si ni0 = 0.

Dans ce cas, la frontière de Martin est homéomorphe à un simplexe affine de dimensiond − 1. Plus
précisemment, c’est l’intersection de l’hyperplan d’équation

∑d
i=1(αi + βi)xi = 1 avec{

(x1, . . . , xd) ∈ [2√
p1q1,+∞[×· · · × [2√

pdqd,+∞[}.
3. Cas de Rd+

DÉFINITION 3. – SoitF l’ensemble des fonctionsA : [0,+∞[→ R de la formeA(t)= t2α+1C(t), avec
α >−1

2 et oùC est une fonction réelle strictement positive, paire et analytique. On suppose de plus queA

est croissante,A′/A est décroissante et limt→+∞A′(t)/A(t)= 2ρ (ρ � 0).

Rappelons un résultat dû à Trimèche [14] et Chebli [2] :

PROPOSITION 4. –SoitL l’opérateur différentiel suivant :L= d2

dx2 + A′
A

d
dx . Pour toutλ ∈ C, l’équation

aux valeurs propres {
Lu= −(λ2 + ρ2)u,

u(0)= 1, u′(0)= 0
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admet une unique solution, notéeϕλ. De plus, pour tout couple de pointsx, y ∈ R∗+, il existe une mesure de
probabilitéWx,y(dz), à support dans[|x − y|, x + y] telle que

ϕλ(x)ϕλ(y)=
∫ +∞

0
ϕλ(z)Wx,y(dz).

Donnons nous maintenantd fonctions(Ai)1�i�d appartenant àF , et soitρi = 1
2 limt→+∞A′

i (t)/Ai(t).

DÉFINITION 4. – Soit(x1, . . . , xd) ∈ Rd+. On définit l’opérateur de translationT(x1,...,xd) agissant sur les
fonctions boréliennes positivesf deR

d+ par :

T(x1,...,xd )f (y1, . . . , yd)=
∫ x1+y1

|x1−y1|
· · ·

∫ xd+yd

|xd−yd |
f (z1, . . . , zd)W

1
x1,y1

(dz1) · · ·Wd
xd,yd

(dzd).

Muni de cette translation,Rd+ est un hypergroupe commutatif et involutif, produit ded hypergroupes de
Sturm–Liouville (voir [1] et [6]).

Dans la suite, les marches aléatoires surRd+ seront supposées irréductibles, leurs lois seront à support
compact et à densité par rapport à la mesure de Lebesgue surRd+.

PROPOSITION 5. –L’ensemblẽCµ des fonctions harmoniques positives continues relatives à la marche

aléatoire de loiµ est un cône convexe, et l’équationh(0, . . . ,0)= 1 en définit une basẽBµ, compacte pour
la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

Démonstration. –De manière analogue à Raugi (cf. [12]), on montre que pour tout élémenth deC̃µ on a

∀(x1, . . . , xd), (y1, . . . , yd) ∈ R
d+,

∣∣h(x1, . . . , xd)− h(y1, . . . , yd)
∣∣ � h(0, . . . ,0)ε(x, y)

avec

ε(x, y)= sup
z∈R

d+

|T(x1,...,xd )r(z1, . . . , zd )− T(y1,...,yd)r(z1, . . . , zd )|
S(z)

,

où r est la densité deµ par rapport à la mesureA1(x1) · · ·Ad(xd)dx1 · · · dxd etS une fonction strictement
positive surRd+. On en déduit le résultat.

La méthode classique où l’on étudie le cône des mesures invariantes relatives au noyau de transition, voir
[8,13], permet également de démontrer la proposition.

THÉORÈME 2. –Les points extrémaux du convexẽBµ sont les fonctionsh définies surRd+ par :

h(x1, . . . , xd)= ϕ1
iω1

(x1) · · ·ϕdiωd (xd)
correspondant aux vecteurs(ω1, . . . ,ωd) ∈ S̃µ où

S̃µ =
{
(ω1, . . . ,ωd) ∈ R

d+ tels que
∫

R+×···×R+
ϕ1
iω1

(x1) · · ·ϕdiωd (xd)dµ(x1, . . . , xd)= 1

}
.

Démonstration. –On utilise le fait que{λ ∈ C | ∀x ∈ R+, ϕλ(x)� 0} = iR+, et on adopte une méthode
similaire à celle de la preuve du Théorème 1, avec toutefois quelques difficultés techniques supplémentaires,
liées aux fonctions propres(φλ)λ∈C de l’opérateurL.

PROPOSITION 6. –Dans le cas où pour touti on aρi = 0, S̃µ est réduit au singleton(0, . . . ,0). Dans

le cas contraire,̃Sµ est un simplexe généralisé de dimensiond − 1.

COROLLAIRE 3. –Dans le cas où pour touti on aρi = 0, toutes les fonctions harmoniques minorées
continues sont constantes.
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Dans le cas contraire, pour toute fonction harmonique positive continue h, il existe une unique mesure
borélienne, positive, bornéeν sur S̃µ telle que:

h(x1, . . . , xd)=
∫
S̃µ

ϕ1
iω1

(x1) · · ·φdiωd (xd)dν(ω1, . . . ,ωd).

Réciproquement, pour toute mesure borélienne, positive, bornéeν sur S̃µ, la formule précédente définit
une fonction harmonique positive continue.

COROLLAIRE 4 (Choquet–Deny [4]). –Les fonctions harmoniques continues bornées sont constantes.

Exemple2. – Dans le cas particulier des marches aléatoires sur un produit de d hypergroupes de Bessel,
c’est à dire quand pour touti Ai(x)= x2αi+1 avecαi >−1/2, toutes les fonctions harmoniques minorées
sont constantes.
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