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Résumé Nous appelons sous-ensemble homogéne de degoér F du plan discre? tout sous-
ensemble tel qu’a travers toutes les positions possibles d’une fenétre finie que I'on translate
apparait toujours le méme nomhtede points deA. Nous montrons deux propriétés, il
existe un sous-ensemble homogéne de degré 1/psiet seulement s pave le plan par
translation. Si la fenétre est rectangulaire tout sous-ensemble homogéne dé gegré
F est I'union disjointe d& sous-ensembles homogénes de degré 1 pofour citer cet
article: M. Nivat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 83-86. 0 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Homogeneous subsets of Z? and planetilings

Abstract We say that the subset of the discrete plan@2 is k-homogeneous fofF if and only
if whichever is the position of a finite window which we translate oveZ? the same
numberk of points of A appears in the window. And we prove two properties. There exists
a 1-homogeneous subset foif and only if F tiles the plane by translation. If the window is
a rectangle everg-homogeneous subset is the disjoint uniork d~homogeneous subset.
To cite this article: M. Nivat, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 83-86. O 2002
Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Soit A un sous-ensemble @#. Sa fonction caractéristique est I'application deZ? dans{0, 1} donnée
par

Ua(z)=1 pourtoutz € Z?,
Us(z)=0 pourtoutz € Z%\ A.

Soit F une partie finie d&?2 contenant I'origing0, 0) : F = {fo = (0,0), f1, ..., f,}. Pour définir les
sous-ensembles homogénesZdeon regarde I'ensemblé & travers la fenétr& déplacée par translation
dans toutes les positions possibles, I'ensemblest dit homogéne de degképour F si quelque soit la
position de la fenétre on voit exactemémntoints deA.

On peut écrire cette propriété de la facon suivanteest homogéne de degtéour F' si et seulement si

pour toutz € Z?  card((z + F) N A) =k
si et seulement si

pour toutz € Z?  card{ f € F |Ua(z + F) =1} =k.
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L'ensemblez + F ={z+ f | f € F} est bien I'ensemble des points qui apparaissent dans la fefétre
quand on lui a fait subir la translation de vecteutUn ensemble de translatées He{c + F | z € C},
constitue un recouvrement @ si et seulement si

72| Je+ Flcec)
ce que I'on peut écrire

7Z°=F+C,

ou F + C est la somme de Minkovski de et deC
F+C={f+c|feF, ceC}.

Clairementvz € Z? 3(f,¢) € F x C : z = f + c. Si de plus pour tout € Z? il existe une et une seule
paire(f, ¢) telle quez = f + ¢ le recouvrement est un pavageZfepour des translatées dece que nous
écrivonsZ? = F @ C en utilisant les notations de [2]. La somme non ambigi® C est égale & + C
mais n’est définie que $i(f, c¢), (f',c) e F x C

fHe=f+ = f=f et c=c.

1. Pavageset ensembles homogénes

Il'y a un lien fort entre pavages du plan par translation [1] et sous-ensembles homogé&ifeguise
résume dans le théoréme suivant.

THEOREME 1. —I| existe un sous-ensemble A de Z2 homogéne de de degré 1 pour F si et seulement
s F paveleplan par trandation.

Les ensembles homogenes de degré 1 posont tous les ensembldstels que
Z?=AQF.

Démonstration. — Supposons qué? = A @ F. Toute fenétre + F contient exactement un point dg
en effet tout point + f; dez + F est égal a; + g; pour quelquey; € A etg; € F. Et I'on ne peut avoir
gi = gj aveci # j. Caron auraitaloréz + fi) — (z + fj) = (a; + &) — (aj + gj) soit f; — f; =a; —a;
ou encorey; + f; =aj + f; ce qui contredit la non ambiguité de la sommed F.

Ainsi les g; forment une permutation des, il en existe donc un et un seg! qui est égal &0, 0) : le
pointz + f; = a; estle seul point del qui se trouve dans+ F.

Réciproquement supposons gdesoit homogéne de degré 1 pofret montrons qué&Z? = A @ F.
Prenons un point quelconquele Z2 et appelong; I'élément unique de& tel quez — f; + g € A.

On ne peut avoig; = g; aveci # j caron auraitalors gi, = g; =g

z+g—fieA et z4+g—fie€A,
ouencorez+g— fi— fj)+ fic Aet(z+g— fi — fj) + f; € A. Cest-a-dire deux points dans la fenétre
z+ g — fi — f;j + F contrairement a I’hypothése. On conclue comme précédemmery;: fesnent une
permutation deg; et il existe donc un et un seul indigetel queg; = (0, 0). On a bien alors

z=@—fi)+fj, ouz—fjeAetfieF
et(z— f;, fj) estlaseule pairq:, f) deA x Ftellequez=a+ f. O

Il est assez évident qu'il existe des ensembles homogénes de degré supérieur a 2 pour des fenétres qui ne
pavent pas le plan par translation.

Par exemple on peut considérer le pavage du planfpar{(0, 0), (1, 0), (0, 1)} dont une partie est
dessinée Fig. 1 et un ensemble homogene de degré 1Fpour

Si I'on accole 2 copies dé& pour former une nouvelle fenétil® = F; U F> il est clair queA est
homogene de degré 2 poff et visiblement les fenétres de la Fig. 2 obtenues en accolant deux copies de
F ne pavent pas le plan.
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Figure 1. — Pavage pdf.
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Figure 2. — Deux copies dE.

2. Théoréme de décomposition des sous-ensembles homogénes de degr é k

Pour une fenétre rectangulaiFede longueur et de hauteut c’est-a-dire
F={@ij)10<i<m-10<j<n-1}
on a la propriété remarquable suivante :

THEOREME 2. —Tout sous-ensemble homogéne de degré k pour F rectangulaire est |’ union digointe
de k sous-ensembles homogénes de degré 1.

La preuve repose sur une propriété des ensembles homogénes de& gegneF rectangulaire qui
s’énonce simplement.

PROPRIETE 1. —S A est homogéne pour F rectangulaire alors pour tout (p, ¢) € Z2 I’ ensemble des 4
points {(p,q), (p +m,q), (p,q +n), (p +m,q +n)} contient 0, 2 ou 4 pointsde A et S'il en contient 2
seulement ces deux points ont méme abscisse ou méme ordonnée.

Démonstration. —Les 4 points en question sont les sommets d’'un rectangle de longueut et de
hauteum + 1, dans la Fig. 3 un 1 dans la cage ¢) indique que le pointp, ¢) appartient a4 et un zéro
que le point(p, g) n'appartient pas &. Il ne peut y avoir 2 zéros au sommet d’'une des diagonales et un 1
en un autre sommet.

Sitel estle cas la fenétfg, ¢) + F contenank points on peut supposer qui'il se répartissemtgpoints
dans I'ensemblé(p,qg + j) | 1 < j <n — 1} ko points dans I'ensemblgp +i,q) | 1 <i <m — 1} etks
pointsdans'ensemblép+i,g+j) | 1<i <m—1,1< j <n-—1}avec évidemmerkt +kx+k3+1=k.

La fenétre(p + 1,q) + F contenantt points, il y en ak; + 1 dans I'ensemblé(p + m,q + j) |
1< j<n-—1} etla fenétre(p,q + 1) + F contenant égalemerit points, il y en ak2 + 1 dans
'ensemble{(p +i,q +n) | 1 <i <m — 1}. Mais alors la fenétrép + 1, g + 1) + F contient au moins
k1+ k2 + k3 + 2=k + 1 points ce qui est impossible.

Si parmi les 4 points il y en a deux dads qui sont forcément les extrémités d'un des coté du rectangle
et un 3 éme qui n'est pas daAsalors le 4-eme n'y est pas non plus.

On compte les points dans les 4 fenéttesg) + F (p+1,9)+ F (p,q+ 1D+ F (p+1,q+1)+F
de la méme fagon que sur la Fig. 40
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Figure 3. — Rectangle.
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Figure 4. — Comptage.

Preuve du théoréme. — Soit A homogéne de degr€ pour la fenétre rectangulai€. On montre qu’il
existeA; C A qui est homogéne de degré 1 pdur Clairement si tel est le caé \ A1 est homogene de
degrék — 1 pourF puisque toute fenétre contiehpoints deA et un point ded1, donck — 1 points de
A\ A1. Ou bien il existe(p, ) tel que tous les points dg + mZ) x (¢ + nZ) sont dansA auquel cas
on peut prendre pout1 précisément cet ensembile + mZ) x (¢ + nZ) soit il n’existe pas de telp, ¢).
Dans ce cas on considere, ¢) € A tel que(p +m,q) ou(p —m,q) ¢ A, on supposerép +m,q) ¢ A,
le cas(p —m, q) ¢ A étant symétrique. On sait alors qUe g + n) et(p, g — n) sont aussi dang et que
(p+m,q+n)et(p+m,q —n)ne sont pas dans.

Et clairement pour touf € Z (p,q + {n) € A et (p +m,q + {n) ¢ A. Mais dans cette situation
il y a sGrement un pointp +m,q + j), 1< j <n — 1, qui appartient 244 et alors tous les points
(p+m,q+ j+¢n), L cZ, appartiennent aussi &. Par symétrie et par recurrence on voit alors que
pour tout? € Z il existe un point(p + €m, g + jg), 1< je <n — 1, qui est dangl ainsi que tous les points
(p+Ltm,q+ je+€n), t' €.

L'ensembleA; des pointdp + ¢m, g + j¢ + €'n), £, ¢’ € Z, est homogene de degré 1 pour la fenétre
On note qued est invariant par la translation vertical& »). S'il 'y a pas de pointp, ¢) dansA tel que
(p+m,q)ou(p—m,q)n'estpasdand, I'ensembleA estinvariant par la translation horizontate, 0).
Et I'on construit alors comme ci-dessus un ensemldlomogéne de degré 1 pofr contenu dangl et
invariant par la translatioon, 0). 0O
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