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Résumé Nous démontrons le résultat suivant : si les invariants de Vassiliev distinguent les noeuds
dans toute sphere d’homotopie, alors la conjecture de Poincaré est vraie, c’est-a-dire toute
sphére d’homotopie est homéomorphe a la sphére standard. D’un autre coté, dans toute
variété de Whitehead il existe des nceuds qui ne sont pas distingués par les invariants de
Vassiliev.Pour citer cet article: M. Eisermann, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002)
1005-1010. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

Vassiliev invariants and the Poincar é conjecture

Abstract We prove the following result: if Vassiliev invariants distinguish knots in each homotopy
sphere, then the Poincaré conjecture is true, in other words every homotopy sphere is
homeomorphic to the standard sphere. On the other hand, in every Whitehead manifold
there exist knots that cannot be distinguished by Vassiliev invaridatsite this article:

M. Eisermann, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 1005-1010. O 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Initially Vassiliev theory was conceived to study knots in Euclidean sfit;ebut the combinatorial
definition given by Birman and Lin [3] immediately extends to knots in an arbitrary 3-manifold. The
abundance of finite type invariants of knots has motivated the question as to whether they distinguish all
knots [1]. The purpose of this Note is to relate this question to the topology of the ambient 3-manifold.

For simplicity of notation we will assume each 3-manifdfdto be smooth, connected, oriented, and
without boundary. Likewise, all maps will be assumed to be smooth. A singular knot is an immersion
k : ST % V such that the only multiple points are double points according to the local mtdeln
particularx can only have a finite number of such singularities; for convenience we will assume that
they are numbered by, 1..,n. Let IC,, be the set of ambient isotopy classeszedingular knots inV,
in particulary is the set of isotopy classes of non-singular knots. Xgt= Z/C,, be the freeZ-module
with basisiC,,. As usual one defines a mép X, — K,,—1 by resolving the:-th singularity according to
the local modelx{ = >4 — 2X This construction can be seen as a discretization of homotopy, see Lin
[7], Lemma 6.4: twar-singular knotsk and K’ are homotopic if and only iK = K’ modulo§ X, ;1.

The Vassiliev filtration ofXp is defined by#,, = im(§" : X, — Ko). Dually, a knot invarianv with
values in an Abelian group is called Vassiliev invariant of degréev (¥, 1) = 0. For the purpose of this
Note we are particularly interested in the linfif, =, %, of the Vassiliev filtration.
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Itis worth emphasizing that this construction is functorial: it associates to every 3-maviitoequence
of Z-moduleq X, V, §) and to every orientation preserving embedding/ < W a family of linear maps
Kyt : KV — K, W commuting withs.

These prerequisites being in place, we can now state our key observation:

LEMMA 1.-Let V be a simply connecte8manifold andk : V < V be an orientation preserving
embedding. Then Vassiliev invariants cannot distinguish between &kaotl its image: K .

Proof. —A singular knot is calledocal if it is contained in the image of some embeddingR3 < V.
Sinceh preserves orientatiom, is isotopic tor¢, see [5], Theorem 8.3.1. In particular, if a singular kkGt
is local, then it is ambient isotopic to its imag& *, see [5], Theorem 8.1.4.

SinceV is simply connected, every kndf € /C, is homotopic to some local kn&*. Consequently
there existsA € X, 41 such thatsA = K — K*. By functoriality we obtaindhA = hK — hK*, hence
3(A — hA) = K — hK. We conclude that for everyt, € X, there exists somd, 1 € K,+1 such that
8(Ap+1—hA,11) = A, — hA,. ForaknotK € Kg this impliesk —hK e FiNFoN---=F,. O

The following arguments are based on Bing’s characterization of the 3-sphere [2]isifa closed
connected 3-manifold in which every knot is local, théris homeomorphic t&2. This result has been
generalized by Costich, Doyle, and Galewski [4] to a characterization of Euclidian spadg:isfa
contractible open 3-manifold in which every knot is local, tH&nis homeomorphic td&R3. According
to Kister and McMillan [6,8] there exist uncountably many contractible open 3-manifolds, no two of which
are homeomorphic. They can be divided into two uncountable families depending on whether they embed
into R3 or not. A contractible open 3-manifolél 2 R3 that embeds int&®? is called a Whitehead manifold
[8,9].

THEOREM 1. —In every Whitehead manifold there exist knots that are distinct but cannot be
distinguished by any Vassiliev invariant.

Proof. —Let i : W — R3 <> W be an embedding that preserves orientation. The theorem of Costich,
Doyle, and Galewski [4] guarantees the existence of a non-localkniotW . Its imageh K is local, hence
K # hK. According to the previous lemma we hake= hK modulo¥,. O

Conjecturally the theorem holds for every contractible open 3-manifold, but a proof would certainly
require a more detailed analysis, cf. Lin [7]. For the time being we will content ourselves with the following
weaker version:

LEMMA. —Let V be a simply connecte8manifold that contains a non-local kné. Then the two
copies ofK in V g V are distinct but cannot be distinguished by any Vassiliev invariant.

Proof. —The connected suvi ¢ V allows a diffeomorphism of period 2 that preserves orientation and
exchanges the two copies ©f. In particular,h exchanges the two copié& and K1 of K. According to
the previous lemma they cannot be distinguished by any Vassiliev invariant. The only subtlety is to show
that Ko and K1 are actually distinct. This is achieved by an isotopy version of the Alexander—Schonflies
theorem. O

The lemma applies for example to every contractible open 3-manifold that does not emtigél. ivita
the theorem of Bing [2] we arrive at the following conclusion:

THEOREM 2. —Suppose thaV is a homotopy3-sphere that is not homeomorphic &. Then the
connected suri  V contains distinct knots that cannot be distinguished by any Vassiliev invariant.

Note thatV g V is again a homotopy sphere. Hence, if Vassiliev invariants distinguish knots in each
homotopy sphere, then the Poincaré conjecture is true. For an arbitrary closed 3-miénifeldonclude:
if Vassiliev invariants distinguish all knots ivi f V, thenV does not contain any false 3-cells.
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Introduction. — Dans la topologie et la géométrie en dimension 3, les nceuds jouent un rble essentiel.
Dans leur étude les invariants de type fini, aussi nommeés invariants de Vassiliev [3], sont devenus célébres.
Presque tous les invariants que I'on a découverts ces derniéres années sont de ce type, notamment le
polynéme de Jones et ses généralisations, les invariants quantiques [1]. Leur abondance a motivé la question
de savoir si les invariants de Vassiliev distinguent tous les nceuds. Le but de cette Note est d’analyser cette
question en fonction de la variété ambiante.

On appellevariété de Whiteheadine 3-variété ouverte contractile, non-homéomorphe3amais
plongeable dans ce dernier. Le premier exemple d’'une telle variété fut découvert par Whitehead [9], et
il en existe une infinité non-dénombrable, deux a deux non-homéomorphes [8].

THEOREME 1. — Dans toute variété de Whitehead il existe des nceuds distincts qui ne sont pas distingués
par les invariants de Vassiliev.

Une telle pathologie peut-elle se produire aussi dans une variété fermée ? On sipiied’homotopie
une 3-variété fermée qui est simplement connexe. Une telle variété est équivalente par homotopie a la sphére
standards®, d’oul le nom. Selon la conjecture de Poincaré toute sphére d’homotopie est homéonfbphe a

THEOREME 2. — Si V est une sphére d’homotopie qui n’est pas homéomorp$ alors la somme
connexéV # V contient des noeuds distincts qui ne sont pas distingués par les invariants de Vassiliev.
Remarquons qué& g V, elle aussi, est une sphére d’homotopie. Par conséquent, si les invariants de
Vassiliev distinguent les nceuds dans toute sphere d’homotopie, alors la conjecture de Poincaré est vraie.
On appelldausse3-celluleune 3-variété compacte contractile, & b8fdqui n’est pas homéomorphe a
la 3-cellule standard. Pour une variété fernvéquelconque on déduit la version suivante : si les invariants
de Vassiliev distinguent les nceuds d&hg V, alorsV ne contient pas de fausses 3-cellules.

1. Lathéorie de Vassiliev vue comme complétion par homotopie

Initialement la théorie de Vassiliev fut congue pour I'étude des nceuds dans I'espace elididiesis
la définition combinatoire donnée par Birman et Lin [3] s’adapte immédiatement aux noeuds dans une
3-variété quelconque. Nous rappelons brievement les principaux éléments.

Afin de simplifier la notation toute 3-variété sera supposeée lisse et orientée, et sauf indication contraire,
connexe et sans bord. Elle peut étre compaetdefmée) ou non-compacte=(ouverte). On supposera
également que toute application est lisse et que tout plongement entre 3-variétés préserve l'orientation.

Un nceuddans une 3-variét& est un plongement : St < V. Plus généralement, uroeud singulier
est une immersior : S* - V dont tout point multiple est un point double suivant le modéle Ig€alEn
particulierk n'a qu'un nombre fini de singularités, et nous les supposons numérotéesde 1 &

Deux nceuds singuliers soétjuivalentss’ils ne différent que par des difféotopies Heet deS?. Ceci
équivaut a regarder I'image orienté¢S') a difféotopie deV prés. On noteC, I'ensemble des classes
d’équivalence des nceudssinguliers, y compri€Co les classes des noeuds non-singuliers. Pour la suite il
sera essentiel que cette relation d’équivalence se comporte bien par rapport aux plongements de 3-variétés :

LEMME 3.— Soientk : S 3 V un nceud singulier ep : [0,1] x V — W une isotopie entre deux
plongementsgyg, ¢1 : V — W. Alors les nceuds singulieggx et¢i1x dansW sont équivalents.

Démonstration. -Si V est fermée, lisotopiep est en fait une difféotopie, dongox et ¢1x sont
équivalents par la difféotopi®; := qb,(pgl. SiV estouverte, on se restreinta un compéet V, I'image de
x dans notre cas. Il existe alors une difféotogpie[0, 1] x W — W a support compact telle quig = idy
et ®,¢o(x) = ¢, (x) pour toutr € [0, 1] etx € K. Voir Hirsch [5], Théoréme 8.1.4.0

Selon le lemme, tout plongemeay : V < W induit une applicationC.¢o : K.V — KW qui ne
dépend que de la classe d’isotopiegde Par exemple, deux plongemenits ¢1 : RS — V ayant la méme
orientation sont isotopes dais donc ils induisent la méme applicatidh ¢o = K.

DEFINITION 4.—Un noeud singulier ekical s'il est contenu dans I'image d’un plongem@it—s V.

Soit X, = ZK,, le Z-module libre ayant pour base I'ensemlilg. On définits : X, — K,_1 par la
résolution de la-iéme singularité suivant le modele logal — »{ — »< Evidemmentles deux termes
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de cette différence sont homotopes par une homotopie préservant les points doubles et leur numérotation.
Le lemme suivant établit la réciproque : toute homotopie entre deux nceuds singuliers peut étre discrétisée
en une suite finie de changements de croisements, voir Lin [7], Lemme 6.4.

LEMME 5. — Deux nceuds-singuliersk, K’ sont homotopes si et seulemenksi K’ modulos X, 1 1.

La filtration de Vassiliev deio est définie pat, =im(3" : X, — Ko). Les quotientsKo/F, forment
un systeme projectif ayant pour limite 2module Ko, et I'application canonique : Ko — Ko a pour
noyauf,, =(), ¥». Selon le lemme, on peutinterprét&s comme la complétion du module des ncelids
par homotopie. De fagon duale, un invariant des noaudsvaleurs dans un groupe abélien est appelé
invariant de type finouinvariant de Vassiliede degré: si v(F,11) =0.

Le Lemme 3 permet d’interpréter la théorie de Vassiliev comme un foncteur qui associe a toute 3-variété
V une suite deZ-modules(X,V,§) et & chaque plongement: V <— W une famille d’applications
K : KV — KW commutant aveé. Voici I'observation-clé :

LEMME 6.— Soit V une 3-variété simplement connexe ket V < V un plongement qui préserve
I'orientation. Alors aucun invariant de Vassiliev ne distingue un nd&wet son imagéK .

Démonstration. Commer préserve l'orientation, tout plongemepit R2 < V est isotope &¢, voir
Hirsch [5], Théoreme 8.3.1. Par le Lemme 3, tout nceud singulier i5¢ast équivalent a son image *.

CommeV est simplement connexe, tout noeKicke /C,, est homotope a un nceud lodét. Il existe alors
A € Ky41telquesA = K — K*. Par fonctorialité on obtiedth A = hK —hK* puis§(A—hA) = K —hK.
On conclut que pour tow,, € KX, il existe A,,+1 € K, +1 tel ques(A,+1—hA,+1) = A, —hA,. Pourtout
nceudk € Ko ceciimpliguek —hK €e F1NF2N--. = F,, d’'ol la conclusion. O

2. Application aux variétés smplement connexes

Si tout nceud dans une 3-varidféest local, alorg/ est simplement connexe. La réciproque est pourtant
fausse, au moins pour les variétés ouvertes [8]. Pour les variétés fermées cette question équivaut a la
conjecture de Poincaré, comme le montre la caractérisation suivante due a Bing [2] :

THEOREME 7.— Soit V une 3-variété connexe fermée. Si tout nceud d&nsst local, alorsV est
homéomorphe & la sphégg. O

Costich, Doyle et Galewski [4] ont généralisé ce résultat a une caractérisation de I'espace euclidien :

THEOREME 8. — SoitW une3-variété ouverte contractile. Si tout noeud davisst local, alorsW est
homéomorphe a I'espace euclidiBi. O

Rappelons gu'il existe une infinité non-dénombrable de variétés ouvertes contractiles, deux a deux non-
homéomorphes. On peut les diviser en deux familles non-dénombrables : celles qui se plongef{8ans
et celles qui ne s’y plongent pas [6]. Une vari&téz R2 du premier type est appelée variété de Whitehead.

THEOREME 9. — Soit W une3-variété ouverte et simplement connexelSse plonge dan®3, alors
KoW/F, = KoR3/F, pour toutn. Dans ce sens la théorie de Vassiliev danst dansk? est la méme.

Démonstration. -Soient¢ : R < W ety : W — R3 deux plongements qui préservent |'orientation.
D’une party ¢ est isotope a I'identité d&3, donc.Ko(y¢) est l'identité surkoR3. D'autre paripy est un
plongement déV dans elle-méme, donc le Lemme 6 entraine #igépyr) est l'identité modulaF,. O

Ceci correspond a un résultat de Lin [7] : pour une 3-variété ouverte contréicttieut plongement
R3 < W induit des isomorphisme&oR3/F, = KoW/F, modulo 2-torsion. Dans le cas d’'une variété
de Whitehead non seulement la démonstration est considérablement simplifiée, mais elle suggere aussi une
conclusion plus forte :

THEOREME 10. — Dans toute variété de Whitehedt il existe des noeuds distincts qui ne sont pas
distingués par les invariants de Vassiliev.
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Démonstration. -Soit # : W < R3 < W un plongement préservant I'orientation. Le Théoréme 8
garantit I'existence d’un nceud non-lockl dansW. Or le nceudi K est local, donck # hK. Selon le
Lemme 6 on & = hK modulo ¥, d’ou la conclusion. O

Conjecturalement le théoréeme est valable pour toute 3-variété ouverte contractile. Une démonstration
nécessiterait certainement une analyse plus profonde, cf. Lin [7]. L'intérét de cette conjecture réside surtout
dans son application & une sphére d’homotap S° : dans ce ca®/ = V ~ {p} est une variété ouverte
contractile qui ne se plonge pas ddkd Si W contient des nceuds indistinguables, il en est de méme
pourV. En I'absence de cet argument nous allons nous contenter d’'une version affaiblie :

LEMME 11. - SoitV une3-variété simplement connexe contenant un nceud non4ocalors les deux
copies dekK dansV g V sont distinctes mais elles ne sont pas distinguées par les invariants de Vassiliev.

Démonstration. ta somme connex®& # V admet un difffomorphisme de période 2 qui préserve
I'orientation et échange les deux copies We En particulierz échange les deux copig& et K1 du
nceudk, et le Lemme 6 entraine qu’aucun invariant de Vassiliev ne distirkfiet K. Il ne reste qu'a
montrer quekKp et K1 sont distincts, ce qui résulte du Corollaire 143

Le lemme s’applique par exemple & toute 3-variété ouverte contréctilei ne se plonge pas dafis.
Grace au Théoréme 7 de Bing, on en déduit également le Théoréme 2.

3. Couper lesvariétésen quatre

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’un nceud non-local ne peut pas traverser une 2espleere (
Corollaire 14). Nous rappelons d’abord quelques techniques standard de « couper-coller» en dimension 3.
Comme précédemment sdit une 3-variété connexe orientée sans bordsysiéme de spherdsc V
est une réunion finie non-vide de 2-sphéres disjointes dont chacune $égarelécoupagele V le long
de S estla 3-variété non-conne¥dS := V . intT, ouT est un petit voisinage tubulaire dedont le bord
consiste en deux copies de
Réciproquement soi une 3-variété orientée dont le bord consiste en 2-sphérag.&it connexe on
obtient sacl6ture (M) en recollant une 3-cellule & toute 2-sphére du bord/Si plusieurs composantes
connexedfy, ..., M,, on définit satlbture connexpar(M) := (M1) - - -#(M,). Il seracommode d'inclure
aussi le cas exceptionnel de la variété vide en pogant S°.

Exemple12. — On a(M) = S® si et seulement si est une collection de 3-sphéres trouées, c’est-a-dire
privées de l'intérieur d’'un nombre fini de 3-cellules fermées disjointes.

Pour un systéme de 2-sphéres V on aV = (V|S). Une coorientation dé§ induit une coorientation
du bord deV |S. Une composante dé|S est appelépositive resp.négative si son bord est coorienté vers
l'intérieur, resp. vers I'extérieur. Dans la suite on supposera toujours que la coorientafiesttehérente
dans le sens que toute composanté/(ig est soit positive soit négative. Comriteest connexe et chaque
sphere de§ est séparante, il y a exactement deux coorientations cohérenfes de

OnnoteV ST resp.V|S~ laréunion des composantes positives, resp. négativés,deéinsi on obtient
un découpage en deux variétés connexes orientées sans bord :

V=(VISTY4(VIST).

Etant donné un deuxiéme systéme de sphégeésansverse &, on souhaite remplacep par S, qui est
disjoint deS. Ceci se réalise par umhirurgie sur Sp le long deS comme suit. Lintersectio@o := SoN S
est une collection finie de cercles. SBiun voisinage tubulaire dg paramétré par : S x [—¢, +¢] — T
de sorte queg : S — S soit 'identité etSo N T = (Co x [—¢, +¢]). On choisit un cercl& c Co qui
borde un disqued C S tel quedD = D N Co = C. On remplace alors le cylindre(C x [—5, 4+5]) par

deux disques (D x {—35,+5}). Le résultat est un systeme de sphéfgdont l'intersectionCy := 51N S
a une composante de moins. Par récurrence on arrive & un systéme de Splietedisjoint des.
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Supposons de plus queet Sop munies de coorientations cohérentes. La chirurgie prafiutvec une
coorientation cohérente induite p8g. On définit alors la 3-variét®|S*|Sq := (VIST) N (V|S). Les
choix dans la construction d&. ne changenV|S+|Sa“ gu’en découpant ou recollant des 3-cellules. En
particulier la cléture connex(eV|S+|Sa“) est bien définie. On obtient ainsi un découpage en quatre :

V=(VISTISE) 8 (VISTISg ) 8 (VISTISG ) #(VISTISy ).
Le théoreme suivant dit que ce découpage est invariant par des isotopiestdke So. Ce résultat et

surtout sa preuve sont une version d'isotopie du théoreme d’Alexander-Schdnflies; en effet, ce dernier
s’obtient comme cas particulier.

THEOREME 13. — SoitV une3-variété contenant troi2-sphéres séparantes coorientégsSg, 51 de
sorte queSp et S; soient transverses &. Si Sy et S1 sont isotopes, anr$V|S+|Sa“) = (V|S+|Sf).

Esquisse de démonstrationSeit ¢ : [0, 1] x SZ — V une isotopie entréy = ¢o(S?) et S1 = ¢1(S?).
Aprés une petite déformation de fixant ¢g et ¢1 on peut supposer que toute sphére= ¢,(S?) est
transverse &, sauf pour un nombre fini de parameétres critiques. On peut supposer de plus que toute sphere
critique S; est tangente & en un seul point non-dégénéré.

Pour tout paramétre réguliere [0, 1] on considére la variétéf, := V|S|S;". Il est clair queM, est
difféomorphe M, si I'intervalle [a, b] est sans parameétres critiques (et que I'on fait des choix uniformes
en effectuant la chirurgie su). Pour un parameétre critiqudl faut distinguer plusieurs cas selon le type
du point critique et les coorientations deet desS,. Au total, quatre transformations sont possibles :

— oules variétéas, . et M, . sont difféomorphes,

— ou elles différent par I'addition d'une 3-cellule comme nouvelle composante,

— ou elles different par le recollement d’'une 3-cellule & une 2-sphére du bord,

— ou elles différent par le découpage le long d’un disque proprement plongé et séparant.

Dans tous les cas leurs cl6tures connexés ) et (M;. ) sont difffomorphes, d’ou la conclusion

Enfin nous en déduisons le corollaire suivant, ce qui acheve la démonstration du Lemme 11.

COROLLAIRE 14. — SoientV une3-variété etS c V une2-sphére séparante coorientée. Si un nceud
Ko dansV|S* est équivalent &1 dansV|S—, alors il est local.

Démonstration. -Soit Sp C V|ST une copie paralléle d§ située du coté positif et munie de la méme
coorientation. Ceci entrain€|S~|S§ = ¢ alors queV|[S*|S§ = V|S; contientKg. Par hypothése il
existe une difféotopi@ : [0, 1] x V — V avecdg = idy telle qued1Kg = K1 Soit contenu dan¥|S~.

On peut supposer que la 2-sphé&e:= ®15p est transverse &. Grace au théoreme précédent on a
<V|S‘|Sf) = (V|S‘|S{{) ~S3, doch|S‘|Sf est une collection de 3-sphéres trouées. Comme le nceud
K1 est contenu danB|S—|Sf, il est local dand/|S~. Symétriguemenk est local dang/|ST. O
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