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Abstract Birman, Ko and Lee have introduced a new mon8ifl—with an explicit presentation—
whose group of fractions is the-strand braid grou@B,. Building on a new approach
by Digne, Michel and himself, Bessis has definedual braid monoid for every finite
Coxeter type Artin—Tits group extending the type A case. Here, we give an explicit
presentation for this dual braid monoid in the case of types B and D, and we study the
combinatorics of the underlying Garside structuriescite thisarticle: M. Picantin, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 843-848. 0 2002 Académie des sciences/Editions
scientifiqgues et médicales Elsevier SAS

Présentations pour les monoides de tresses duaux

Résumé Birman, Ko et Lee ont introduit un nouveau monoi—avec une présentation
explicite—dont le groupe de fractions est le grodpe des tresses & brins. Suivant une
nouvelle approche proposée avec Digne et Michel, Bessis a défini un monoide de tresses
dual pour tout groupe d’Artin—Tits de type de Coxeter fini généralisant le cas du type A.
Ici, nous donnons une présentation explicite de ce monoide de tresses dual pour les groupes
d’Artin—Tits de type B et D, et nous étudions la combinatoire des structures de Garside
sous-jacentegour citer cet article: M. Picantin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002)
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Version francaise abrégée

Birman, Ko et Lee introduisent dans [2] un nouveau monoide pour les groupes de tresses (de type A)
avec une présentation explicite. La question de possibles généralisations se pose naturellement. Une bonne
notion pour I'étude de ces nouveaux monoides de tresses (mais aussi de monoides pour les groupes de
tresses des groupes de réflexions complexes, pour les groupes d’entrelacs, etc.) est celle de monoide
de Garside, introduite par Dehornoy et Paris dans [12] et exploitée dans [3,4,7,9,10,13, 18£8} :
un monoide de Garside si M est un monoide simplifiable, admet des ppcm a droite et & gauche et admet
un éément de Garside défini comme un élément dont les diviseurs a droite et & gauche coincident,
engendrentV/ et sont en nombre fini. Les diviseurs de I'élément de Garside minimal sont appelés les
ééments simples de M ; muni des opérations ppcm et pgcd, I'ensemble des éléments simples est un treillis
fini. Les monoides de Garside se plongent dans leurs groupes de fractions, ont de bonnes formes normales,
des structures automatiques explicites, etc. Le critere donné dans [10] permet de décider si une présentation
de monoide est celle d’'un monoide de Garside : il consiste en la vérification de conditimrspiiéude
et decube et de I'existence d’'un élément de Garside.
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Dans une présentation (de monoide)ysi ..., w, sont des mots, nous €crivohsy, ..., w,] pour la
famille de relationsvywy = wowz = - - - = wp_1w, = wpwy (Compatible avec le symbole du commutateur
dans une présentation de groupe).

Le principal résultat de [2] peut s’énoncer comme suit : le sous-mom¥ige,—1) du groupe de tresses
d’Artin—Tits B(A,—1) engendré par les tress@s = (,—1- - 05+1)05(0y—1 -+ ~ax+1)_1 pourn>t>s>1
(ou leso; sont les générateurs du monoide classBflied,,_1)) admet la présentation (1) : ¢’est un monoide
de Garside, dont le nombre de simples est-leme nombre de Catalaud(r le Tableau 1).

Suivant une nouvelle approche proposée avec Digne et Michel dans [4], en généralisant le cas du type A,
Bessis définit dans [3] un monoide de tresdged B*(T) pour tout groupe d’Artin-Tit8(7') de type de
Coxeter fini T, comme étaie monoide de Garside dont le treillis des simples est le treillig-divisibilité
d'un élément de Coxeter du groupe de Coxeter associé e8t définie relativement a la longueur en
réflexions (une preuve combinatoire de la propriété de treillis pour le type D a depuis été détaillée dans [5]).

Nous montrons dans cette note que le monoide de tresseBdil) admet la présentation (4), tandis
que le monoide de tresses d&il D,,) admet la présentation (7). Les preuves consistent a montrer que le
sous-monoide du grou® B,,) (resp.B(D,)) engendré par les générateurs définis par (3) (resp. par (6))
admet la présentation (4) (resp. (7)) en utilisant les diagrammes de tresses des Figs. 1 et 2 (resp. 3 et 4), et
que cette présentation est celle d’'un monoide de Garside, dont I'élément de Garside minimal a pour image
un élément de Coxeter dans le groupe de Coxeter associé.

Une approche analogue a celle de Birman, Ko et Lee [2] permet de montrer que les éléments simples
de B*(B,) et B*(D,) sont en bijection avec les partitions non-croisées correspondantes que Reiner
définit dans [19]. Le Tableau 1 donne le nombre d’éléments simples pour les monoides de tresses duaux,
rassemblant les résultats théoriques pour les types A, B,dddles résultats obtenus par le calcul—utilisant
le progiciel CHEVIE de GAP [20]—pour les types exceptionnels (le résultat du calcul paparait déja
dans [3]).

1. Introduction

Birman, Ko and Lee introduced in [2] an alternative monoid for braid groups (of type A) together with an
explicit presentation of this monoid. The question of possible generalizations arises naturally. A good notion
for studying such new braid monoids (but also monoids for braid groups of complex reflection groups, for
link groups, etc.) is that of a Garside monoid, introduced by Dehornoy and Paris in [12] and further studied
in[3,4,7,9,10,13,16-18) is aGarside monoid if M is cancellative, admits right and left lcm’s and admits
aGarside element defined to be an element whose left and right divisors coincide, gendratel are finite
in number. The divisors of the minimal Garside element are calteg e elements of M; when equipped
with lcm and gcd operations, the set of simple elements is a finite lattice. Garside monoids embed into
their groups of fractions, they admit nice normal forms, explicit automatic structures, etc. Whether a given
monoid presentation is that of a Garside monoid can be decided using Dehornoy’s criterion of [10]: it
consists in the verification of somemmpleteness and cube conditions and of the existence of a Garside
element.

NOTATION 1.-Ina(monoid) presentatiowy, ..., w, being words, we writgws, ..., w,] for wiw, =
wowsz = -+ = Wp_1W, = wpw1 (Which is compatible with the commutator notation in a group
presentation).

PropPOSITION 1.1 ([2]). — The submonoid B*(A,—1) of the Artin—Tits braid group B(A,—1) generated
by a;s = (0y-1- - 05+1)05 (a,_1~-~as+1)_1 for n >t > s > 1 (where the ¢;’s are the generators for the
classical monoid B*(A,,_1)) admits the presentation

(ars < lars, agr,ap ) fOr t > s > r, [ags, arg) for (1 —r)(t —q)(s —r)(s —q) > 0); (1)
it isa Garside monoid, whose number of simple elementsis the n-th Catalan number (see Table 1).
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(i—1) terms (i—2) terms
PROPOSITION 1.2. — The submonoid of B(Z2(m)) generated by o1 and o; = (620102 ) (62010231
for 2 <i < m (where the o;’s are the generators for the classical monoid B (I2(m))) is presented
by (o;: [om,...,01]); itisa Garside monoid, denoted by B*(12(m)).

Building on a new approach by Digne, Michel and himself in [4], Bessis defined in [3], extending the
type A case, alual braid monoidB*(T) for every finite Coxeter type T Artin—Tits grou(7) to be the
Garside monoid whose lattice of simple elements istheivisibility lattice of a Coxeter element in the
associated Coxeter group, wherés defined with respect to the reflection length (a combinatorial proof of
the lattice property in the type D case has since been detailed in [5]).

2. Dual monoidsfor type B Artin—Titsbraid groups

In this section, we establish analogies of Propositions 1.1 and 1.2 for type B. The classical Biog®);yl
for the Artin—Tits braid groufB(B,,) admits the presentation

<11, 01,...,0,-1:01T101T1 = T101T101, 0;0;i410; = 0;410i0i4+1, 1 <i <n —2,
oioj=0j0;, 1<i+1l<j<n, rlaj=0j11,1<j<n>. (2)

We shall use the well-known fact thBt B,,) can be viewed as the subgrouBifA,,) of those braids whose
first strand is not braided. Let us introduce the followirfgnew generators:

—1
Qs = (01-101 -2+ - 0541)05 (07 -101—2 - - - O 4+1) forn>t>s>1,
71 andz, = oztlrlozt_ll forn>r>1, 3)

Bis = rs_la,‘m forn>t>s>1.

Braid pictures for new generators are displayed in Fig. 1 (a ribbon indicates some number of strands moving
in parallel, making some pictures easier to understand).

PROPOSITION 2.1. — The dual braid monoid B*(B,) admits the presentation

(g, Brss Tt = [atrs, Ts, Brs, ] fOr £ > s,
[ass, ctsr, ]y [Brss Asrs Berls [Quss Bsry Ber] fOrt >s > 71,
[ors, ], [T, or], [Bers Ts] fOr e >s5>r,
[atrs, @rgl, (s, Brql. [Brss rgl, [ig, srl. [Brgs esrl, [Big, Bsr] TOr e >s>r>q). (4)

Let us mention that Corran obtained similar explicit presentations [8].

Proof. —We first show that the submonoid &(B,) generated by the generators of (3) admits
presentation (4), and then that this submonoid is a Garside monoid by using the criterion given in [10].

(i) The type B braid isotopies displayed in Fig. 2 give on the one Rapndz, Bis, ti]forn >t >s>1
and on the other hang,,, «,, B;] for t > s > r. All relations in (4) are obtained similarly. Conversely,

not so tedious computations prove that the relations of (2) are consequences of those of (4).
(i) The completion algorithm of [11] can be successfully applied to presentation (4). We obtain:

BsrTs Brr = 0rOss Tr = BrsOlsr Tr = TrQlsr Olpy = T BrsClsy = Brr Ttz = Ty Prs sy,

fort >s>r,and
UrgQrsOsr Ty = ﬁsr,BtrOquTsy ,Btsasqasrft = ,qu/gtqatxfr, AprlrgUrs = Usqsrliq,

atrats,qu = ,Bsqasrﬁt(p ﬁtrarqﬁts = asqasrﬁt(p ,Btrarqats = ﬁsqﬂsrﬁtq’
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Figure 1. — Braid pictures for type B new generators.
Figure 1. — Diagrammes de tresse pour |les nouveaux générateurs de type B.
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Figure 2. — Type B braid isotopies.

Figure 2. — I sotopies de tresses de type B.

fort > s > r > g. Now, every relation in the complete presentation involves at most 4 distinct strands, so, in
order to prove local cube condition, hence, by homogeneity, global cube condition, it suffices to check local
cube condition of the complete presentation obtaine®faBs)—which is immediate with a computer.
Finally, we verify thats = o, ,—1---@2,171 iS @ Garside element, whose image in the associated Coxeter
group is a Coxeter elementd

Remark 1.— Another proof of Proposition 2.1(ii) is as follows. From [12, Theorems 9.2, 9.3 and 9.4], we
deduce that the monoB*(A,_1)? of elements fixed under the halfturn automorphisof B*(Az,_1) is
a Garside monoid. If the atoms Bf (A2,—1) are denoted by, for 2n >t > s > 1 (see Proposition 1.1),
the atoms OB*(Azn_1)¢ areda(u+iyi, An+j+i—1)(n+i)A(j+i—1yi forn>i>1andn > j > 2 (with indices
taken modulo 2 anda,; = a;5). Now, the map defined by, — a(,41)1 ando+1)i = Ant-14i) (1+i) A +1)i
extends to an isomorphism froB¥ (B,,) to B*(A2,_1)?.

3. Dual monoidsfor type D Artin—Titsbraid groups

We now consider type D. The classical monBit(D,,) for the Artin—Tits braid grouB(D,,) admits the
presentation

<rl, 01,...,0y—1:01T1 = T101, 027102 = T102T1, 0;0;410; = 0j4+10i0i+1, 1 <i<n —2,
oioj=0j0;, 1<i+1l<j<n, 110j=0j11,2<j<n>. (5)
Let us introduce the following(n — 1) new generators:
Qs = (01-101-2 - 0541)05(01-101 -2 -« 'Gs+1)_1 forn>t>s2>1,
Bri=(01-101—2- - 02)T1(01-101—2---02) + forn>1>1, (6)

Brs = as_ll,Btlasl forn>tr>s>1
We use the pictures for the type D braids introduced by Allcock in [1], see Fig. 3.
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Figure 3. — Braid pictures for type D new generators.
Figure 3. — Diagrammes de tresse pour |es nouveaux générateurs de type D.
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Figure 4. — Type D braid isotopies.
Figure 4. — | sotopies de tresses de type D.

PrROPOSITION 3.1. — The dual braid monoid B*(D,,) admits the presentation

<0lts, Brs : lous, o, derl, lous, Bsrs Brr] fOrt > 5>,
[Bess Qsrs Berls [Bers asal, [Birs Bsal fore>s>r>1,
[Brs, Br1 as1l, [Brs, o1, Bsal fore>s>1,
lors, argly o, Brgls [og, @sr ], [Big,asr] fOrt > s >r>gq,
(Bis, @rgl [Big, Bsrl fOrt >s>r>q>1,
[o1, Br1] for ¢ > l>. @)

Proof. — (i) Applying the orbifold move of [1], the type D braid isotopies displayed in Fig. 4
give [Bss, a1, Bs1] fort > s > 1. The rest of this part of the proof is as for Proposition 2.1.
(ii) As for the type B case, we have to complete presentation (7), and the completion algorithm gives:

Atrlypglts = UsqUsrUtg, atratsﬁrq = ,Bsqasrﬁtq , ,Btsatqasr = ﬂrqﬂtrﬂsq’
fort >s>r>gq,

atqaqlatratsﬂql = ,Bsrﬁslarqaslﬂtq» ,Btrarqﬁts = asqasrﬂttp ,Btrarqats = ,Bsqﬁsrﬂtq»

fort>s>r>qg>1,
a1 Br1 = BorBs1s1Birs ar10s Br1 = Bsras1PBirs BrsBridtsror1 = oyr0t1005Br1,

BrsBridsy = ar1051B:r, BrsBrictsror1 = By Bs1s1Brr, Briarioes = BsrBsiBrr,

fort > s >r >1,andu o181 = Brs Bricsr fOrt > s > 1. Now, every relation in the complete presentation
involves at most 4 distinct strands plus possibly the first strand, so, as in the type B case, checking local cube
condition of the complete presentation given Bi(Dg)—which is also immediate with a computer—is
sufficient to prove global cube condition Bf (D,,) for everyn. Finally,§ = o, —1 - - - @2,182,1 is a Garside
element, whose image in the Coxeter group is a Coxeter element.
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4. Combinatoricsof thedual Garside structures

Birman, Ko and Lee showed in [2] that the simple elements of the dual braid m8ioid,—1) are in
one-to-one correspondence with the non-crossing partitions of the intdgee also [4]). An analogous
approach allows us to prove that the simple elementB*@B,) and B*(D,) are in bijection with the
corresponding Reiner’'s non-crossing partitions of [19]. Table 1 gives the number of simple elements for the
dual braid monoids, gathering theoritical results for A, B, D antypes and computational results—using
the package CHEVIE of GAP [20]—for exceptional types (the computationddir& appeared in [3]).

Table 1. — The number of simple elements in classical and dual braid monoids.
Tableau 1. — Le nombre d’ éléments simples dans les monoides de tresses classiques et duaux.

Type An By Dy, H3  Fy Hy Eg E7 Eg I2(m)
Classical (n+1! 2'n!  2'~lal 120 1152 14400 51840 2903040 696729600 m 2
bual () () (3)-(37)) 32 105 280 833 4160 25080 m +2

Acknowledgements. The author wishes to thank Emilie Lebarbier, Neil Sloane, Frangois Digne, David Bessis
and Jacques Tits for valuable help, comments and suggestions.

References

[1] D. Allcock, Braid pictures for Artin groups, ArXiv:math.GT/9907194, Trans. Amer. Math. Soc., to appear.
[2] J. Birman, K.H. Ko, S.J. Lee, A new approach to the word and conjugacy problems in the braid groups, Adv.
Math. 139 (1998) 322-353.
[3] D. Bessis, The dual braid monoid, ArXiv:math.GR/0101158.
[4] D. Bessis, F. Digne, J. Michel, Springer theory in braid groups and the Birman—Ko-Lee monoid,
ArXiv:math.GR/0010254.
[5] T. Brady, C. Watt K (;r, 1)’s for Artin groups of finite type, ArXivimath.GR/0102078, Geom. Dedicata, to appear.
[6] E. Brieskorn, K. Saito, Artin-Gruppen und Coxeter-Gruppen, Invent. Math. 17 (1972) 245-271.
[7]1 R. Charney, J. Meier, K. Whittlesey, Bestvina’s normal form complex and the homology of Garside groups,
ArXiv:math.GR/0202228.
[8] R. Corran, Personal communication.
[9] P. Dehornoy, Braids and Self-Distributivity, Progress in Math., Vol. 192, Birkhauser, 2000.
[10] P. Dehornoy, Groupes de Garside, ArXiv:math.GR/0111157, Ann. Sci. Ecole Norm. Sup., to appear.
[11] P. Dehornoy, Complete positive group presentations, ArXiv:math.GR/0111275.
[12] P. Dehornoy, L. Paris, Gaussian groups and Garside groups, two generalizations of Artin groups, Proc. London
Math. Soc. 79 (3) (1999) 569-604.
[13] P. Dehornoy, Y. Lafont, Homology of Gaussian groups, ArXiv:math.GR/0111231.
[14] P. Deligne, Les immeubles des groupes de tresses généralisés, Invent. Math. 17 (1972) 273-302.
[15] F.A. Garside, The braid group and other groups, Quart. J. Math. Oxford 20 (1969) 235-254.
[16] Picantin M., The conjugacy problem in small Gaussian groups, Comm. Algebra 29 (3) (2001) 1021-1039.
[17] M. Picantin, The center of thin Gaussian groups, J. Algebra 245 (1) (2001) 92-122.
[18] M. Picantin, Petits groupes gaussiens, Ph.D. thesis, Université de Caen, 2000.
[19] V. Reiner, Non-crossing partitions for classical reflection groups, Disc. Math. 177 (1997) 195-222.
[20] The GAP Group, GAP — Groups, Algorithms, and Programming, V.4.2, 2000, http://www.gap-system.org.

848



