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On o Navier—Stokes equations on a bounded domain

Abstract We consider the Lagrangian averaged Navier—Stokes (L&N8guations in a bounded
domain ofR3. We prove global existence and uniqueness of solutions under the hypothesis
that the initial data belongs to(]jﬂTo citethisarticle: A. Valentina Busuioc, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 823-826. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
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1. Introduction

En 1993, Camassa et Holm proposent une nouvelle équation pour I'étude du mouvement d’'un fluide en
eau peu profonde [2]. Ces auteurs considerent I'équation d’Euler dans un domaine avec un bord inférieur
plan fixe, et un bord supérieur surface libre se prolongeant a I'infini dans les directions horizontales. Dans
cette équation on introduit une forme particuliére de solution, forme motivée par I'asymptotique usuelle du
mouvement en eau peu profonde. Ceci conduit aux équations de Green—Nahdi, qui sont hamiltoniennes.
De nouveaux développements asymptotiques peuvent étre effectués dans cette équation; ils conduisent,
par exemple, a I'’équation de Korteweg de Vries, ou encore a I'équation de Benjamin—Bona—Mahony.
L'idée nouvelle de Camassa et Holm a été de faire un développement asymptotique dans le hamiltonien
de I'équation de Green—Naghdi, au lieu de le faire dans I'équation elle-méme. Ensuite, I'équation est
retrouvée a partir du nouvel hamiltonien. lls obtiennent ainsi, le modéle suivant pour le mouvement en
eau peu profonde en dimension 1 :

Uy + 2kity — Uyyy + uny = Uty + Ullyyy. (D)
Les mémes auteurs et Kouranbaeva [8] remarquent que,kpeld, I'équation (1) décrit le mouvement
le long des géodésiques du groupe des difféomorphismes associé a la métrique donnée par | norme H
Misiolek [10] prouve le méme résultat pokie£ 0. A partir de cette remarque Holm, Marsden et Ratiu [7]
généralisent au cas de dimensions supérieures et au cas incompressible. Il suffit de faire la méme
chose en dimension, en considérant le groupe des diffeomorphismes qui conservent le volume (afin
d’assurer 'incompressibilité) et la métrique donnée par la norhe Hellp = (lull?; + e[ Vul|Z,)Y2.
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L'équation qui en résulte s’appelle équatioituler (LAE-), car les mémes auteurs I'obtiennent aussi par
l'intermédiaire d’'une moyennisation dans I'équation d’Euler; cette généralisation « mathématique » s’est
avérée aussi « physique ». Il est tout a fait remarquable de constater que cette équation est identique a celle
d’'un fluide non-newtonien, le fluide de grade 2 & viscosité nubh (1,4]) :
0y (u - aZAu) + Z(u - aZAu)jVuj +u- V(u - aZAu) =-Vp. 2)
J

Concernantles propriétés géométriques de cette équation, nous renvoyons a [7] et [9]. A partir de ce modeéle,
Chen et al. [3] proposent un deuxieme-nodele », en introduisant le facteur «viscosité ». Le résultat est
appelé équation Navier—Stokes (LANS¥) ou lex-modéle visqueux. La seule différence avec I'équation
a-Euler est que le modeéle visqueux contient le terme supplémentaire de viscoaité — v?Au).

Ce modele a été récemment étudié du point de vue de I'existence et I'unicité de la solution. Les premiers
a donner un résultat de ce type sont Foias, Holm et Titi dans [6]. Ces auteurs considérent le cas périodique
tridimensionnel et montrent I'existence et I'unicité globale de la solution, en supposant que la donnée
initiale est dans M Un probléme proche, sur un ouvert borné, est abordé par Marsden et Shkoller [9];
ils montrent I'existence globale et I'unicité de la solution, toujours en dimension 3, mais en supposant la
donnée initiale dans #H Ces résultats sont obtenus pour I'équation suivante :

u+u-Vu+U"u)=—vAu — (1—a2A)_1Vp, divu =0, (3)
avec les conditions au bord :

u=Au=0 surdQ, (4

ouU* () = a?(1 — o’ A) Ldiv[VuVu" + VuVu — Vu'Vu] et A = —PA est 'opérateur de StokeB est
le projecteur de Leray). Ce résultat est ensuite amélioré par Coutand, Peirce et Shkoller [5], qui montrent ce
méme résultat pour des données initiales H%. La preuve de Coutand, Peirce et Shkoller utilise la méme
forme d’équation ((3) et (4)) et consiste & faire une sorte de passage a la limite en approchant la donnée
initiale Hé par une suite de données initiale$ pbur lesquelles il y a existence et unicité globale par le
théoréme de Marsden et Shkoller.

Le but de cette Note est de donner une démonstration simple et directe de I'existence et de I'unicité
globales des solutions a données initialéﬁpdur I'équation LANSe (5) proposée par Foias, Holm et
Titi [6] ; les conditions au bord somt= du/dn = 0 (3/9n désigne la dérivée normale au bord).

2. Théoréme d’existence et unicité

Soit 2 un domaine borné et régulier #&. On noten le vecteur normal au bord e’H$2) I'adhérence
de I'ensemble des fonctions réguliéres a support compact@aguair la topologie de H(2).

Avec les notations classiques, le systeme d’équations qu’on se propose d’étudier est le suivant :
dv+u-Vo+3 ,v;jVuj—vAv=—-Vp, divu=0 dans, ©)
u=3=0 surdg,

ol I'on a définiv = u — «?Au ; les parametrea? et v sont strictement positifs. Commes’annule sur

le bord, les derivées tangentielles@sont nulles sur le bord. Par conséquent, comme la dérivée normale
deu est nulle sur le bord, il s’ensuit que tout le gradientdest nul sur le bord. Ainsi, nos conditions aux
limites consistent a dire que et toutes ses dérivées d’ordre 1 s’annulent sur le bord. Pour un champ de

vecteurs H cela se traduit par 'appartenance a I’espaéeﬂi.
Nous montrons le théoréme suivant :

THEOREME 2.1. —Considérons I’ éguation (5) dans le domaine 2. Pour toute donnée initiale ug de
divergence nulle et appartenant a H%(Q) il existe une unique solution globale :

u € L™(0, 003 H3(2)) NLZ(0, 005 H3(K2)).
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Remarquons que les conditions aux limites sont implicitement contenues dans la condition d’apparte-
nance de la solution a I'espacé&(D, oo; H%(Q)). Il est facile de démontrer des résultats meilleurs de
régularité pour la solution. Cependant, la régularité annoncée dans ce théoréme suffit pour donner un
sens a I'équation dans I'espace des distributions. En effet, le seul terme qui, a priori, n’est pas défini a cause
des dérivées d’ordre 3 deest le termer - Vv. Or on peut sortir les dérivées a I'extérietrvVv = div(u ® v)

et remarquer que ® v est bien défini dans I'espace des distributions don®v aussi.

La preuve de I'existence consiste a demontrer d’abord des estimations «a priori» et de passer ensuite a
la limite, en utilisant la methode de Galerkin. L'unicité se démontre immédiatement en remarquant que nos
conditions au bord permettent de faire les mémes intégrations par parties et donc les mémes estimations
gue dans article de Foias, Holm et Titi [6].

2.1. Estimations«apriori»

On multiplie I'équation (5) pat: et on intégre en espace. On obtienfg'a,v “u+ fQu -Vv-u+
> JoviVuj-u—v [ Av-u=0. Des intégrations par parties utilisantulle au bord montrent que :

o= [ (50— a2a)) u= 5wl
Ensuite, un simple calcul d’intégrations par parties utilisant seulemdatdivergence nulle et tangent au
bord montre que Jou - Vv-u+3; [ov;Vu;-u=0. |l reste a estimer + [ Av-u=— [ Au-u+
o? Jo AAu-u. Commex est nul au bord, le premier terme de la partie de droite peut facilement s'intégrer
par parties. On peut aussi intégrer par parties le deuxiéme terme et on remarque que tous les termes de bord
contiennent un facteur avec des composantesalede ses dérivées d’ordre 1. Par conséquent, ces termes
de bord sont nuls et I'on obtient finalement :

—/Av.uz/ |Vu|2+ot2/ |Aul?. (6)
Q Q Q

Or il est simple de voir que cette expression est une quantité équivalente a la néfje Gn peut faire
des intégrations par parties pour retrouver la norrieti bien utiliser le résultat classique d’ellipticité :
pour une fonctiory s’annulant sur le bord, la normé?lde f se majore par une constante fois la norme L
deAf.

On déduit finalement que :

1d 2 v 2
——lullfs + =llullf. <0,
2dt” [ CII e <
pour une certaine constar@e Apres intégration il vient :
2v [!
oy + 2 | e < luoky: ™)
d’'ou les estimations «a priori» suivantes :
”u”LOO(O,oo;Hé) < Cilluollpe, ”u”LZ(O,oo;Hg) < C2lluol|p1- (8)
2.2. Passagealalimite

On utilise une méthode de Galerkin standard. Soit
Xp={ue(Hy (@)% dvu=0} et H={ue (L)% divu=0, u-nlyo=0}.
On note pax-, -) le produit scalaire & Il existe une famille orthonormale et compléte de vecteuyrsels
que

wi € Xo et (wk,v)szkk(wk,v)H& Yv € Xo.
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On utilise cette base de vecteurs propres dans la méthode de Galerkin. On alférghde la forme
u (1) = p_q &kn(H)wy tel que :

d .
E(v”, wi> = —<u” - V", wi> —Z<U?Vu;z», w,->+v<Av”, w,-> Vie{l,...,n}, u"(0)= Puo; (9)

J

ou P, désigne la projection orthogonale sur I'espace engendrépar ., w,. On multiplie ensuite chaque
équation du systeme ci-dessus pal(¢) et 'on somme sur. Les mémes calculs que dans les estimations
«a priori» montrent alors que les estimations (8) sont vérifiéeg'p@m déduit en particulier que' existe
globalement). L'équation (9) implique aussi que :

oV =—P, (u" VU + Zv?Vu’} - vAv”).
J
On déduit immédiatement, a partir de cette relation et des estimationgd sgue d;u” est borné dans
L2(0, oo; H).
On dispose donc des bornes stiret 9,u". Le passage a la limite est maintenant standard et nous
permet d’obtenir & la limite un champ de vecteurs L> (0, co; H(£2)) N L2(0, co; H3(2)) qui vérifie la
formulation variationnelle de (5).

2.3. Unicitédela solution

Soientu et u deux solutions de I'équation (5) telles que&0) = u(0) et on posew = u — u. La
régularité dex implique facilement que les termas Vv + 3, v;Vu; — vAv appartiennent a I'espace
L2(0, 00; H™2(Q2)) ol on a noté H2() le dual de H(S). En appliquant le projecteur de Leray a (5) on
déduit qued,u appartient aussi & I'espacé (0, co; H=2(Q2)) et donc tous les termes de (5) sont dans cet
espace. Par conséquent, tous les termes de I'équatiwrsdat dans cet espace. On conclut que I'équation
pourw peut étre multipliée par des champs de vecteursde, bo; H%(Q)), en particulier paw. Dés que
I'équation dew est multipliée parw, on peut utiliser les calculs de Foias, Holm et Titi en remarquant que
nos conditions au bord permettent d’éliminer tous les termes de bord qui apparaissent. On aboutit ainsi a
lestimation suivante 3 [|w|Z, + Cllwl|Z, < CllwlZ; (lullZ, + 17]122).

Aprés application du lemme de Gronwall on trouve gue 0 ce qui achéve la preuve.
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