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The starting point for non-commutative pointwise ergodic theorems is a result of Lance [9], who proved
that ergodic means associated with an automorphisnwofiaite von Neumann algebra converge almost
uniformly. Lance’s ergodic theorem was extensively extended and improved by Conze, Dang-Ngoc [3] and
Kimmerer [8], among many otherse¢ [5] for more references). On the other hand, Yeadon [13] proved a
maximal ergodic theorem in the preduals of semifinite von Neumann algebras. Yeadon’'s theorem is a certain
maximal ergodic inequality of weak tyfi#&, 1), which is the ergodic analogue of the same kind of maximal
inequality of weak typg1, 1) for non-commutative martingales obtained previously by Cuculescu [4].
Motivated by the recent development of non-commutative martingale inequalities, in particular a proper
formulation of Doob’s maximal inequality for non-commutative martingales established in [6], we are lead
to the investigation of maximal ergodic inequalities in non-commutatjspaces.

To state our main results we first need to set up the right framework. Throughout this Note we will use
the following notationsM will always denote a semifinite von Neumann algebra, equipped with a normal
semifinite faithful tracer. The associated non-commutativg-space is denoted by, (M, T) or simply
by L,(M) (1< p < o0). Recall that the elements in, M) are measurable operators with respect to
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(M, 7). LetT : L1(M) + Lo (M) — L1 (M) 4 Lo (M) be a linear mapping which might satisfy some of
the following properties
(I) T isacontractionon (M) (1< p<oo): [Tx|l, < lxllp, ¥Vx € Ly(M);

(I T is positive:Tx >0 if x > 0;

(1) T is selfadjoint on k(M);

(IV) T is 2-positive: ids, ® T is positif (M2 being the 2< 2 matrix algebra).

The properties (1) and (II) will be essential for what follows. We will sometimes asstimaso
satisfies (I1) or (IV). Then we set

1 n
My(T) () =~ > TH@).  x eLi(M) + Loo(M).
k=0

The following is our main result. As usual, the lett&rs, C’, ... denote positive constants depending
only on p, andC an absolute constant.

THEOREM. —Let 1 < p < oo and T bea linear mapping satisfying (1) and (11) above.
(i) Thenfor any x € L,(M) withx > Othereisa € L, (M) such that

lall, <Cplixll, and M,(T)(x)<a, VneN.

Moreover, C, < Cp?(p — 1)~? and (p — 1)~2 isthe optimal order of C,, for p — 1.
(i) If additionally T satisfies (Ill) , then for any x € L ,(M) with x > Othereisa € L , (M) such that

lall, <Cplixll, and T"(x)<a, VneN.

This is the non-commutative analogue of the classical maximal ergodic theorem in commutative
L ,-spaces. Note that the optimal order of the cons@pnin the part (i) above is different from that in
the commutative case, which(g — 1)~ asp — 1.

As in the commutative case, this theorem also holds for all elementg ©¥1) (not only the positive
ones). In fact, the part (i) above is equivalent to the following. Foramyl ,(M) with x > 0 there are
positivea € L ,(M) and positivey, € M (n € N) such that

lall, <Cplixllp,  lyalloo <1, Mu(T)(x)=a"?y,a'/?,  ¥neN.

This is then easily extended to alk M, namely, forany € L ,(M) there arer, b € L, (M) andy, € M
(n € N) such that

lallzpllbllzp < Cpllxlp,  lynlloo <1, Mu(T)(x) =ayab, VneN.

Using thel-valued non-commutative J-space L, (M; [») introduced in [10] and [6], this last statement
can be reformulated in the same form as in the commutative case, that is,

(M), 50/l mtin) < Cpllxllp. Vi €Lp(M).

Also note that if additionallyy > 2 andT satisfies (V) above, the part (i) can be strengthened as follows.
For anyx € L ,(M) there arez € L ,(M) andy, € M (n € N) such that

lallp < Cpllxllp,  Mynlloe <1, Mu(T)(x) =yna, VneN.
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All preceding comments equally apply to the part (ii) of the theorem above. As usual, these results imply
the corresponding pointwise ergodic theorems.

1. Introduction

L'objectif de cette note est d’obtenir 'analogue non commutatif du théoréme ergodique maximal
classique dans les espaceg Lsuels. Rappelons que le premier théoréme ergodique ponctuel non
commutatif remonte a Lance [9], qui a obtenu une version non commutative du classique théoréme
ergodique ponctuel de Birkhoff pour les automorphismes d’une algébre de von Neunfaia (cf. [5]
pour des travaux ultérieurs). D’autre part, Yeadon [13] a démontré une inégalité ergodiqgue maximale
de type(1,1) faible dans les préduaux des algébres de von Neumann semifinies, en s'inspirant d’'une
inégalité analogue pour les martingales non commutatives obtenue auparavant par Cuculescu [4]. Motivés
par le développement récent des inégalités de martingales non commutatives, surtout par I'analogue non
commutatif de la classique inégalité maximale de Doob établi dans [6], nous sommes conduits a considérer
des théoremes ergodiques maximaux dans les espgaasnicommutatifs (k p < oo).

2. Inégalités ergodiques maximales

On maintient toutes les notations introduites précédemment. En particMieest une algébre de
von Neumann semifinie, munie d’'une trace normale semifinie fidelet 7 : L1 (M) + Loo(M) —
L1(M) + L (M) une application linéaire. Rappelons d’abord le théoréme ergodique maximal de Yeadon.
Si T vérifie (1) et (Il), alors pour touk € L1(M) avecx > 0 et touti > 0O il existe une projectioa € M
telle que (avee™ =1—¢)

r(eL)g@ et e(Mu(T)(x))e<r, VneN.

Notre premier résultat est une inégalité ergodique maximale de(pp® .

THEOREME 1. —Soient 1 < p < oo et T veérifiant (1), (II). Alors pour tout x € L,(M) avec x > 0l
existea € L ,(M) tel que

lallp <Cplixll, € Muy(T)(x)<a, Vnel;

deplus, C, < Cp?(p — 1)~2 et (p — 1)~2 est I'ordre de grandeur optimal de C,, pour p — 1.

Ce résultat est 'analogue non commutatif du classique théoreme ergodique maximal dans les gspaces L
usuels £commutatifs). Rappelons que dans le cas commutatif 'ordre de grandeur optimal de la
constanteC), ci-dessus estp — 1)~1 quandp — 1. Il y a donc une différence entre le cas commutatif
et le cas non commutatif en ce qui concerne la grandeur de cette constante. Remarquons que le méme
phénoméne apparait pour les inégalités maximales de marting&lg3)(

Comme dans le cas classique, le Théoréme 1 est aussi valable pour tous élémentside Rlus
précisément, on a I'assertion suivante : avec les hypothéses du Théoréme 1, pow tguiM) il existe
a,bela,(M)ety, e M (neN)tels que

lallzpllbllzp < Cpllxlip,  Iyalloo <1, Mu(T)(x) =ayab, VneN.

Six > 0, on peut choisit, b et y, vérifiant de plust =5 > 0 ety, > 0. On peut alors voir facilement que
cette derniere assertion est équivalente au Théoreme 1. Utilisant les espilegd L) introduits dans [10]
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et [6], I'assertion ci-dessus peut se reformuler exactement de la méme fagon que dans le cas commutatif :
(M), 50/l (i) < Cplixllp, Vx €Lp(M).

Si on suppose de plus que> 2 et T vérifie (IV), le Théoréme 1 peut étre renforcé comme suit : pour
toutx € L, (M) il existea e L ,(M) ety, e M (n € N) tels que

lally < Cplixllp,  Nynllo <1, Mu(T)(x) =yna, VneN.

La preuve du Théoréme 1 se base sur l'inégalité maximale de b faible de Yeadon citée
précédemment. Dans le cas commutatif, cette déduction est immédiate grace au théoréme d’interpolation
de Marcinkiewicz (remarquant que le cast: co est trivial). Cependant il n’est pas clair que les espaces
Lp(M; 1), 1< p < oo, forment une échelle d'interpolation pour la méthode réelle. On a néanmoins un
analogue du théoréme d'interpolation de Marcinkiewicz pour ces espaces, qui a son intérét propre. On
désigne par p(/\/t) le cone positif de I, (M).

THEOREME 2. —Soit S = (S,)»>0 une application qui envoie le cone positif de L1(M) + M dansle
cone des suites d’ opérateurs mesurables positifs. On suppose que
(1) S est sous-additive: S, (x +y) < S, (x) + S, (y) pour tout n € N;
(i) S est detype (1,1) faible: pour tout x € LT (M) et tout » > O il existe une projection e € M telle
quer(el) < Collx|l1/A ete(S,(x))e < A pourtoutn e N;
(iii) S est detype (00, 00) : sup, IS (*)]lec < C1llx |l pOUr tout x € LE (M).
Alors S est detype (p, p) pour tout 1 < p < oo : pour tout x € L;g(/\/l) il existea e L;,“(M) tel que

lall, < Cplixll, € Sy(x)<a, Vn eN,

ol C,, est une constante dépendant de p, Co €t C1.

Contrairement au cas commutatif, la preuve du Théoréme 2 est assez compliqguée. Une étape
intermeédiaire importante est l'inégalité maximale suivante. Sqit(IM) I'espace de Lorentz non
commutatif (1< g < 00). Alors pour toutx € L;1(M) il existea € L;;(M) tel que

lally < Cqlixllyr €t Sp(x)<a, Vnel.

En utilisant le Théoréme 1 et adaptant la méthode développée par Stein [11,12] dans le cas classique, on
obtient une inégalité maximale sur les puissanceg deT’ est de plus autoadjoint sup(M).

THEOREME 3. —Soient 1 < p < oo et T vérifiant (1), (I1) et (I11) . Alorspour tout x € L ,(M) avecx > 0
il existea € L ,(M) tel que

lallp <Cplixll, € T"(x)<a, VneN.

Tous les commentaires juste apres le Théoréme 1 (sauf celui sur la codstpat@ppliquent également
au Théoreme 3.

Par discrétisation, les Théoremes 1 et 3 sont aussi vrais pour les semigroupes de contractions positives.
Soit (T;);>0 un semigroupe de contractions positives sytA4) pour tout 1< p < oo avecTp = id. On
suppose quél;), >0 est fortement continu surJ(M). On pose alors

t
M’(T’)(X)Z%/o T.(x)ds. >0,
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COROLLAIRE 4. —Sous ces hypothéses on a | es assertions suivantes.
(i) Pour tout x € LI(M) ettout A > O il existe une projection e € M telle que

T(EL)<@ et e(M/(T)(x))e<r, Vi>0.

(i) Pour p>lettoutx €L} (M)il existea € L} (M) tel que
lallp < Cpllxll, e M(Ti)(x)<a, Vi>D0.

(iif) On suppose de plus que tout 7; est autoadjoint sur Lo(M). Alors pour p > 1 et tout x € L;;(M) il
existea € L} (M) tel que

lall, < Chlixll, & T,x)<a, Vi>O.

3. Convergence presque uniforme

Comme d’habitude, un théoréme ergodique maximal entraine le théoreme ergodique ponctuel corres-
pondant, c’est-a-dire, la convergence presque partout des moyennes. On rappelle d'abord la version non
commutative de la convergence presque partout au sens de Icar{&§) ( Soientx, x, € L ,(M). On dit
quex, converge vers (resp. bilatéralement) presque uniformément si pourdcu0 il existe une projec-
tion e € M telle quer (et) < & etlim, || (x, — x)eloo = O (resp. lim, le(x, — x)e|loo = 0). On définit de la
méme facon la convergence presque uniforme (bilatérale) pour les fonctions a valeurg@eahs@n a
alors la conséquence suivante du Théoreme 1.

COROLLAIRE 5. —Avec les hypotheses du Théoreme 1 et 1 < p < oo, pour tout x € L,(M) les
moyennes M, (T)(x) convergent bilatéralement presgue uniformément vers un opérateur x dans Lp(M).
S deplusp > 2 et T vérifie (IV), la convergence a lieu presque uniformément.

Le Théoréme 3 implique, de méme, le corollaire suivant.

COROLLAIRE 6. —S0us les conditions du Théoreme 3, 7" (x) converge bilatéralement presgue unifor-
mément vers X pour tout x € L ,(M). S deplus p > 2 et T verifie(IV), alorsla convergencea lieu presque
uniformément.

Le Corollaire 5 étend donc le théoreme ergodique ponctuel de Yeadon dans toysiés. IDailleurs,
pour 1< p < oo, le Théoréme 1 permet de traiter des moyennes itérées, et donc s’applique a un nombre fini
de contractions positives. Par conséquent, le Corollaire 5 est aussi valable pour les moyennes successives
d’'un nombre fini de contractions positives. Signalons que ce n’est pas le cas du théoréme ergodique de
Yeadon. La méme remarque s’applique aussi aux Théoreme 3 et Corollaire 6.

Parallélement, le Corollaire 4 implique aussi des théoremes ergodiques ponctuels pour les semigroupes
de contractions positives.

COROLLAIRE 7.—Avec les notations et les hypothéses du Corollaire 4, on a les assertions suivantes.
(i) Soient1< p<ooetx el,(M).Alorsil existex € L,(M) tel que

tlim M (T;)(x) =x bilatéralement presgue uniformément.
— 00

(i) Soientl< p<ooetxel,(M).Alors

IimO M (T;)(x) =x bilatéralement presgque uniformément.
—
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(iif) S deplus T; est autoadjoint sur Lo(M) et 1 < p < oo, alors

tlim T;(x) =x bilatéralement presgue uniformément.

— 00

(iv) Onsupposedeplusque p > 2 et T; est 2-positif, alorstoutes les convergences dans (i)—(iii) ont lieu
presgue uniformément.

4. Exemples

On donne quelques exemples auxquels les Corollaires 4 et 7 s’appliquent.

(i) Soient(2, ) un espace mesures;) un semigroupe de contractions positives sp<k, 1) fortement
continu pourp < oo, et (N, o) une algébre de von Neumann semifinie avec une trace normale fidéle
semifinieo. On pose(M, 1) = Loo(R, ) ® (N, 0) et T; = S; ® id. Alors (7;) est un semigroupe de
contractions positives sur,l(M, t) fortement continu poup < oo, qui est complétement positif (et donc
2-positif).

(ii) Soit G un groupe discret, muni d’'une fonction de longueur ndtée Soit vN(G) l'algébre de
von Neumann dé&5, munie de sa trace canonique (qui est normale fidéle normalisée). On considére le
semigroupe associ& = exp(—t¢| - |). On suppose qué&; est une contraction positive sutV(G) pour
tout ¢ > 0. Il est alors bien connu qud;) s'étend & un semigroupe de contractions positives sur tout
L,(vN(G)), 1< p < o0. Les groupes libres et le groupe de permutations possedent ces propriétés; de
plus, pour ces groupes; est complétement positif.

(iii) Soient H un espace hilbertien réek:1 < ¢ < 1 et T'y(H) l'algébre de von Neumann de la
g-déformation sui, munie de sa trace canonique (qui est normale fidele normalisée). Il est connu que a
toute contractiorV : H — H correspond une application complétement positiv€) : T', (H) — 'y (H),
appelée seconde quantizationideOn posel; =T'(e™’ idg). Alors (T;) est un semigroupe de contractions
completement positives siif, (H), et il s’étend a tout L(I'y(H)), 1< p < oco. C'est le semigroupe de
g-Ornstein—Uhlenbeclct. [1,2]).

Cette note sera détaillée dans un article a paraitre.
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