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Résumé Dans cette Note, nous proposons une méthode d’'éléments finis avec hybridisation frontiére
pour les probléemes de contact avec frottement. Dans le probleme de point-selle discret, les
cOnes convexes associés aux contraintes normale et tangentielle sont constitués de fonctions
continues et affines par morceaux vérifiant des conditions affaiblies de négativité sur la zone
de contact. Une estimatianpriori optimale est établie dans ce cas. Des essais numériques
confirmant les résultats théoriques sont préseRts. citer cet article: L. Baillet, T. Sassi,
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Finite element method with Lagrange multipliers for contact
problems with friction

Abstract In this Note, we propose a finite element method with Lagrange multipliers in order
to approximate contact problems with friction. The discretized normal and tangential
constraints at the candidate contact interface are expressed by using continuous piecewise
linear Lagrange multipliers in the saddle-point formulation. An optimal error estimate is
established and several numerical studies corresponding to this choice of the discretized
normal and tangential constraints are achievicite this article: L. Baillet, T. Sassi,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 917-922. O 2002 Académie des sciences/Editions
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Abridged English version

In the theory of variational inequalities, problems involving contact and friction conditions are a
permanent growing interest in many physical fields: hydrostatics, thermics, solid meclsagj@$)( Finite
elements are the most currently used methods for the approximation of contact problems involving friction
(see[9] and references therein). In the primal variational formulation (where the displacement is the only
unknown of the problem), the discretized noninterpenetration conditions constitute the key point of the
approximation model. This condition can be relaxed and expressed in a weaker sense [4,10].
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In this Note we propose another strategy which treats the normal and tangential stresses on the contact
zone by Lagrange multiplier methodee[8]). The saddle-point formulation of the continuous problem
is given by (7). Existence and unigueness of solution are given in [8]. In the discrete level, we assume
for simplicity that2 is polygonally shaped. For any given discretization paramieter0, let 7; be a
partition of 2 into triangles (or quadrangles) with a maximum siz& he finite element space usedins
given by (9). The contact zorig. inherits a regular familie of 1D-meshes dendfgs Then, we deal with
the finite element approximation of the saddle-point problem (7). The key point lies in the finite element
translation of the closed convex cones of Lagrange multipgtsind 2. Notice that we must distinguish
two independent problems arising in the building of the approximation model:

e the choice of finite element spaces (approximating/A(T.), L(I".)) for Lagrange multipliers,

e the choice of approximated non-negativity conditions incorporated in the definitit#t @ind 2.

In the second section, different well-posed finite element approaches are proposed in order to
approximate the the continuous problem (7). The discretized normal and tangential constraintsren
expressed by using either continuous piecewise liree((0)) or piecewise constargge(17)) Lagrange
multipliers in the saddle-point formulation. In both cases, optimal error estimates are given and several
numerical studies are achived.

1. Probleme continu et cadre fonctionnel

On désigne paf2 un ouvert borné dé&k? a frontiére lipschitzienne et par = (n1, n2) la normale
extérieure Q. On suppose que le bord est divisé en trois morceaux disjBints, etT'.. La partiel'y,
de mesure non nulle, est assujettie a des conditions de Dirichlet, le ldng wiee condition de Neumann
est prescrite df . est candidate & étre en contact avec un obstacle rigide. On suppdsgie = ¢. Cette
hypothése n’est pas restrictive et apparait naturelle dans les applications en ingénierie. Pour toutes données
f=(f1, fo) € (LAQ))? et g = (g1, g2) € (L3(T,))?, le probléme étudié consiste a trouver le champ de
déplacement = (u1, u2) et le tenseur de contrainegu) tels que :
dive(m)+ f =0 dans,
{a(u)n —g=0 surlg, 1)
u=0 surl’y,.
La loi de comportement élastique, avec les hypotheses habituelles de coercivité, est :

01j (W) = ajjknexn(u), avece(u) = :—ZL(Vu +Vau'). )
Pour introduire les équations sur la zone de coritacbn adopte les notations suivantes :
u=u-n+u-t, ocn=o,u) -n+oi(u)-t,
avec
on(u) =o0ij(mn;n;.

La notations = (—n2, n1) représente le vecteur unitaire tangeidta
Les conditions suF. sont les suivantes :

u-n<o, on(u) <0, op(w)u -n =0, 3)
lov(w)| < s, 4)
Si |at(u)’ < s alorsu -t =0, (5)
Si |o¢(u)| = s alors il existev > 0 tel quex - t = —voy (w). (6)

On désigne pas le seuil de glissement connu skif, s € L2(T.), s > 0. Les conditions (3) décrivent le
contact entre le solide et I'obstacle rigide et (4)—(6) traduisent la loi de frottement de Tresca.
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Pour obtenir la formulation variationnelle correspondant au probléme (1)-(6), on introduit le cadre
fonctionnel suivant :

2 1/2
V={ve (Hl(g))Z’ v=0surl,}, munidelanormev| = (Z ||W||a1(9)> )
=1

On utilise également I'espace des traces partiell#$(H,.). Le dual topologique de M2(T".) est noté
(HY2(T.))', le produit de dualité paf, -)1/2,r, et la norme duale induite suHY2(I",))’ par| - [|-1/2.r..
On noteM = M1 x M? le cdne convexe des multiplicateurs de Lagrange :

M= {u1e (HY2), ma>0surle},  M?={uzeL?(T,), |ual <ssurl}.

On pose :

a(u,v):/QA(x)a(u)e(v)dQ, OU A = (aijkh)1<i, j,k,h<2> L(v):/gfde—i—/r gvdrl,

g

b(m, v)=(u1,v~n)1/2,rc+/ wov - tdr.

La formulation hybride primale du probleme (1)—(6) s'écrit :
trouver(u, ) € V x M vérifiant
{a(u,v)—l—b(x,v):L(v), YveV, (7
b(p—A,u)<0, VumeM.
L'existence et l'unicité d'un couple de solutign, 1) € V x M du probléme (7) ont été établies dans [8],
Théoréme 1.2, pp. 108.

Remarquel. — Le probléme (7) est équivalent & la recherche de&K tel que [8] :
a(u,v—u)+/ s(lv-t/—|u-t))dl > L(v—u), YveK={veV,v-n<O0surl.}. (8)
r.

Par conséquent, gic K est la solution du probléme (8) alo@s, A) € V x M est solution du probléme (7)
OUA = (A1, A2) est défini par :

b(k,v):—<a(u)n,v>l/2’m—/r gvdl, VveV,
8

(-,)1/2,00 désigne le produit de dualité entre les deux espaceskhQ) et H/2(3Q).
On vérifie facilement quelo = —o;(u) sur I'.. Lorsque la solutionu est suffisament réguliere
(u € (H ()%, T > 3/2), on(u) peut étre définie ponctuellement; par suite= —oy, (u)|r,.

2. Probléme approché et estimation d’erreur

Afin d’approcher le probléme de point-selle (7), on suppose pour simplifie€oest polygonal. Pour
tout paramétrer > 0, on considére une partitioy, de Q en triangles (ou en quadrangles) de taille
maximaleh. La triangulation7;, est supposée réguliere au sens de [5]. Pour chaque éléraeht, Py (k)
désigne I'ensemble des polynémes de degré total inférieur ou ég@m pose :

Vi ={vy €C(RQ). Vk € Ty, vplc € P1lk), vilr, = 0}. 9)

La zone de contadt. hérite d’'un maillage monodimensionel n@i caractérisé par 'ensemble des noeuds
E={xo<x1<- - <Xym)-1<Xnmw} -On définit 'espace :

Wy (Te) = {onpr,, v € Vi) = W) x WA(TL), (10)

constitué de fonctions affines par morceaux ggret continues suf'.. On introduit ensuite les cénes
convexes fermés des multiplicateurs discrets :
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My* = {Mlh € Wi (To), / fann Al >0, Vi, € M,}}, (11)
Te

MP* = {MZh € Wi (T, / panyn dU —/ slynldI' <O, Vi, € Wﬁ(l“c)}, (12)
e d

ou M,} ={u1 € W%(FC), u1n = 0surl.}. Remarquons un;’* et M,?’* vérifient une condition affaiblie
de négativité suf. et queM,}’* X M,f’* 7M.
Le probléme discret associé au probléme continu (7) s’écrit :
trouver(uy, L) €V, x My, tel que
{a(uh,vh)+b(lh,vh)=L(vh), Vv, €V, (13)
b(py —An,up) <0, VY, € My.
Sous I'hypothés@, N T, = ¥, le couple d’espaced/;,, W, (I'.)) vérifie la condition Inf-Sup discréte
suivante yoir [6]) :
il existe une constantg > 0 indépendante deetelle que

inf sup b(vp, puy) = B. (14)
mpeW,(Te) v EV) !
lenll-1/20c=1 v, ||=1

Par suite le probleme (13) admet une solution uniqug i) (voir [8]). Pour simplifier on suppose que
I'; = . Lanalyse de la qualité de I'approximation repose sur le lemme suivant [2]

LEMME 1.- Soit(u, L) la solution du probléme continu ét;,, A,) celle du probléme discret. Alors,
pour toutv, e V, etu, €e My, ona:

aw—up,u—up) <aw—up,u—vp)+bA—py,up—u)+bA —Ap,u—vy)
+ b\ — py, u) +bAy — A, u). (15)
La majoration du Lemme 1 différe de celle figurant dans [6] pour le probléme de contact sans frottement.
Cette différence se traduit par I'apparition des multiplicateurs de Lagrange associés aux contraintes
tangentielles., et 1y, dans la forme bilinéairé(., -). Le choix deMzz,'l* (condition de négativité affaiblie)

et I'écriture des équations (4)—(6) sous la formiou - t + s|u - t| = 0 surl’; nous permet d'obtenir des
estimationsa priori optimales.

THEOREME 1 (voir [2]). — Sila solution(z, 1) du probléemé7) est telle quer € (H2(2))?; et si(uy, Ar,)
est la solution du probléme discrét3), alors il existe une constanté(u, s) > 0 indépendante dé telle
que:

lw —upll + 1A = Anll—1/2r, < Clu, )b, (16)
La constante” (u, s) dépend de la norme dge|| 42(q))2 €t de celle défs || 2r,)-

Remarque2. — L'estimation (16) reste valide lorsque on remplace I'espAlig€l’.) par I'espace des
fonctions constantes par morceat§ (I') (voir [2]) :

W) = {mn, mnlzizieal € Po(1zi, zigal), 0<i <N}, 17)
oUzo= X0, ZN(h)+1 =XN() €tpouri =1,..., N(h) — 1, z; désigne le milieu du segmept; _1, x;]. Les
cbnes convexes fermés sont alors définis par :

M;r® = { iy e W(T,), pan >0},

M,%O:{mheWS(rc), / mhwdr—/ sy dl <0, vwheWi(m}.
I'e

c
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Le couple d’espaced/y,, WE(FC)) ainsi défini est compatible au sens ou la condition (14) est vérifiée
(voir [1]). Le Théoréme 1 permet alors d’améliorer I'estimation d’erreur obtenue dans [8] pour cette
situation.

3. Résultats numériques

Dans cette partie, on étudie numériquement les performances des méthodes presentées ci-dessus pour
Mo, = M,}’O X M,f’o etMy, = M,}’* X Mf’*. Ces méthodes ont été implémentées dRIDSST2 (voir [3]),
un code d’éléments finis en dynamique explicite basé sur la méthode des multiplicateurs de Lagrange. Pour
ces tests numériques la loi de comportement utilisée est celle de Hooke pour des matériaux isotropes et
homogeénes :

E
oij(u) = Sijekk (u) + mgij(u)»

Vv
1-20)Q+v)
avecE =7 x 10* MPa ety = 0,3.

Le domaineQ2 est un rectangle de dimension 1,3 mm0,3 mm. La discrétisation est faite avec des
eléments finis rectangulaires de ty@e (cf. [5]) en déformations planes. L'origine de I'abscisse curviligne
est définie a partir du poin® dans le sens trigonométrique. On impose sur les paﬁket F,f un
déplacementtotal de;2 10~3 mm (voir Fig. 1). Le déplacement horizontal est nul El,;}r Le déplacement
vertical surl“,% est libre ce qui permet un décollement du corps déformable pour une abscisse supérieure
a 0,7 mm yoir Fig. 3). Le seuil de Trescaest égal a 200 MPa. Comme on ne dispose pas de solution

L
\

Figure 1. — Champ de déplacement vertical sur le maillage de référence.
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Figure 1. — Vertical displacement field on the reference mesh.
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Figure 2. — Taux de convergence des deux approches.
Figure 2. — Convergence rate of the two approaches.
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Figure 3. — Contraintes normales et tangentielles pour différents pas de discrétisation.
Figure 3. — Normal and tangential stresses for different discretization parameter

analytique pour notre probléme, I'errellar — uj, || est évaluée numériquement flares — 1y, || . La solution
de référence s est calculée sur un maillage de référence comportant 9678 éléments.

La Fig. 1 représente la composante verticalage Sur la Fig. 2 I'ordre de convergence des différentes
méthodes pour différents pas de discrétisati@st representé. Nous constatons que le taux de convergence
est similaire pour les deux approch&y, etMy,). Sur la Fig. 3, on peut constater que la contrainte normale
n'est pas négative sur toute l'interface, ceci est dd a I'utilisation des multiplicateurs de Lagrange faiblement
négatifsM,}’*. Néanmoins cette méthode permet d’'atténuer les singularités de la contrainte sur les bords [2].
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