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Résumé Nous considérons des théorémes limites d’un estimateur fonctionnel d’'une saisarnglité
perturbée par un processus réel a temps continu a représentation autorégressive Banach.
Nous construisons des régions de confiance poyra partir d’'une loi du logarithme itéré
compacte. Un estimateur par projectiorude et un estimateur de la dimension sont étudiés
dans le cas ou la saisonnalité) appartient & un sous espace de dimension fHaer citer
cetarticle: T. Mourid, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 909-912. 0 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Statistics of seasonality perturbed by time continuous processes with
autoregressive representation

Abstract We consider limit theorems for an estimator of a seasonality when it is perturbed by
a time continuous process admitting a Banach autoregressive representation. From the
compact iterated logarithm law we derive confidence regionga 9rin the Banach space
of continuous functions. Whem(-) belongs to a finite dimensional subspace, we study the
estimation ofa(-) by projection and we estimate the dimension when it is unkndien.
cite this article: T. Mourid, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 909-912. O 2002
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1. Introduction

Soit (22, A, P) un espace probabilisé complet(&, || - ||) un espace de Banach réel séparable muni de
sa tribu Boreliennds. On note£(B) I'algébre de Banach des opérateurs linéaires bornés défink sua
valeurs dang3, munie de la norme usuelle- ||, des opérateurs bornés [4]. Un bruit blanc banachique est
une suite de variables aléatoileg, n € Z) indépendantes identiquement distribuées définiesQuiA, P)
avaleurs dang vérifiantpourtout € Z: Ee, =0, 0 < E &, ||> = 02 < 0o. Une suite(X,,, n € Z) définie

sur($2, A, P) et & valeurs danB est un processus autorégressif banachique d'grdARB(p)), p € N*,
s'il existe des opérateuys, p2, ..., pp dansL(B), un bruit blanc banachique,) tels que :

Xn=p1Xp-1+p2Xp—2+--- +/0an—p +é&, P.S, (1)

ou I'opérateup,, est différent de I'opérateur nul. Dans [8] nous donnons une condition sur les opégateurs
pour que (1) admette une solution strictement stationnaire daridn processug = (¢§(¢), ¢t € R) a
temps continu admet une représentation autorégressive d’prdems I'espace de Banadh s'il existe
des opérateurs linéaires borngs pz, ..., pp sur B, un bruit blanc(e,, n € Z) a valeurs dan®3 et un
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nombres strictement positif tels que la suite des variables aléatoires a valeur8diafmies par :
Xu(t):=EmS+1), te][0,4], (2)

vérifient la relation (1). Dans [3], Chapitre 6.2 et [9] on trouve des exemples de processus a temps
continu admettant une représentation du type (1) et nous citons le processus d'Ornstein—Ulhenbeck. Dans
de nombreuses applications, le processus (&, ¢ € R) est p.s. a trajectoires continues et I'espace de
BanachB naturel est I'espace des fonctions définies et continuef0sé noté C= Cjo s ou encore les
espaces usuelg,.

Considérons un processus réglt), ¢+ € R) a temps continu admettant la représentation suivante :

n@) =a@)+&@1), tekR, (3)

ou a(-) est une fonction réelle déterministe continue périodique de pérode (£(¢), t € R) est

un processus réel centré presque slrement a trajectoires continues satisfaisant a la représentation
autorégressive (1) dans I'espagg s par I'intermédiaire de la relation (2). Le modéle (3) correspond a la
situation ot une saisonnalité périodique est perturbée par un processus aléatoire possédant une structure
particuliere qui est est supposée ici de la forme (1). Remarquons que le procggsus € R) n'est

pas en général stationnaire puisdti)()) = a(¢). Nous supposons que I'on dispose d’'une trajectoire du
processusg(¢) sur unintervallg0, 7], ouT est supposé un multiple de la périatdel” = nd. L'observation
den(r) surn intervalles successifs de longuéuengendrent v.a.Y, ..., Y, a valeurs dan§jg s; définies

par la relationY;(t) = n(ih +¢t), 0< ¢t <6, pouri =0,1,...,n — 1. Pour des problemes d’estimation

de la saisonalité(-) dans le cadre d’observations i.i.d. on peut citer par exemple [2,5,10,11]. Cependant
dans cette étude les vi.considérées sont des v.a. dépendantes et dytypélangeant [1]. Dans la suite
I'espace de Banach séparaBlsera I'espacé€|o s; muni de la norme infinie notée ||« et la représentation
ARB(p) sera notée ARG).

2. Résultats

Des théorémes limites pour la classe des processus vérifiant (1) sont dans [3], Chapitre 3-doat
dans [8] pour le cas général> 1. Nous en déduisons des théoremes limites pour le procegsust € R)
pour le casp > 1. Notons parY,, la moyenne empiriqueY, = (1/n)Y_7_; Y;. Nous avons le résultat
suivant.

PROPOSITION 1. —
(i) Si le processugé(r), t € R) admet une représentatioARC(p) centrée du typel) alors le
processusn(t) t € R) admet la méme représentatidiRC(p) du type(1) d’espérance.
(i) Y, estun estimateur sans biais de aYelt—> ap.s.

(iii) S'il existe une v.a.r. positivef de carrée mtegrable telle que
|eo(w, 5) — 0w, )| < M(@)|s —t], weQ, (s,1) €[0,1?,
alors
Vi(¥y—a) = N(0.(I—p1—p2 == pp) *Reo(I = p1—p2— = pp)* ),

ou R, est I'opérateur de covariance dg.
(iv) Sous I'hypothese dgii) et si E||ao||§j"‘ < 00, poura > 0, alors (Y,, n € 7)) vérifie la loi du
logarithme itéré compacte dalp s; :

Y, —
Iimood<—a, (I—pp—-— pp)_1K> =0 p.s,

/(2loglogn)/n

C _ Yu—a —(I—p1—-—p,) 1K
{( ﬁloglogn)/n),@s} I —p1 Pp) p.s,
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ou K est la boule unité de I'espace autoreproduisant associé au noyau de covariangg de
d(x,E) :=infyeg llx — ylloo Si x € Cio,51, E C Cpo,51, €t C{(x»)} désigne I'ensemble des points
d’adhérence dan€j s) de la suite(x,). En particulier nous avons

lim sup _ Xama | sup||(1 —p1— - — pp)"Xx|| . P-s.
n—oo ||/ 2l0glogn)/n ||~ xek g o

Remarquel. — La condition (iii) est une hypothése classique dans la théorie des théorémes centrale
limite et loi du logarithme itéré dans des espaces généraux [6,7]. Cependant dans les applications nous

pouvons s’assurer de cette régularitér sur les résidus obseépvest; — p1X,_1—p2X; 2 —---—ppXi—p,
i=1...,n.

Dans cette partie nous considérons I'espace de Baftgghy, || - o) muni d’'une base de Schauder
notée(e;, i € N). Désignons paB(xp, r) la boule de centreg et de rayonr > 0 dans(Cio,s1, || - lleo) €t

par P, le projecteur sur le sous espaEg engendré par les fonctionss, ..., ex), k € N*. Nous ferons
une étude ol nous supposons que la saisonnaliféappartient & un sous espace néig de Cjo 5 de
dimension finiekg connu. Nous introduisons donc la condition suivante :
Hi:a= Zf.‘ilf,-(a)ei, ou f;, i =1,..., ko, sont des fonctionnelles surd3; déterminées de fagon
unique telles quég, (a) #O.

Le modele (3) englobe alors certains modeéles de régression classiques [10]. En effet sous la condition
H1 le modéle (3) s’interpréte comme une régression sur les fonai#ens ., ex,) avec une perturbation
dutype ARGp) : (1) = 312, fil@ei(r) +£(1).

Le résultat suivant permet d'obtenir des régions de confiances pour la saisomglithans I'es-
paceCio,s). Nous supposons que les paramepigs. ., pp et|| R, ||, du modele (1) sont connus.

PROPOSITION 2. —Supposons que la conditiqiiv) de la Propositionl est vérifiee. Alors il existe
Qo C R, P() =1telquevw € Qo :
(i) VB>0,3IN(B,w), Vn = N(B, w) =

- /2logl
ac B<Yn(a)), 7ognogn (ﬁ + ||(I —pr— = pp)—1|| . ||R80||1/2)>~

(i) Sila saisonnalité a vérifie la conditidri1, alors Py, (Y,,) est un estimateur sans biais convergeant
presque slrement vers a et

1/2

lim sup [70(@) = Pio(Ya(@)]| . < A+ CD||(T = p1— - = o) L IR lI7> P,

n
n—oo \ 2loglogn
ouC1 =sup..y || Px|l est appelée constante basique de I'espgeg;.

Remarque2. — (1) Dans le résultat (i) si les opératepis.. ., p, et %20 sont inconnus, en utilisant des
estimateurs convergeantg;;, et &620,” =1/n)Y 0 I1Xi — p1Xica— - — ﬁpX,-_sz et a l'aide de la

relation|| Re,llz < E|eoll? = aj; nous pourrons considérer les régions de confiance empiriques suivantes :
VB > 0,V € Qo et pourn assez grand :
&60))

— 2loglogn R A y—1
a eB(Yn(a», VL (B4 [ === )
(2) Par le résultat (ii) on peut utiliser I'estimateBy, (Y ,) plutdt queY,, pour estimer la saisonnalité-).

(une étude est en cours).
Cependant I'estimateufy, (Y,) nécessite en plus le calcul de ses coefficients dans la base.( €ko)-

Le résultat suivant donne une loi limite pour I'estimateur de projection.
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PrROPOSITION 3. —Sous la conditiotds et la condition(iii) Propositionl nous avons
Vn(P(Yy) —a) = N,
n—0o0
oU est une v.a. gaussienne centrée d&fsde matrice de covariance

Peo(I —p1— = pp) TReg(I — p1— -+ — pp)* L Py

Nous supposons maintenant que la dimensgpdu sous espacgy, est inconnue et que Q kg < Ko,
ou Ko est un entier positif donné. Le résultat (ii) de la Proposition 2 permet de définir un estimateur de la
dimensiorkg en supposant que les parameies . ., p, et la norme| R, || sont connus. Posons

kn = min{ke{l,...,Ko}l
— _ 2logl
7o = P < (Lt CONRIZ( = pr oo ) 2y 22922 .

n

Remarque3. — (1) L'existence dé, découle du réqutat (ii) Proposition 2 : pouassez granﬁn existe
et vérifiek,, < ko. Pourn «petit» nous pouvons prendig = 1 quand il n’est pas défini.
(2) Quand les parameétres, ..., p, et | Ryl sont inconnus, nous pourrons considérer des estimateurs

convergeants des paramétres et en définissant un estimatdefacon similaire.
Le résultat suivant donne la convergence presque stitg de
PROPOSITION 4. —Sous la conditiond; et la condition(iv) Propositionl nous avons
lim k,=ko p.s.

n—00

Le résultat précédent permet de définir dans ce cas un estimateur de la saisafpalité
COROLLAIRE 5. —
P; (Y,) — a en probabilité.
n n—o00

Nous remercions les deux rapporteurs pour leurs suggestions constructives et les améliorations
proposées.
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