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Résumé Nous étudions la stabilité du fibré de Picard sur I'espace de modules de fibrés vectoriels
stables de rang et déterminant fixés, sur une courbe algébrique, irréductible, lisse, de genre
g > 2. Pour citer cet article: V. Savin, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 885-888.
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On the stability of the Picard bundle

Abstract We study the stability of the Picard bundle on the moduli space of stable vector bundles of
fixed rank and determinant, over an irreducible, smooth, algebraic curve of genis
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1. Introduction

Soit X une courbe algébrique, irréductible, lisse, de genee2, sur un corps algébriquement clos de
caractéristique zéro. L'espace de modules de fibrés vectoriels stablésdrirang > 2 et de déterminant
isomorphe & € Pic?(X) sera dénoté pdi (r, £). Si les entiers etd sont premiers entre eux, cette variété
est projective, lisse, de dimensiorf — 1)(g — 1), et il existe une famille de fibrés vectoriels, qu’on appelle
également fibré de Poincaré :

W—->XxU(rE)

vérifiant la propriété d’'universalité suivantéour toute famille E — X x S de fibrés vectoriels stables
sur X, derang r et déterminant isomorphe a &, paramétrée par un schéma noethérien S, il existe un
unique morphisme (appelé de classification) ¢: S — U(r, &) et L un fibré en droites sur S, tels que
E=(1x x 9)*W ® (ps)*L, ol ps désignela projectionde X x S sur S.

Les faisceaux de Picard sont, par définition, les images direk?¢g). W et R1(p). W, ou p est
la projection deX x U(r,&) surU(r,&). Sid/r > 2g — 2 alors, par le théoréme de Rimann—Roch,
RY(p)«W =0 et RO(p). W est un fibré vectoriel sul (r, £) de rangd + r(1 — g), appelé fibré de Picard.
Le probléme de la stabilité de°(p).W — U (r, &) étant canoniquement polarisé par le générateur ample de
PicU (r, £) = Z — est encore un probléme ouvert. Récemment, Brambila Paz, Gomez Gonzalez et Pioli [2]
ont montré quer®(p), W est un fibré simple. Nous démontrons que, sauf gotr2, d = +1 modr), le
fibré de Picard vérifie une condition d& —1/r)-semi-stabilité sut/(r, £). Plus précisément, on obtient :
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THEOREME 1.1.—Sd >r(2g—2)+ 1et (g, dmodr)) # (2, 1), alors pour tout sous-faisceau F de
RO(p). W, Iinégalité ci-dessous est satisfaite :

degF _ degR%(p).W) +1/r
rgF — rg(RO(p)W)

On remarque également que €U, d) — I'espace de modules de fibrés stables avec rang et degré fixés —
le fibré de Picard est stable par rapport au diviseur théta génénalis€3]).

Dans le paragraphe suivant nous étudions certaines propriétés des transformations élémentaires des fibrés
(0, 1)-stables (pour une définition de (&, [)-stabilité voir [4]), que nous utiliserons dans le troisiéme
paragraphe pour démontrer le Théoréme 1.1.

2. Transformations élémentaires

SoitV — X x T une famille de fibrés vectoriels siit, paramétrée paf. On dénotera pall V la famille
obtenue par une transformation élémentair&den un point fixéc € X. On rappelle que cette famille est
paramétrée par le fibré projecB{ V") I T, et que pouy € n‘jl(t), HYV, estle noyau de I'application
v, % O, — 0, induite parg.

Si V un fibré (0, 1)-stable surX de rangr avec deV = & ® O(x), alorsHV est une famille de fibrés
stables suiX, de déterminant isomorphesa et I'application de classificatiop : P(V¥) — U(r, &) est un
plongementyoir [4] ou [6]).

Soit U l'ouvert des fibréq1, 1)-stables ddJ(r, £). Compte tenu quér, d) = 1, U est un ouvert non-
vide, sauf peut-étre powr =2, d = +1 modr) (cf. [4]). On dénotera pa¥V — X x U la restriction de
W surX x U, par KW — X x POVY) la famille duale de la transformation élémentaire)tieet par
K2W — X x P(KW) la famille duale de la transformation élémentaireidd/. |l s’ensuit quek 2 est
une famille de fibrés stables skr de rang- et déterminantisomorpheaet soientp : P(KW;) — U(r, §)
I'application de classification &t € P(WVy). Alors ¢ est un plongement suryy,,(q) = P(H W, 1)), eton
noteralP(7) = ¢ (1 (q))-

PROPOSITION 2.1. — Pour tout fermé F C U(r, &) de codimension > 2, il existe g € POVY) tel que
COdin‘]}D(é)(F NPg)) = 2.

Démonstration. — On remarque tout d’abord que toutes les fibregdmnt de dimensior 2r — 2. En
effet, soitg € P(KW;). Si on noteg = gy (q) etg = myy(g), on obtient les deux suites exactes :

0— H(KW); — KW; —5> 0, -0,

0— HW; — W, -5 0, — 0

Sig e ¢p~X(V), alorskW; € Ext}(Oy, V*) et W, € ExtY(Oy, KW}). Puisque les familles de tansforma-

tions élémentaires paramétrées }BGW(’; ) et]P(W(’% ) sont injectives, on trouve :

dimg~H(V) <dimPEXt' (Oy, V*) + dimPEXt" (O, KW}) —2=2r — 2.

Par conséquent dign 1(F) < dimF +2r — 2 < (r2 — 1)(g — 1) + 2r — 4. D’autre part, Si on suppose
que codimg (F NP(g)) <1, Vg € POWV), alors¢p~1(F) coupe chaque fibre deg)y sur un fermé de
dimension> r — 2, et on obtient dirg~1(F) > dimPOV}) +r—2= (r2—1)(g — 1)+ 2r — 3. On aboutit
donc a une contradiction!

Afin d’étudier la stabilité du fibré de Picard, nous avons besoin de préciser son degré. Puigyael,
il existe des entierd € [1,r] et ¢ € [0,d] uniquement déterminés, tels qué — cr = 1. D’apres
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Ramanan [5], on sait qu'il existe: € Z tel que deW, = H®"+) vx ¢ X, ou H est le générateur
ample du groupe de Picard d€r, £). Sachant que le fibré de Poincaré est déterminé modulo tensorisation
par I'image réciproque d’un fibré en droites diitr, £), on peut supposer que d&t = H® — dans ce

cas on dit également que le fibré de Poincaré est normalisé. Alors, en utilisant les constructions de [5], on
vérifie facilement que :

deg(RO(p). W) = (c +1(1— g)) deg H). (1)
3. Démonstration du Théoréme 1.1

Nous nous intéressons tout d’abord aux restrictionweﬂw))*l(zw sur les fibres de k1. Compte
tenu de l'universalité dé&V, cela nous permettra de décrire les restrictions du fibré de Picard sur les sous-
varietésP(g) deU(r, §). Soitg € POVY), anrs;r,;%/V(Q) =P(HWg.x)) et surX x P(HW; x)) on a une
suite exacte qui découle de la définition des transformations élémentaires :

0— H(KWj;) — pxKW; — px(0x) ® pﬂ?)(HW@x))O(l) — 0,

ou O(1) dénote le fibré ample tautologique SAH W5 x)). En appliquant le foncteur image directe sur
la suite exacte duale, et compte tenu dii#V; est un fibré stable de dege— 1 > r(2g — 2), donc
ht(X, HW;) =0, on obtient :

0— HOX, HWg) ® Ortiw,,.,) —> (PP« K W5 —> O(=1) — 0.
Sachant quél(]P(HW@,X)), O(1)) =0, I'extension ci-dessus est triviale, et par conséquent :
(PR(HW )« K? Wi = HOX, HWg) ® Opyy ., ® O(=1).

Considérons maintenant un sous-faisc&ade R%(p),W. On supposera que le quotieR?(p), W/F est
sans torsion. D’apres la Proposition 2.1, on peut trogvefP(W;) et Z une droite erP(g) qui ne coupe
ni le lieu singulier deF, ni celui deR%(p), W/F. Notons dedF = § degH ets = rgF. Compte tenu que
¢ est un plongement sur les fibreszdg)y, nous allons identifiep—1(Z) & Z. Soientx, B des entiers tels
queH |z = Oz () etWxxz = K*W|xxz ® Oz(B). Alors F|, est un sous-fibré de degeé et de rang
de

R(p) Wiz = (HUX, HW;) ® Oz ® 02(-1)) ® Oz(B). )

On en déduit ques/s < . D’autre part, le degré du fibrB%(p), W|, peut étre calculé de deux maniéres
différentes, en utilisant les équations (1) et (2), ce qui entraine :

a(c+1(1-g) =deg RO(p)Wiz) = (W°(X, HWp) + 1) — 1= (d +r(1—g))p — L.

Sachant qued + r(1 — g))l — r(c +1(1 — g)) = 1, il s’ensuit qu’il existe un entiek > 0, tel que
a=k(d+r(l—g))+retp=k(c+1(1—g)) +1. Supposons que(F) > ,u(ROp*W). Alors :

ﬁ>8> c+idl-pg)

o /;/d+r(l—g)
d’ou on trouve les deux inégalités suivantes
o
1> —((d+r1-g)s = (c+11-g)s) >0,

>d+r(1—g)
s

1 (Bs —ad) > 0.
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Puisques = rg(F) < rg(R%(p)«W) =d +r(1— g), la deuxiéme inégalité entraine gde — «§ = 0. Alors
d+r(1—g)8—(c+1(1—g))s #0 etla premiére inégalité entrainez «, d’'ott k = 0. Par conséquent
a=retB=1I,doncls —r8 =0 et l'inégalité de I'énoncé s’ensuit.

Remarque 1.—On en déduit également de cette démonstration quef ®st un sous-faisceau
déstabilisant d&®®(p).. W, alorsu.(F) = L degH.

Remarque 2. — On peut vérifier facilement que, pour# x, les restrictions dd(zwy sur les fibres
de kyy sont isomorphes &(«). Alors, en employant les mémes techniques que ci-dessus, on peut en
déduire la stabilité du fibr&, surU(r, £) (voir [6]). Pour une autre démonstration de la stabilité du fibre
de Poincaré voir également [1].
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