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Résumé L'objet de cette Note est d’établir un principe de grandes déviations pour le temps local du
mouvement brownien fractionnai®@ pour toutH € (0, 1). Pour citer cet article: E.H.
Lakhel, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 797-801. O 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Large deviationsfor the fractional Brownian local time

Abstract The purpose of this paper is to prove a large deviation principle for a local time of fractional
Brownian motionB** for all H € (0, 1). Tocitethisarticle: E.H. Lakhel, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 334 (2002) 797-801. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Local time has been an important subject of study in probability. According to Berman [1], the
smoothness of the local time of a function implies the irregularity of the function itself. This principle has
been verified for a large class of stochastic processes. For this reason, local time, besides its own importance,
has served as a useful tool in studying fractal proprerties of the sample paths for Gaussian processes. In
the case of the fractional Brownian motion with Hurst paraméfeg 10, 1[, the local time, defined as
the density of the occupation measuire-> fé 1r(BSH) ds and denoted?, exists and it has a continuous
version in the variables andr (seeBerman [1] and Geman and Horowitz [2]). More precisalgdTable 2
in [2]), the local timeA{ has Holder continuous paths of ordeg 1 — H in time, and ordey < 12‘—HH in the
space variable, provided > % If H< % the local time is absolutely continuousanit is continuously
differentiable ifH < % with increasing smoothness whéhdecreases. We recall first the result concerning
the classical Brownian motio = B” whereH = 1. It has been showrséeRoynette [7]) that the local
time of the Brownian motion satisfies a large deviation principle. We seek to generalise this result to the
case of fractional Brownian motion for alf (0, 1).
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1. Introduction

Pour H €10, 1[, le mouvement brownien fractionnai®®” de paramétre de Hurs est I'unique
processus Gaussien centré, de noyau de covariBpce, ) = V—z”(szH + 20— |p — 52y avecVy =

I'(2—2H) cos H) _ o1
—rHA-2H) etF(p) = fR‘*’ e Vv’ dv.

Remarquons que polf = % BY/2 est le mouvement brownien usuel.
Les techniques classiques permettent de montreB§uadmet une version continue dont les trajectoires
ne sont presque slrement héldériennes que pour des ordres strictement infddfieBes @onséquent, plus
H est petit, plus les trajectoires sont irréguliéres; ce phénoméne semble di & ce que les accroissements,

qui sont stationnaires pour toutes les valeursHlesont positivement corrélés dans le dds> % et

négativement corrélés dans le cHs< % L'une des propriétés du mouvement brownien fractionnaire

de paramétred est son auto-similarité : le process(Bl, + > 0} a la méme loi que le processus
{«f’BH ¢t >0}, cette derniére propriété justifie I'intérét de ce processus pour les modélisations de
fluctuations boursiéres ou de trafic dans les réseaux de télécommunications [3]. Le prédégsmsr

H # % n’est pas une semi-martingale, on ne peut donc lui appliquer le calcul stochastique usuel. Pour tout
t > 0 on définit la mesure aléatoife— fé 1r(BSH)ds (ou T est un borélien d® et 1 est la fonction
indicatrice del"). Il est bien connu d’aprés Berman [1] et Geman et Horowitz [2] que cette mesure admet
une densité notég' par rapport a la mesure de Lebesg{e;, ¢ > 0, a € R} est appelé famille des temps
locaux associée &7, de plusr? admet une version p.s. continue (eet a) et A% vérifie la formule

de densité d’occupation suivantefé f(BH)ds = Jg f(x)AF dx pour toute f borélienne bornée. Dans

cette Note nous nous sommes intéressés aux grandes déviations du temps local du mouvement brownien
fractionnaireB” pour toutH e (0, 1), ce qui généralise le résultat de Roynette [7] pour le temps local du
mouvement brownien.

2. Préliminaires et notations

Considérongp([0, 1], R), I'espace de Banach des fonctions continues, nulles en 0, muni de la norme
uniforme, Py I'unique mesure sur cet espace qui fait du processus canoMigue — W;(w) = w(t)
un mouvement brownien fractionnaire de paraméfrest {F7, r € [0, 1]} la filtration canonique, i.e.
]—',H =o{W;, s <t} v Ny ouNy estl'ensemble deBy-négligeables. Notori 5 I'espace de Cameron-
Martin associé &Co([0, 1]), Py), nous avons la caractérisation suivante :

THEOREME 2.1 (Decreusefond—Ustiinel [4]) Hy est 'ensemble des fonctiohsjui peuvent s’écrire
sous la forme

t
h(t):/ Ku(t,r)g(r)dr avecg € L2([0, 1)
0

et Ky défini par:

1 11 1 t
Kn(tr)=—— F(H-Z, 2~ H H+>,1—- |t —rH12
H(,r) FH +1/2) ( >3 , +2, r)( r) ,

ou F(a, B, y, T) est la fonction hypergéométrique, prolongement analytique de I'intégrale

1
L/ A — w1 - tu) P du.
F@I'(y —a) Jo
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Nous noterons dorénavant pafunique élément de ¥([0, 1)) tel que
t .
h(t) =/ Ku(t,r)h(r)dr.
0

La norme suf{y est définie paflilly,, = ||}.l|||_2([0’1]).

On désigne pam1(R) I'ensemble des probabilités s, muni de la topologie de la convergence
étroite, ce qui en fait un espace topologique métrique séparable. La formule d'occuﬁd&i@f{) ds =
Jzr h(»A(1, y) dy montre que la mesuvg1, y) dy appartient a\11(R). Dans tout ce qui suit on identifiera
donc la fonctiony — A(1, y) avec un élément d&11(RR) et on fera de méme avec la fonctipr> A% (y) :=
ML y/VE) (> 0).

Soientm € M1(R) et m = vy dx + v sa décomposition de Radon—Nikodym par rapport & la mesure
de Lebesgue. Soient™ = ¥1j0.00f €t ¥~ = ¥1)_o 0. Définissons la fonction &y par Iy *(x) si
0 < ¥ (x) < +o0, par 0 sinon, et la fonction/i~ de la méme maniére. On défidlt: M1(R) — R par:

1 1 1 1
,C(m)=<4/—dx+/ dx)/\<4/ dx—i—/—dx).
Yt (x) ¥~ (x) v (x) Y(x)
Soitey : [0, 1] = R*, ¢(0) =0, ¢ continue, on note: = O I'image de la mesure de Lebesgue girl]
parg, soit :

1
Vh continue, /h((px)ds=/h(y)(®<ﬂ)d%
0 R

Soitg* la réarrangée croissante ge d’apres [6], nous avons les résultats suivants :
e ¢* est non décroissantg}(0) =0 et@¢p™* = O¢p.
e Sigp e Hy, alorsg* € Hy eton afol o*(s)%ds < folgb(s)zds.
e Soitm = ¥ dx + v sa décomposition de Radon—Nikodym, alors, d'aprés [6, Appendice 3, p. 78] il
n’'est pas difficile de voir qug’o1 <p'*(s)2 ds = [p %(x) dx.

3. Grandesdéviations

Nous avons le résultat principal suivant :
THEOREME 3.1. — SoitI" un borélien deM1(R). Alors on a:

— infOE(m) <lim irgfs logP(A° €T) < limsupelogP(A? €T) < — inf L(m).
e—

mel e—0 mel’

La démonstration de ce théoréme est basée sur le résultat classique suivant :

THEOREME 3.2 (Principe de contraction).Soit E un espace métrique séparable; (¢ > 0) une

famille de probabiliés suk, 7 : E — R™ tels que
(i) I ests.c.i.
(i) VI>0, {ec E; I(e) <[} estuncompact.
(iif) VI borélien deE,
alors
— inf I(e) <liminfelogP(u, € ) <limsupelogP(us € T') < — inf I(e).
eell0 e—0 e—0 eecl

Soient maintenank un second espace topologique séparabl® et — F, continue. Soiv, I'image de
we par © et J(f) =infe, o@)=f) 1 (e) (= +oo si O~ 1(f)=0). Alors (F, J, v,) posseéde les propriétés
(i), (i) et (iii) .
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Démonstration du Théoréen3l —Soit® : Co — M1 (R) défini par :

1
Yh continue, /h((p(s)) ds:/h(y)(@w)dy.
0 R

Il est clair que® est continue.

Soitu. 'image de la loi du mouvement brownien fractionnaire par la dilatatioy/deAlors, d’aprés [8],
la famille u. satisfait un principe de grandes déviations, dans I'espace des fonctions continues muni de la
norme uniforme, avec la bonne fonction de taux :

1 .
I(h):inf{%/ h?(s)ds; heL?([0,1]), h(-):/ KH(.,s)h(s)ds}.
0 0

D’autre part, la formule d’occupation implique que 'imagedepar ® est la loi der®. Ainsi, d'aprés le
principe de contractiooM 1, A¢, J) satisfait un P.G.D. avec la bonne fonction de taux :

J = inf 1
() {p; ©(p)=m} @)

1 .
= inf inf{}/ (/'J(s)zds; Qe L2, (p(~):/ KH(~,s)¢(s)ds}
} 2 Jo 0

{p: ©(p)=m

_1 inf }/ ¢(s)2ds.

T2 {oeHu; O(p)=m

Le Théoreme 3.1 sera donc prouvé si 'on montre le :
LEMME 3.3.—J(m) = 3L(m).

Démonstration. -On commence par montrer cette égalité dans le casmsupp0, co[. Notons que
J(m) = 400 si ®(m) =¥ ou si®O~1(m) N Hy = . Soit doncm telle qu'il existep € Hy etOp = m
(¢ > 0 car supm C [0, +o0[). Soit¢* la réarrangée croissante geOn a donc

1 1 1
0*cHy, / q')*(s)zds é/ @(s)%ds et / <;5*(s)2ds :/ i()c)d)c.
0 0 0 RV

DoncJ(m) = %E(m) et le lemme est prouvé dans ce cas.

On ne suppose plus que suppC [0, oo[. Soit comme précédemmepte Hy et Op = m. Soita =
infser0.19(s) (a < 0 et = infy{p(s) = a}). On définitpr =0V ¢, 01 =0A@lioe ete, =0A @l 1.
Soitp™* obtenue par recollement de :

— laréarrangée décroissagig* deg;,

— laréarrangée décroissagig™ deg, et

— laréarrangée croissange™ degp™.

Il est clair queB®¢* = B¢ et qu'en passant dga¢* on a diminuéfo1 @2(s) ds.

Onadonc:

1
inf [ ¢(s)2ds= inf <—(x)dx+/—(x)dx+/ 1
RY™ —

Op=m Jo {0; 0<p<Y) (/

(x)dx).
0

Mais : le(x)dX—i-va/ (x)dx = fpw/ p)(x)dx Posonso (x) =k(x)y~(x) (0<k(x)<1);ona

fpw/ p)(x)dx fw T k)(x)d.x Il est alors clair que cette quantité est minimum qua@d (1— k& (x))
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est maximum. Elle vaut alor%’. Par conséquent :
inf 1'()2d 1()dx+4/1()dx
S s = — X — (X .
®p=m Jo v Yt [

Cette formule a été obtenue lorsquatteint son minimum avant d’atteindre son maximum. D’ou le lemme
et sa forme symétrique dans la situation générate.

COROLLAIRE 3.4 (Varadhan). Soitg : M1(R) — R, ¢ continue et minorée. Alors

O
- )] = —meflglfl(R)(E(M) + ¢ (m)).

lim slogE[eXp(
e—0
La démonstration de ce corollaire est classique a partir du (Théoréme 2dirl[B]). O
Remarque3.5. — Si on prend dans le corollaire précédgat) = fRf(s)du(s), f borélienne bornée.

Alors, I'application du Corollaire 3.4 coincide avec le principe classique de grandes déviationg/pour
En effet :

- 1 00] 2 1) [ (2
SI@OangE[exp(Tﬂx )} _g[poelogE[exp( . >Af(x)ﬁk(l, \/de)}
= lim elogE[exp(_—l> /1f(ﬁB”) ds]

e—0 e 0 5
1 1
_ inf = . \2
(wé%}z /O ¢(s)%ds + /R f(¢<x>)dx)

. 1 1_ 5
_{weHH!rg((p):m}{E/o 9(s) ds"‘/Rf(x)m(dx)}

= it (Lom) + g m).

* Cette Note a été rédigée au moment ol 'auteur était en visite au département de Probabilités Nancy | (France),
dans le cadre de I'action intégrée MA/01/02.
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