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Résumé On introduit une notion de solution entropique pour le probleme non bgat f = ¢ sur
3%, oty € L1(99) etC est un opérateur capacité non linéaire, puis on prouve son existence
et unicité. Cette notion de solution permet aussi de résoudre un probleme elliptique général
avec conditions au bord non linéair&ur citer cet article: K. Ammar, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 334 (2002) 751-756. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Entropy solutions of nonlocal problems

Abstract We introduce a notion of entropy solution for the nonlocal prob&fi+ f = ¢ on 9%,
wherey € L1(9) andC is a nonlinear capacity operator. We prove its existence and
uniqueness. This notion of solution allows also to solve a general elliptic problem with
nonlinear boundary condition$o citethisarticle: K. Ammar, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
334 (2002) 751-756. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Abridged English version

This Note summerizes the main results we have obtained in [1 L&t an open bounded subseffsf
(N > 2) with a regular boundar§$2, and 1< p < N. Leta : @ x R¥ — R" be a Caratheodory function,
strictly monotone irg € RN and such that — Au = —diva(-, Du) is a bounded coercive and continuous

operator from Vﬂf”(Q) into its dual. We consider the nonlocal problem
Cf+f=v inoQ,
P )
Y el (09),

where( is the capacity operator defined on™&/-?(32) by: (Cf, g) = Jqa(-, Du) - Dv, for u,v €
WLP(Q) with v]|yq = g andAu =0, ulyq = f (u is called theA-harmonic lifting of f).
We define a notion of entropy solution for probléR) as follows:

DEFINITION. — An entropy solution of problertP) is an elemeny of the space
1P @Q) = { f: 92 — R measurablgT; f € W77 (32), Vk > 0}
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satisfying the following:
(C(g+T(f - ), Te(f — ) +/M2 fTf -9 < /391//Tk(f —9)
forall g € L®(32) NWY?"7(3€) and allk > 0.

(T is the truncation function defined dby: Ty (r) = inf(k, sup(—k, r)).)

This definition can be extended to more general completely accretive operators. It extends in some sense
the classical notions of entropy and renormalised solutions introduced in [3] and [7] for the local ogerator
Indeed we prove:

PrROPOSITION — The following characterisations are equivalent:
(1) f isanentropy solution of (P).

fettP@Q), and iMoo (CTw f. 0(1)8) + [y0 F 0(F)8 = [10¥e(f)g.
iMoo SUR(CTm . Tjn f —Ti f) =0

for all g € WYP'.P(3Q) N L>®(0L), h > 0 and for any piecewise affine function ¢ : R — R which is
compactly supported.

f et dQ), andVg € L®@Q) NWYP P (3Q), Vk > 0,
M 400 (C(Tn ), Te(f = ) + [y FTi(f — &) < [4q ¥ Ti(f — &)

The first main result of our paper is the following:

)

©)

THEOREM 1. —-Let ¢ € L1(9). Then there exists a unique entropy solution f e LY(9) of prob-
lem (P).

Problem(P) formulated with the capacity operator on the variéty is equivalent to the following
problem:

Au=00n<,
P) {
a(-,Du) -n+u=v 0nog2,

formulated on2, with conditions on the boundary being the unit outward normal dit2). Here we use
the same notation far and its trace oA <2.

In this direction, we prove that the sequen@g); of the A-harmonic liftings of (T} f); satisfies:
lim ;s 400 SUR, f{jélﬁk|<j+h}“(" Diix) - Diix = 0 and converges a.e. @ to i € TP (Q)NMPL(Q) (see

[3]) with p1 = %__pl) The functioni is a renormalised solution of problefR) in the following sense:
Joa(, Dit) - D(p@@)v) + [,o fo(f)g = [;q¥e(f)g, for any piecewise affine functiop : R — R

which is compactly supportea € W7 (Q2) being a lifting ofg).

The previous result allows to solve a general nonlinear elliptic boundary value problegellet(Q),
¥ € LY(9Q), y and two maximal monotone graphs i&? with 0 € 5(0) and Oec y (0). We consider the
problem

S u—diva(-,Du)+Bum)>¢ inQ,
a(-,Du) -n+yw) >y inoQ.

The particular case when = 0 andg = 0 had already been studied in [2] under additional assumptions
on eithera or y. Here we study the general cage= L1(9Q2) andg = 0 without any extra conditions an
andy . We introduce a notion of renormalised solution for probi@nas follows:
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DEFINITION. — A renormalised solution of problem (S) is a functiom L(©2) N rt%”’(Q) satisfying the
following conditions:
(1) there existsv € L1(Q) andz € L1(Q) such thaw(x) € y (u(x)) a.e. ind2, z(x) € B(u(x)) a.e. ore2,
and

/ a(-, Du) - D(p()v) + / up (v + / (v + / weu)g = / o) + / Yo,
Q Q Q a2 Q 02

for all piecewise affine functiop : R — R compactly supported, being a lifting ofg.
(2) limj o0 f{j<|u|<j+h} a(-,Du)-Du =0, Yh > 0.

(See[2] for the definition of the spacq%”’(sz).) We prove the following existence and uniqueness result.

THEOREM 2. —Let ¢ € L1(Q), ¥ € L1(32). Then there exists a unique renormalised solution u €
L1(Q) of problem (S).

1. Introduction

Dans cette Note qui annonce les résultats de [1], on se propose de définir une notion de solution
entropique pour un probléme nonlocal.

On se donne un ouveft borné deRY (N > 2), de frontiered2 réguliére, etr : Q@ x RY — RY une
fonction de Carathéodory vérifiant les hypothéses suivantes :
(Hyp) il exister > O tel quea(x, £) - £ > A|£|P p.p. toutx € Q, VE e RV ;
(H2) il existec > 0etg e L”/(Q), tels quela(x, &)| < c(gx) + ) p.p. toutx € Q,VE e RV ;
(H3) (a(x,€&) —a(x,n) (€ —n)>0p.p.toutr € 2, V& #neRV.
Dans les derniéres années plusieurs auteurs se sont intéressés aux problémes elliptiques locdux dans L
relatifs aux opérateurs sous forme divergentielle du ty@e :: Au = —diva(-, Du) = f dansQ, u =0
surd2. Pour f € W‘lvl’/(Q), on a I'existence et l'unicité d’'une solution variationnelle dané%ﬁ)
(voir [6]). En dehors du cadre variationnel et pofirseulement intégrable, on perd I'existence d’'une
solutionu € Wé”’(sz) et on n'a méme pas existence en général d'une solution au sens des distributions
dans V\é’l(Q). De plus, méme si une telle solution existe, on n’a pas unicité en génénalg]). Pour
y remédier, on a du introduire les nouvelles notions équivalentes de solution entropique, renormalisée et
SOLA (cf. [3,7,4] et [5]). Ces nouvelles notions sont aussi des solutions au sens des distributions et assurent
l'unicité dansle cap >2—1/N. Dansle cas k p <2— 1/N, elles permettent de définir 'opératedir
et assurent I'existence et I'unicité d'une solution pour le probléme ().

Dans le présent travail, on s’'intéresse au probléme
Cf+f=v indx,
(P) N
Y €L (09),

ol C est I'opérateur capacité défini de W¥-?(Q) sur son dual W¥7-P'(3Q) par : (Cf, g) =

[ola(, Du), Dv), f,g € WYP-P(3Q), ol u, v € WHP(Q), v|sq = g et — diva(-, Du) =0, ulsq = f.

On introduit une notion de solution (entropique) pour ce probléme et on prouve son existence et unicité.
Cette notion permettra de résoudre par la suite le probleme

u—diva(-,Du)+Bum)>¢ inQ,
a(-,Du) -n+yw) >y in0g2,

)
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ol ¢ e LY(Q), v € L1(39), y et B sont deux graphes maximaux monotones dafsvec Oc B(0) et
0 € y(0). Ici on utilise la méme notation pouret sa trace sup <.

2. Définitions et résultats préliminaires
On note de maniére analogue a [3}7(Q) = {u : @ — R mesurablé Tyu € WHP(Q), Yk > 0} et on
définit 'espacer 17 (0Q) = { f : 32 — R mesurable Ty f € WY?'-P(3Q), Vk > 0}.

DEFINITION 2.1.— Une solution entropique du probléi#® est une fonctiory e t17(3Q) vérifiant :

(CE+Ti(f =) Te(f =)+ fog FTk(f —8) < [y ¥ Tk(f —g). pourtoutg € L* () NWP"7 (3<),
pour toutk > 0.

Cette définition peut étre adaptée a des opérateurs accrétifs plus généraux et étend dans un certain sens
les notions de solution entropique et renormalisée introduites dans [3] et [7] pour I'opératewt |&aal
effet, on montre que :

PROPOSITION 2.1. —Lestrois propositions suivantes sont équivalentes :
(1) f est solution entropique du probléme (P).

[ et P OQ), e My ioo(CTu f,0())8) + fyq [ ()8 = [y Ve( s,
iMoo SUR (CT f Tjyn f —Tj f) =0

pour tout g € WYP'P(39) NL®OR), h > 0 et pour toute fonction affine ¢ : R — R a support
compact.

fettPIQ), etVg e LXORQ) NWYP P (3Q), Vk > 0,
Iimm—>+oo<C(Tmf), Tk(f _g)> +f3g2 ka(f _g) < fBQ wTk(f _g)'

La définition de solution entropique a été induite par le résultat suivant :

()

®3)

PROPOSITION 2.2. —Soient f, g € WYP'P(3Q). Alors pour tout £ > 0,
(Cf=C(e+Ti(f —9), Tu(f —g)) =>0.
On montre I'existence d’une solution entropique par approximation :
On définit pour tout: € N*, 'opérateurB,, par :
1 _ /
Bu(f)=Cf+Tu(H)+ZIfIP2f feWHPP(Q).

B, étant monotone, coercif, hémicontinu et borné, pour tbut W-L/P'P'(3Q), il existe une solution
variationnellef € WY/7"-7(3Q) de I'équationB, f = . Soity € L1(9Q) et (Y,), c WP NL>®HQ)
une suite convergente vegsdans L1(32), et telle que| v, ILroe<Il ¥ liL1sg) PoOur toutn € N.

On note parf, la solution variationnelle vérifiar®, f, = ¥,,. On a alors pour toy € WYP'P(3Q) :

1
/a(', Duy) 'DUZ/ (1// - Tn(fn))g_ _/ |fn|p_2fng7
Q aQ nJaQ

olu,,ve WLP(Q), g =v|yq et—diva(-, Du,) =0, u, = f, Suros.

Afin de montrer I'équivalence entre les trois caractérisations d’'une solution entropique du proBjéme
énonceées ci-dessus et pour prouver le résultat d’existence et d’unicité, on a besoin des résultats préliminaires
qu’on énonce dans les lemmes ci-dessous.

LEMME 2.1.—La stite (uy), converge p.p. sur Q versu € t27(Q) N MPL(Q), oll p1 = %;1). De
plus (Duy,), est de Cauchy pour la convergence en mesure dans 2.

LEMME 2.2.—Pour tout k > 0, la suite (DTiu,), convergedansL?(Q)N vers DT;u.
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LEMME 2.3.-Lasuite (f,), est uniformément bornée dans L1(32) et dans M?~1(32).

LEMME 2.4. —Pour tout k > 0, la suite (u}), desrelévements A-harmoniquesdes Ty f, converge dans
WL7 () vers iy, ol iy est lerelévement A-harmoniquede 7; f .

LEMME 2.5. -l existeunefonction ii € t1:7 () N MP1(Q) et une sous-suite de (iix)x qui converge p.p.
sur 2 versu. De plusla suite (Diig ), converge en mesure vers Dii.

3. Résultats principaux

THEOREME 3.1. —Pour tout v € L1(3€2), il existe une unique solution entropique 1 de (P).

Remarquons que le probleni@) formulé sur la variétd2 a l'aide de I'opérateu€ est équivalent au
probléeme :

Au=0 dans,
P)
a(-,Du) -n+u=1vy suroQ2

formulé sur2, avec conditions au bord. La fonctiagndéfinie au Lemme 2.5 est alors I'unique solution
entropique du problem@’) au sens suivant :

JqaC, Di) - D(p@@)v) + [,6 fe(f)g = [3q Ve(f)s.
M j o0 [ i<t 4 @C> Dit) - Dit =0

pour toutg € WY/7"7(3Q) NL>®(3R), h > 0, et pour toute fonctiop : R — R affine par morceaux et &
support compact.

Les résultats présentés précédemment ont une interprétation en termes d’opérateurs accrétifs. En effet
soit Co 'opérateur défini dans ¥(992) par : (f,¥) € Co si f € L®OQ) NWYP-P(3Q), v € L1(39Q),
fasz Yv=0et(Cf,Th(f —2)) < fasz YT (f — g) pour toutg € L*°(092) nw/r P(92).On a

PROPOSITION 3.1. —Co est complétement accrétif dans L1(3$2) et L®(9€2)  R(I + Co).

— 1 1

Grace a la théorie générale des opérateurs accrétifs, la fern(Qt'Ur(gQ) de l'opérateurCy dans

L1(5Q) est un opérateun-complétement accrétif dans (3<2). Le théoréme suivant permet de caractériser

C—oLl(aQ)
THEOREME 3.2. —L’ opérateur C1 défini dansL1(32) par : (f, ¥) € Ci8 fe LYo nttr0Q), v e

L1(0%) avec [, v = 0 et pour tout k > 0, pour tout g € L>®(02) NWY7-P(3Q),

CTnf). Ti(f — 9)) < /m YTe(f — 9,

Lo

L

est m-complétement accrétif dansL1(9<) et Co Ca.

La notion de solution entropique introduite pour I'opérateur capacité permet de résoudre le probléeme
d’existence et d'unicité d’une solution pour le probléme :

© —diva(-, Du) + B(u) +u>¢ dansQ,
a(,Du) - n+ym)s>y suro€2,

ol ¢ ety sont dans L(Q) et L1(9K2) respectivement3 ety sont deux graphes maximaux monotones
dansRR?, tels que 0= (0) et O y(0). Le cas particulier oty = 0 et 8 = 0 a été étudié dans [2] avec
des conditions supplémentaires supu y. On considére ici le cas général gtic L1(Q) et B £ 0,
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sans hypothéses supplémentairess@t y. On introduit une notion de solution renormalisée pour le
probléme (S) comme suit.

DEFINITION 3.1. — Une solution renormalisée du probléme (S) est une fonetitams LX(£2) N rt}*f’(sz)
(vair [2]) vérifiant les conditions suivantes :
(1) llexistew € L1(99) etz € LL(Q) tels quew(x) € y (u(x)) p.p. SUrd2, z(x) € B(u(x)) p.p. surs, et

/ a(- Duy - D(p(u)v) + / up (v + / oy + / wpu)g = / Sy + / Yo,
Q Q Q IR Q 0

pour toute fonctiorp : R — R affine et a support compact.
(2) lim ya(,Du)-Du=0 Vh=>0.

PN Ji<usin

On montre le résultat d’existence et d’unicité suivant :

THEOREME 3.3.-Soit ¢ € L1(Q), v € L1(3). Alors il existe une unique solution renormalisée
u € LY(2) du probléme (S).
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