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Abridged English version

Given a function,f, analytic and transcendental overC(z), we are interested on the set,Sf , of algebraic
points on whichf takes algebraic values. For exemple, for the exponential function,Sf = {0}, and for
f (z)= 2z, Sf = Q. We know, from Stäckel ([8,3] and [6], Chapter 3), that there exist entire transcendental
functions, which take algebraic value at every algebraic point, i.e., for whichSf = Q. In Theorem 1.1, we
construct an entire transcendental functionf such that, for allα ∈ Q, f (α) ∈ Q(α).

We classify the countable set of all algebraic numbers by the degree and the height. Ifα is an algebraic
number, we denote its degree byd(α), its Mahler mesure byM(α) and its absolute logarithmic height,

1
d(α)

logM(α), by h(α).
ForR ∈ R ∪ {∞}, r ∈ R such thatR > r > 0, and,f a function analytic overD(0,R), for every integer

D � 1 and every realN � 0, �D,N =�D,N(f, r) will denote the set of numbersα ∈ Q ∩D(0, r) such that

f (α) ∈ Q,
[
Q
(
α,f (α)

) : Q
]
�D, h(α)�N and h

(
f (α)

)
�N,
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andσD,N will denote its cardinal. So,Sf is the union of all�D,N forD � 1 andN � 0.

THEOREM 0.1. – Let φ be a positive function sucht that φ(x)/x tends towards 0 when x → ∞. There
exists an entire function f transcendental over C(z), such that

f (α) ∈ Q(α), ∀α ∈ Q,

and for every integer D � 1, there is an infinite number of reals N � 0, verifying

card
(
�D,N(f,1)

)
� 1

2
eD(D+1)φ(N).

For fixedD andN, this set is finite. In fact, it is contained in the set

ED,N = {α ∈ Q | [Q(α) : Q
]
�D, h(α)�N

}
which is finite. We denote byεD,N its cardinal.

LEMMA 0.2. – For every integer D � 1 and every real N � 0, the cardinal number εD,N of ED,N is
such that

eD(D+1)(N−1) < εD,N � eD(D+1)(N+1).

The proof is elementary. The upper bound is easy; a more accurate estimate asN tends towards infinity
is known [1], but is not explicit. To obtain the lower bound, we count the polynomials inZ[X] of bounded
height which are 2-Eisenstein over the ringZ2 of 2-adic integers; a more accurate upper bound is given
in [5]. It seems that no asymptotic estimate is known ([7], p. 27).

The following result is the main theorem of this paper.

THEOREM 0.3. –Upper bound for the cardinal number of �D,N(f, r).

Let R ∈ R ∪ {∞}, r ∈ R such that R > r > 0, and f a function which is analytic over D(0,R). There is
a constant γ > 0, which depends only on R, r and f, such that, for every integer D � 1, there is an infinite
number of reals N � 0 for which

card
(
�D,N(f, r)

)
< γD3N2.

Even if we replace the upper bound in Theorem 0.3, by any function� 1
2 eD(D+1)φ(N), Theorem 0.1

(resp. Theorem 0.3) shows that we cannot replace, in Theorem 0.3 (resp. Theorem 0.1), “there is an infinity
of realN ” by “for all N large enough”. For the particular caseD = 1, Elkies ([2], Theorem 4) has shown
that, for everyε > 0, there exists a positive constantAε such that for every realN � 0, card(�1,N ) �
Aε eεN .

1. Introduction et résultats

Étant donnée une fonctionf analytique et transcendante surC(z), on s’intéresse à l’ensembleSf des
points algébriques en lesquels la fonctionf prend des valeurs algébriques. Par exemple, pour la fonction
exponentielle,Sf = {0}, et si on posef (z) = 2z, alorsSf = Q. On sait, d’après Stäckel (cf. [8] et aussi
[3] et [6], Chapter 3), qu’il existe des fonctions entières et transcendantes, prenant des valeurs algébriques
en tous les points algébriques, c’est-à-dire, telles queSf = Q. Dans le Théorème 1.1, on construit une
fonctionf entière et transcendante vérifiant, pour toutα ∈ Q, f (α) ∈ Q(α).

Nous filtrons l’ensemble dénombrable des nombres algébriques par le degré et la hauteur. Siα est un
nombre algébrique, on noted(α) son degré,M(α) sa mesure de Mahler eth(α)= 1

d(α)
logM(α) sa hauteur

logarithmique absolue.
Pour des nombresR ∈ R ∪ {∞} et r ∈ R tels queR > r > 0, et une fonctionf analytique sur

D(0,R), on note, pour tout entierD � 1 et tout réelN � 0, �D,N =�D,N(f, r) l’ensemble des nombres
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α ∈ Q ∩D(0, r) tels que

f (α) ∈ Q,
[
Q
(
α,f (α)

) : Q
]
�D, h(α)�N et h

(
f (α)

)
�N,

etσD,N son cardinal. Ainsi,Sf est la réunion des�D,N pourD � 1 etN � 0.

THÉORÈME 1.1. – Soit φ une fonction positive telle que φ(x)/x tende vers 0 quand x → ∞. Il existe
une fonction f entière et transcendante sur C(z), vérifiant

f (α) ∈ Q(α), ∀α ∈ Q,

et telle que, pour tout entier D � 1, il existe une infinité de réels N � 0, vérifiant

card
(
�D,N(f,1)

)
� 1

2
eD(D+1)φ(N).

PourD etN fixés, cet ensemble est fini. En effet, il est contenu dans l’ensemble

ED,N = {α ∈ Q | [Q(α) : Q
]
�D, h(α)�N

}
qui est fini. NotonsεD,N son cardinal.

LEMME 1.2. – Pour tout entier D � 1 et tout réel N � 0, le cardinal εD,N de ED,N vérifie

eD(D+1)(N−1) < εD,N � eD(D+1)(N+1).

La démonstration est élémentaire. La majoration est facile ; une estimation plus précise quandN tend
vers l’infini est connue [1], mais elle n’est pas explicite. Pour la minoration, on compte les polynômes
dansZ[X] de hauteur bornée qui sont 2-Eisenstein sur l’anneauZ2 des entiers 2-adiques ; une minoration
légérement plus précise se trouve aussi dans [5]. Aucune estimation asymptotique ne semble actuellement
connue ([7], p. 27).

Le résultat suivant constitue le théorème principal de ce travail.

THÉORÈME 1.3. –Majoration du cardinal de �D,N(f, r).

Soient R ∈ R ∪ {∞} et r ∈ R tels que R > r > 0, et f une fonction analytique sur D(0,R). Il existe une
constante γ > 0, dépendant uniquement de R, r et f, telle que, pour tout entier D � 1, il existe une infinité
de réels N � 0 pour lesquels

card
(
�D,N(f, r)

)
< γD3N2.

Le Théorème 1.1 (resp. Théorème 1.3) montre qu’on ne peut pas remplacer, dans le Théorème 1.3
(resp. Théorème 1.1), « il existe une infinité de réelsN » par « pour toutN assez grand », et ceci même
pour une borne supérieure allant jusqu’à1

2 eD(D+1)φ(N). Pour le cas particulier oùD = 1, Elkies ([2],
Théorème 4) a démontré que, pour toutε > 0, il existe une constanteAε > 0, telle que, pour tout réel
N � 0, card(�1,N)�Aε eεN .

2. Démonstration du Théorème 1.1

Soientφ une fonction vérifiant les hypothèses du Théorème 1.1,(bk)k�1 une suite de nombres réels> 0
et telle que la série

∑
k�1 bk soit convergente etx0 � 1 un nombre réel tel que pour tout réelx � x0,

φ(x)� x − 1. (1)

Soient(Nδ)δ�1 une suite strictement croissante de nombres réels� x0 tendant vers l’infini et(aδ)δ�1
une suite de nombres rationnels vérifiant les conditions suivantes :
(i) Pour une infinité deδ, aδ �= 0 et pour toutδ � 1, |aδ| � bδ(δ+ eδNδ )−δεδ,Nδ .
(ii) Pour toutδ � 2,

Nδ � 2

(
log(δ− 1)+

δ−1∑
k=1

h(ak)+ (δ− 1) εδ−1,Nδ−1(log2+ 1+Nδ−1)

)
. (2)
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(iii) Pour toutδ � 2,

Nδ

φ(Nδ)
� 2(δ− 1) εδ−1,Nδ−1. (3)

On pose, pour toutk � 1, et toutz ∈ C,

Pk(X)=
∏

β∈Ek,Nk
(X− β) et f (z)=

∑
k�1

akPk(z).

De la condition (i) on déduit que la fonctionf est une fonction entière et non polynômiale ; elle est donc
transcendante.

Soit α ∈ Q. Montrons quef (α) ∈ Q(α). Par hypothèse, la suite(Nδ)δ�1 tend vers l’infini, donc les
ensembles(Ek,Nk )k�1 forment une suite croissante pour l’inclusion, de réunionQ, et il existek0 � 1 tel
que, pour toutk � k0,Pk(α)= 0 et

f (α)=
k0−1∑
k=1

akPk(α).

De plus, les polynômesPk sont fixés par tout élément du groupe de Galois deQ surQ ; ils sont donc à
coefficients rationnels, et comme, par définition, les nombresak sont aussi rationnels,f (α) ∈ Q(α).

SoientD etd deux entiers tels qued �D � 1. Montrons que l’ensemble

�D,Nd (f,1)= {α ∈ Q ∩D(0,1) | deg(α)�D, h(α)�Nd, h
(
f (α)

)
�Nd

}
contientED,φ(Nd)+1 ∩D(0,1). Soitα ∈ Q tel que

deg(α)� d et h(α)� φ(Nd)+ 1.

CommeNd � x0, alors, d’après (1),φ(Nd)�Nd −1, eth(α)�Nd. Comme, en plus, deg(α)� d, alors
α ∈Ed,Nd et∀k � d, Pk(α)= 0.

Si d =D = 1, alorsf (α)= 0 et on a l’inclusionE1,φ(N1)+1 ∩D(0,1)⊂�1,N1(f,1).
Supposons maintenant qued > D � 1. Alors

f (α)=
d−1∑
k=1

akPk(α).

D’après les conditions (2) et (3), on montre que la hauteur def (α) est inférieure à

φ(Nd)
(
(d − 1) εd−1,Nd−1

)+ log(d − 1)+Ad−1 + (d − 1) εd−1,Nd−1(log2+ 1+Nd−1)�Nd.

En particulier, siα ∈ED,φ(Nd)+1 ∩D(0,1), alors deg(α)�D < d eth(f (α))�Nd, ce qui montre que
α ∈�D,Nd (f,1).

Ainsi, pourd �D � 1, nous avons

σD,Nd = card
(
�D,Nd (f,1)

)
� card

(
ED,φ(Nd)+1 ∩D(0,1)).

En remarquant que siα ∈ Q −{0} on ad(α)= d(1/α) eth(α)= h(1/α), et en appliquant le Lemme 1.2,
nous obtenons

σD,Nd � 1

2
card(ED,φ(Nd)+1) >

1

2
eD(D+1)φ(Nd).

3. Démonstration du Théorème 1.3

3.1. Choix des paramètres et construction de SD,N

On se donneR, r etf vérifiant les hypothèses du théorème. On posec0 = log
(
R2+ r2

2rR

)
. C’est un nombre

réel strictement positif. On se donne aussi un entierγ strictement positif et vérifiantγ > 2(6/c0)
2.

724



To cite this article: A. Surroca, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 721–725

Par l’absurde, on suppose qu’il existe un entierD � 1 et un entierN0 � 1 suffisamment grand tels que
pour toutN �N0 on ait card(�D,N(f, r))� γD3N2.

Pour toutN �N0 − 1, on extrait de�D,N un sous-ensembleSD,N dont le nombre d’éléments, que l’on
notesN , est exactementγD3N2. On pose

T =
[
c0γ

6
D2N0

]
et u1 = log

(
2T 4 e2N0T |f |TR

)
.

CommeN0 est suffisamment grand on a

c0sN0−1 > u1 + (D− 1) log
(
2T 4)+ 2T N0(D− 1)+ 2TN0D. (4)

3.2. La fonction auxiliaire

Un lemme de Siegel [4] nous donne l’existence d’un polynômeP ∈ Z[X,Y ], non nul (et dépendant
deN0), dont le degré par rapport à chacune des variables est� T , tel que

P
(
α,f (α)

)= 0, ∀α ∈ SD,N0,

et dont les coefficients sont majorés en valeur absolue par 2T 2 e2TN0.

La fonctionF(z)= P(z,f (z)) s’annule sur tout l’ensembleSD,N0.

3.3. Récurrence et conclusion

On montre par récurrence que pour toutN �N0, F s’annule sur tout l’ensembleSD,N .
On se donneN � N0 et on suppose queF(α) = 0, pour toutα ∈ SD,N . En appliquant un lemme de

Schwarz [9], et grâce à la borne obtenue pour les coefficients deP, on montre que, pour toutα ∈D(0, r),
et donc, en particulier, pour toutα ∈ SD,N+1,∣∣F(α)∣∣� eu1−c0sN .

Grâce à la majoration de la hauteur des coefficients deP, et de l’inégalité (4), et, en notantL(P) la
longueur deP, on obtient ∣∣F(α)∣∣<L(P)−(D−1)e−DT (h(α)+h(f (α)).

L’inégalité de Liouville [9] impliqueF(α)= 0.
On a ainsi montré que pour toutN �N0, la fonctionF s’annule surSD,N , ce qui contredit le théorème

sur les zéros isolés d’une fonction holomorphe et nous donne le résultat cherché.
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