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Résumé En utilisant le formalisme établi par Markovich, nous montrons la complétude des
opérateurs d’onde pour I'équation de Wigner daRsDans la seconde partie, grace a des
estimations de Castella et Perthame d’'une part, et a I'estimaftien L4 pour le groupe de
Schrédinger d’autre part, nous montrons I'existence des opérateurs d’'onde dans les espaces
L2P7. Pour citer cet article: H. Emamirad, P. Rogeon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
334 (2002) 811-816. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Existence of wave operators for the Wigner equation in L?? spaces

Abstract Basing on the formalism established by Markovich, we show the completeness of wave
operators for the Wigner equation irfLin the second part, using estimations proved by
Castella and Perthame on the one hand, and the>LL? estimations for the Schrédinger
group on the other hand, we prove the existence of the wave operato?spirsmaces.
To cite this article: H. Emamirad, P. Rogeon, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002)
811-816. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

In this Note, we have examined some in sights of scattering theory for the Wigner equatié @R ),
butalso in Z(L) spaces.
We recall the Schrédinger equation

. 0@
ih—=Hgp,
{ ar ¥
@(x,0) = go(x)

with H=Hp+ V = —"’—ZZA + V. By the Wigner transformation [12] we get the Wigner, or quantum
Liouville problem:

00 v — Py Voyw = 22— Low — Pr(x.Vow = 22 — Lyw=0

— w— Pp(x,Ve)w=— — Low — Pp(x, Ve)w = — — Lpw =0,

(WP) {ar * h § ot 0 h § ot h
w(x,§,0 =wr(x),
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whereP; is a pseudo-differential operator. The existence of the Wigner strongly continuous semidtroup e
in L2(R%") is discussed by Markowich and Ringhofer in [7], and th([R?") by Emamirad and Rogeon
in [4].

The equivalence between the Schrddinger and quantum Liouville equations, has been shown by
Markovich in [6].

He proved that the action of the Fourier transformation on the Wigner equation leads back to a problem
of Schrédinger type:

K t—iK_th’Jrv >—<_h2AS+V ] =0
at(hs, ) 7 > (r) 5 (S)) z(r,s,1) =0,

z(r,s,t =0)=z7(r, s).
Working not directly on E(IR?"), but on the tensor producf{R?) ® L?(R"), he obtained the existence of
a tensorialCo-group & ¢ = e~ @ &!Hs for this last problem. He also justified the existence of the wave
operatorsV4 (L, Lo) and their expression frow (H, Ho) andW=(H, Ho), and proved that, for a given
potentiel V, if the wave operators exist for the Schrédinger equation, then they also exist for the Wigner
problem. We can now add the transmission of the property of completness. By using an Umeda result [11],
we conclude also

THEOREM 1. —We suppose that the potentiel V is chosen in such a way that the wave operators
W4 (H, Hp) are complete (in particular if V satisfies the Agmon condition [1]). Then the wave operators
Wi (Lo, Ly) and Wo(Ly, Lo) exist and are complete.

In order to handle a more general class of potential, we performed in the third section a scattering theory
for the Wigner problemin f_(Lg) spaces, or in abridged notatio® £. For simplification, we will fixz = 1,
and keep the notatiohg = —£V,. Let now L be the perturbed transport operator for the perturba®ion
We first prove two lemmas:

LEMMA 1. —For2<r < p:
[Perowl|, < Ky plt Y P w0, 1)
with Ky ., = 2(4m )"/ P+Yr=Dyy| s = (p~1 — p~1)~L where p’ and r’ are the conjugatesof p and r.

First we use the Weyl's formula [9], and we obtain a new expressiah. dthen we used anL— L4
estimation for the Schrddinger group. For concludibgwe used a ponctual estimation on the free transport
equation for I< r < p:

||IU()C, E’ t)||p,r = ||e,L0w0(x’ E) ||p,r g t_n[l/r_l/p] ”w0”r,[7,
wherewyg is the initial data of the problem (WP3dge [2]). Forr = 2, we get
LEMMA 2.—Choose V € L*(R™) such that

y—1
Vils < —— (2
ay

with y =n(1/2 —1/p) and o = 2(4x) 7. Then the evolution group {€*} is uniformely bounded.
Using the classical Cook’s lemma, together with the previous results, we obtain

THEOREM 2. —Let p > 2besuchthatn(1/2—1/p) > 1,and V € L*(R") satisfying (2). Then the wave
operators W (L, Lo) and W (Lo, L) existin L27.

This theorem implies the existence of the scattering oper&ites W, (Lo, LYW_(L, Lo) and the
similarity between the operatofs andL in L%7.
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1. Introduction

Dans cette Note, nous avons examiné certains aspects de la théorie de scattering pour I'équation de
Wigner, dans 'espaced(R*"), mais également dans les espacgdt).
Considérons une solutiande I'équation de Schradinger

. 0@
ih—=Hgp,
{ or ¢
@(x, 0) = po(x)
avecH = Ho+V = —"’—ZZA + V. Latransformée de Wigner [12] de

W(p(X’E)Z(Zn)_”/ e—ié<y¢(x+h_>’>¢<x_h_y) dy
R 2 2

est alors solution du probléme de Wigner, ou Liouville quantique :

W v Py Vo)w = 2%~ Low — Py(x. Voyw= "2 _ Lyw=0
(PW) WJrE xw — Pp(x, g)w—g— ow — Pr(x, g)w—g— aw =0,
w(x,&,0 =w;(x),

ou P, est un opérateur pseudo-différentiel de symbole

i in ih
Pr(x,Ve) = 7 {V (x + EVS) — V<x — EV5>:| .

La théorie de scattering a été largement étudiée dans le cas du probléme de Schrédingé¢Rigns L
et Markovich a fait le lien avec le probléme de Wigner dafgR2"). Nous avons fait une étude de
la complétude des opérateurs d’onde pour le probléme de Wigner déR&’), et établi une condition
suffisante d’existence de ces opérateurs dans les esp%:((t!{s).L

2. Complétude des opérateursd’ onde pour I’ équation de Wigner

L’exsitence du semi-groupe fortement continu de Wigri8r sur L2(R%*) a été étudiée par Markowich
et Ringhofer dans [7], et surlilR?*) par Emamirad et Rogeon dans [4]. L'équivalence entre les équations
de Schrddinger et de Wigner, ou Liouville quantique, a été formalisée par Markovich dans [6]. Il y prouve en
particulier que pour un potenti® donné, si les opérateurs d’onde existent pour I'équation de Schrddinger,
il en est alors de méme pour le probléme de Wigner. Nous sommes en mesure d'y adjoindre la transmission
de la propriété de complétude.

Il est connu quéelg engendre urCo-groupe d’'isométries, et que c’est également le cas pgausi le
potentielV est choisi convenablement. Markovich a montré que si I'on fait agir la transformation de Fourier
sur I'équation de Wigner, on retrouve un probléme «de type Schrddinger » :

K t—iK_th’Jrv >—<_h2AS+V ] =0
at(hs, ) 7 5 (r) 5 (S)) z(r,s,1) =0,

z2(r,s,t =0) =z/(r, ).

L'idée est de faire une étude non pas directement $(R%"), mais sur le produit tensorielsz;’) ®
L2(R™).

EnnotantQ = —H, & Hi=—-H, ® I, + I, ® Hy, F la transformation de Fourier en varia§letC la
transformation unitaire définie pég(r,s) = g(x, &) avecr = (x + h&/2) ets = (x — h&/2), Markovich
montre que @ engendre urCy-groupe tensoriel vérifaint la relation

eitQ — e—itH,. ® eitHs

et que, pour I'opérateur d’évolution quantique

etLln) — f‘lc‘lexp(%tHr) ® exp( — ;—IHS)C}—.
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Nous noterons désormais
Wyi(H, Ho)=s — lim € e"Hop, (Hp).
t—+o00

Or, dans le cas de I'opérateur de Schrédinger, il est connuPguely) = I, et donc queW. (H, Hp) =
s —lim,_ 10 €7H g-itHo,

Il existe de multiples conditions st assurant la complétude des opérateurs d’onde pour ce probléme.
Nous pouvons alors prendre une condition de référence pour illustrer notre propos. Nous ne cherchons, en
effet, pas a établir une condition supplémentaire, mais a justifier la transmission de la complétude entre
les deux problémes. Nous avons donc choisi de travailler avec les potentiels d’Agmon [1], qui induisent
une large classe de potentiels, et qui de plus assurent la complétutie (@& Ho). Ainsi, pour de tels
potentiels, les opérateurs d’onde du probleme de Wi§netL, Lo) existent [10], et vérifient

Wa(Lp, Lo) = F1C7W.(H, Ho) ® W= (H, Ho)CF.

Pour montrer désormais la complétude, nous avons besoin de plusieurs résultats intermédiaires. Nous
utilisons d’abord le fait que, pour des opératedrst B, si les opérateurs d’ond&®.. (A, B) existent, leur
complétude équivaut a I'exitence et la complétudéidg B, A) [3]. De plus, si les opérateu®L (A, B)
existent et sont complets, alors il existe une égalité sur les speet(®9 = g, (B) = g,.(A) = (A) [8].

Nous utilisons ensuite deux résultats d’'Umeda [11] pour prouveféQo) = L2(R?") = H,e(Lo),
et donc queP,.(Lg) = I. Nous avons alors tous les éléments pour énoncer le

THEOREME 1. —Supposonsquele potentiel V soit choisi de sorte quelesopérateursd onde Wi (H, Hp)
soient complets (c’est en particulier le cas s V remplit les conditions d’ Agmon). Alors les opérateurs
d'onde Wy (Lo, Ly) et Wi (Lp, Lo) existent et sont complets.

3. Equation de Wigner dansles espaces 27

Nous montrons dans cette partie I'existence des opérateurs d’onde associés au probléeme de Wigner dans
les espacesﬂ.(Lg) ou en notation abrégéeP. Pour simplifier I'écriture, nous avons fixé= 1, conservé
la notationLg = —£V,,, notonsL I'opérateur de transport perturbé par la perturbafofPourp etr > 1,

nous noterons
. p/r 1/r
”w”r,p= (/ (/ w(x,§)| dx) d%')
R} R}

3

la norme sur les espaces§/L.
En utilisant la formule de Weyl [9]

dfoy (x)e "o = v (x —irVy)
nous avons établi dans [10] une nouvelle expressioA de
P(x,Ve) =i[eLoeT!/2Hos gloy (x) g/2Hoe _ g=Lod/2Hos gloy (x) g7!/2Hox]
avecHo s w(x, &) = —3Agw(x, &).

Nous établissons dans un premier temps une estimatigPdéw|,. , pour 2< r < p. Pour obtenir
notre résultat, nous avons utilisé d’'une part des estimations sur le groupe d’évoiitignétablies par
Castella et Perthame [2], d’autre part une estimatién-+t LY sur le groupe de Schrédinger applicable
aHoe.

Dans [2], Castella et Perthame montrent que, podr-I< p, la solution de I'équation de transport libre
vérifie I'estimation ponctuelle :

Jwx, &0, , =€ wox, &), <t =Pl ,

lorsquewg est la donnée initiale du probleme.
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D’autre part, si{U (r)} est le groupe engendré pay,ialors pour #0etp > 2 :
lu@o]|, < (amie)" "2l

avecp~! + p'~1 =1 (voir par exemple [5]).
Nous pouvons alors établir le

LEMME 1.—-Pour2<r<p:
[Petow|, , < Ky plt ™Y Pl ,
avec r’ le conjuguéder, Ky, , = 2(4n)" P+ v cets = (p'~t — p~H~1
Pour le cas particulier oti= 2, nous avons égalemerit= 2, et donc :
[Perowll, < Kyapltl ™" Y2 wlz, . 1)
Si nous notong = n(1/2 — 1/p) eta = 2(4r)~7, 'estimation (1) et le fait que &0 est un opérateur
unitaire dans &7 conduit au
LEMME 2. —Supposonsque V € L*(R") soit tel que
i <=2 (2
ay

Alorsle groupe d' évolution {&/L'} est uniformément borné.

La condition imposée & implique dans ce cas l'inégalité

,g=/0 |Petoll,  dt<1, ©)

ce qui assure grace a la formule de Duhamel :

t
gl =¢glo +/ gL pelods,
0

le caractére uniformément borné du groggé}.

THEOREME 2. —Soit p > 2tel quen(1/2—1/p) > 1, et V € L*(R"), satisfaisant a la condition (2).
Alors les opérateurs d’ onde W (L, Lo) et Wi (Lo, L) existent dansL27.

Ce théoreme est une conséquence directe du lemme de Cook qui nous permet grace a (3) d'établir
I'existence des opérateurs d’ond&s (L, Lo) et W, (Lo, L). Comme{e/L0} est aussi un opérateur unitaire
pourt < 0, par symétrie on obtient ausj%?o | PeLoflp ,df <Bllfll2,, ce qui permet d'appliquer encore
une le lemme de Cook et obtenir I'existenceWle (L, Lo) et W_(Lo, L).
Ce théoréme a pour conséquence I'existence de I'opérateur de scastesni§, (Lo, L)YW_(L, Lo) et
la similarité des opérateurp et L dans 127,
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