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Résumé Pour une loi de fonction de répartition (f.d.), nous comparons les hypothéses faites
dans [4] pour étudier la vitesse de convergence vers 0, lorgguesy (F), ded(u) =
sug(e[ovu(p)_uﬂfu (x) — 5),(%”"‘)(”)”, ou F, est la fonction de survie de la loi
des exces au-dela de s4 (F) = supx, F(x) < 1} est la borne supérieure du support de

F et G, est la fonction de survie d’une loi de Pareto Généralisée, avec les hypothéses
faites dans [2] pour étudier la vitesse de convergence vers 0, lorsgued-oo, de
dy = SUp, R | F"* (x) — Hy(" Gy, ouH, estlaf.d.r. dune loi des extrémes. Dans chaque
cas, avait été introduit un |nd|cateur lié a des hypothéses de variation réguliere. Nous
caractérisons des situations ou ces deux indicateurs coincident et d'autres ou ils différent.
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Comparison between two indicators for the variation regularity of
tails of distributions

Abstract We compare assumptions used in [4] in order to study the rate of convergence to O,

asu — s4(F), of d(u) = SUpejo,y, (F)—u[ | Fu(0) = G, (e8| whereF, is the
survival function of the excesses oveb+ (F) = sup{x, F(x) < 1} is the upper end point of

the distribution function (d.f.F andﬁy is the survival function of the Generalized Pareto
Distribution, with assumptions used in [2] in order to study the rate of convergence to 0,
asn — 400, of dy = sup, g | F" (x) — Hy, (2= “")| whereH,, is the d.f. of an extreme

value distribution. In each case, an indicatoF linked to regular variation assumptions had
been introduced. We characterize situations where these two indicators coincide, and others
where they are differenflo cite this articlee R. Worms, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |

334 (2002) 709-712. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Abridged English version

Let F' be a distribution function in the domain of attraction of an extreme value distribéfjanThis
means that there exist two normalizing sequeriegs and(o,) such that

d, =SU%F"()¢) -H, <x —ocn> ’ — 0 asn— +oo.
xeR Op
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It is well known (see[3] or [1]) that this is equivalent to the existencedofu) > 0 such that
sup

— — X
F,(x)—G <—>
xe[0,54 (F)—ul ! "\ o)

whereF, is the survival function of the excesses owes, (F) = supx, F(x) < 1} is the upper end point

of F andG,, is the survival function of a Generalized Pareto distribution.
We have studied, in [4], the rate of convergence to G; as s (F), of

— — (x4+u—am)

F,(0) -G, (7)

o(u)

—> 0 asu — s;(F),

du)= sup
x€[0,s4+(F)—ul
for appropriate normalizing functionsando, under the following first and second order conditidns:
(Hy) F istwice differentiable and lim, 400 A(z) =0
(H2) A is of constant sign nearoo and there existp < 0 such thatA| € RV,

whereA(t) = “/,/((l'rr]‘t’)) —yandV()=F ).

In [2], De Haan and Resnick have made a S|m|Iar studylfousing assumptions:
(Hl) F is twice differentiable and lim., 1 A(t) =
(Hz) A is of constant sign atoo and there exist$ < < O suchthatA| € RV},

whereA(t)_V(“”” y andV (1) = F~(exp(—e™)) .

’

These assumptions have the same form as ours, but funti®replaced by@.
We obtain the two following results:
(i) lim;— 400 A(r) =0 if and only if lim;_ ;o0 A(r) =0 (i.e., (H1) and (1) are equivalent);
(ii) Let po be equal to-1if y # 1 and-2 if y = 1;if (H1) and H2) (resp. (H) and (H)) hold, and if
p # po (resp.p # po) then (H) (resp. Hz)) holds withp = max(p, po) (resp.p = maxp, po)).

1. Introduction

Soit F la fonction de répartition d’'une loi dans le domaine d'attraction de la loi des extréinesest-
a-dire, qu'il existe deux suites normalisantes) et (o,,) telles que

d, = sup
xeR

F"(x)— H, (x _a”> ’ — 0 quant — +oo,
On
avec
Hy(x) =exp(—(L+yx) ™ Y") (y #0, 1+ yx>0) et Ho(x)=exp(—e™).

On sait oir [3] ou [1]), que ceci équivaut a I'existence d¢u) > 0 tel que
sup

— — X
Fu(x)—G ( )
x€[0,54 (F)—ul ! "\ o)

ou F, est la fonction de survie de la loi des exces au-dela,de (F) = supx, F(x) < 1} est la borne
supérieure du support deet G, est la fonction de survie d'une loi de Pareto Généralisée, avec

G,(x)=A+y0) V" (y#£0, 1+yx>0) et Gox)=€"*
Nous avons étudié, dans [4], la vitesse de convergence vers 0, guand verss (F), de

Fu)— G, (x +u —ot(u))

o (u)

— 0 quantu — s (F),

d(u) = sup
x€[0,s4+(F)—ul
pour des fonctions normalisante®to appropriées, sous les hypothéses de premier et second &rdre :
(H1) F estdeux fois dérivable et lim, ;oo A(z) =0
(H2) A estde signe constant a I'infini et il existe< O tel que|A| € RV,

. " —1
OUA(t) = ‘(,((l'r?t’)) —yetV(@)=F ().

’
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Dans [2], De Haan et Resnick avaient fait une étude similaire goavec les hypothéses :
(Hl) F est deux fois dérivable et lim, 4 At) =
(Hz) A estde signe constant a I'infini et il ex&ﬁeg 0 tel que|A| € RV3,

OUA(t) = zfl'”t’) y etV (1) = F-l(exp(—e™)).
Leurs hypotheses s'écrivent ainsi de la méme maniéere que les notres, mais la fanesbremplacée

parA Le but de cette Note est d’étudier le lien endrl, Ho) et(Hl, Hz)

2. Lienentrepetp

PROPOSITION 1. — R
(1) liM;— 400 A1) =0 s et seulement si lim;—, ;oo A(r) =0 (i.e. (H1) et (H1) sont équivalentes).
(i) Soitpoégala—1sy#leta—-2dy =1;s (Hy) et (Hz) (resp. (H1) et (H2)) sont satisfaites, et si
p # po (resp. p # po) alors(Hz) (resp. (Hz)) est satisfaiteavec p = max(p, po) (resp. p = max(p, po)).
Remarque 1. —SiA € RV,,, cette proposition ne permet pas d’en tirer une conclusion au sujet ele
il en est de méme en intervertissant les rélesidet A. Les situations qui sont susceptibles de se présenter
si 'une des fonctionsi et A est a variation réguliere sont donc les suivantes
— AeRV,etAe RV, avecpo < p <0.
— A€ RV,, avecp < po, €tA € RV,
A€ RV, avecp < po, €A € RV,
— A€ RV, et A n'est pas a variation réguliére.
— A € RV, et A n'est pas a variation réguliére.

Démonstration. — (i) Posons
Cx)=V(=Inx)=F1-x) et Cx)=V(-InnF1(e7),

(5) e Bo=A(3)
Bx)=A(=) et Bp)=A(=),
X Z

oux €]0,1[ etz e]l, +oo[ . Alors C(x) = 5(— In(1— x)) et on en déduit que
X _ X
A1-x)IN1-x) @A—-—x)In(1—x)

(B(1-€7) +y +€). )

1 ~
Bx)=—y-1—-(+D B(—In(1—x)), 1)

1-
B(z) =

e — l
Il en résulte immécjiatement que limg §(z) 0 equivaut alim_oB(kx) =
(ii) Supposons qué € RV;. Notonsp(x) = m ilvient B(x) = l+ +7 x 24+ o(x?) d'ou,
d'aprés (1),
Bx)=-y—1-0)"+ @+ DB+ ﬂ(x)E(— In(1— X))
_y—=1_ 5y—-7 2
=T Yt
autrement ditA (1) = A1(¢) + A2(¢), ou

~11 5y-71 1 . 1\\ ¢
a0 =" 72“(72)’ Az(t)=A<<—|n<1—;>> )(1+o(1)).

On remarque que, au voisinage-eo, (—In(1— %))‘1 ~t etdoncAz € RV;.
D'autre part, siy # 1, A1(t) € RV_1 etdonc: R
- sip>—1,A0) ~ A(-=In(1 - 1)7Y) € RV; (i.e. B(x) ~ B(~In(1 - x))),
—sip<-—1, A(z)~—11€Rv_1(|e B(x) ~ L5tx),

+0(x?) + B(=In(1—x)) (1+0(D)),
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— sip=—1, on ne peut rien conclure syr.
De méme, sy =1, A1(t) ~ —3 5, 00 A1(r) € RV_z et:

~sip>—2,A(0) ~A((—=In(L - 1))~Y) e RV, (i.e. B(x) ~ B(—In(1 - x))),

- Sip<—2,A(t)~—¢% € RV_ (i.e. B(x) ~ —gx?),

— Sip =—2, 0n ne peut rien conclure sHr.

Réciproguement, supposons gqtie RV, et notonsf(z) = g5 ; il vient f(z) = 1— § + £22 + 0(z?),
d'ou

B@)=-y—1+B@(B(1-€7%) +y +¢€)
— 1;yz+y1—+21z2+o(z2) +B(1—e%)(1+0(D),

autrement ditA (1) = A1(r) + Ax(z), oU

~o 1oyl y+411 1 A 1\ *

et la démonstration s’achéve comme dans la partie directe.

3. Exemple

Soit F la fonction de répartition d’'une loi dans le domaine d’attractiorfge vérifiant les hypothéses
(H1) et(Hy) et F* la fonction de répartition vérifiant, pourau voisinage de (F) = s (F*),

F*(x) =exp(—F(x)). (3)

D’une part, pour assez grand?F* (t) = Vr(¢). On en déduit que I’hypothAés{Ql) associée a&'* est
satisfaite et donc qu&™ est également dans le domaine d'attractiorfjeet A p«(t) = Ap(z). De plus,
F* vérifie 'hypothésgH,) avec

A

PF* = PF.
D’autre part, pour assez grand/g«(t) = 7_1(— INn(1—e™)) =Vr(=In(=In(1—-e71))). On n"adonc

o~

pas entreF et F* la «dualité» qu’aurait exprimée I'égalitép«(r) = Vp(¢) et, sipr # po, F* vérifie
I'hypothése(H2) avecpr+ = max(po, oF) (conséquence immédiate ge- = pr et de la Proposition 1).

Cas particulier desloi de Burr. — La fonction de répartition d’une loi de Burr s’écrit, pour taut- 0,

Fx)y=1—(14+x7)7",

out > 0et) > 0. F est dans le domaine d’attraction de Fréchet avecl/(At).

Sit # 1, F vérifie 'hypothésgH2) avecpr = —1/1 et I’hypothése(ﬁz) avecpr = max(pg, —1/1).
Ainsi, or est borné alors quer ne I'est pas. ~

La loi de fonction de répartitiod™* définie par (3) vérifie alorgHy) avecpp+ = —1/A et (H2) avec
prx = maxpg, —1/1). Cette foispp+ est borné et nojp+.

1 f € RVy (i.e. regular variation of index) means that, for alt > 0, lim;— o0 f(zx)/f (1) = x“.
2 f € RV, (i.e., f de variation réguliére d'indice) veut dire que, pour tout > 0, lim;— 400 f(1x)/ f (1) = x*.
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