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Résumé Dans cette Note, nous présentons une solution au probleme du label des gaps pour les
guasi-cristaux et démontrons ainsi la validité de la conjecture de Bellissard. Nous utilisons
le théoreme de l'indice mesuré pour les laminations d'un coté et la naturalité du caractére de
Chern longitudinal de I'autrePour citer cet article: M.-T. Benameur, H. Oyono-Oyono,
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Computation of the gap-labelling for quasi-crystals

Abstract We give in the present Note a proof of the Bellissard gap-labelling conjecture for quasi-
crystals. Our main tools are the measured index theorem for laminations on the one hand,
and the naturality of the longitudinal Chern character on the other fargite thisarticle:
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1. Introduction et notations

Soit 2 un ensemble de Cantor muni d’'une action minimale du groupe abélienZitir&upposons
queu soit une mesure de probabili# -invariante sur2. Alors w induit une tracer* sur laC*-algébre
C(R) x ZP, et donc un homomorphisme additif de &&théorie deC(2) x Z” versR. On noteZ[u]
le sous-groupe additif d& engendré par leg-mesures d’ouverts-compacts ¥ alors la conjecture de
Bellissard peut s’énoncer de la maniére suivante, voir par exemple [1,2] :

CONJECTURE 1.1. —L’image par 7 dela K -théorie de C(2) x Z” coincide avec Z[u].

Il est facile de ramener le cas général au cap @3t pair, voir [3], et nous supposerons désormaisygue
est pair.

2. Indice longitudinal et caractérede Chern

La suspension associée est par définition I'espace topologique comaetggﬁ&p. Cet espace est

naturellement muni d’une structure d’espace feuilleté. o€ (R?)®ST — C®(R”)®S~ 'opérateur
de Dirac suR”, ou S+ et S~ sont les representations irréductibles de §pinSoite une projection de
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M, (C(Vg)) et soite la projectionZ?-invariante deC (22 x R”) ® M, (C) qui lui correspond. On suppose
quee est longitudinalement lisse, alors I'opérateur :

¢o(ldcio)®3I® 1) : 6(C(QRC™(R?) ST @ C") — &(C(QRXC®(RP)®S~ @ C")

est un opérateur différentiel elliptique dan&&-direction, qui esZ?-invariant. Il induit donc un opérateur
longitudinalement elliptiqueg, , sur Ve. En utilisant les résultats de [5] et la version étendue de [7],
on associe a I’opérateth,Rp un indice longitudinal Ing, d5, , qui appartient au groupe de-théorie
Ko(C(2) x ZP). Le théoréme suivant est dii a A. Connedii( [4] et aussi [3]).

THEOREME 2.1. — L application e — Indy,, d¢, » induit un isomorphisme :

1% Ko(C(Va)) — Ko(C () x ZP).

Ce théoreme raméne la conjecture de Bellissard au probléme du calcul des termes apparaissant dans le

théoréme de I'indice mesuré pour I’opératég(Rp. Soit Q¥ (R?) I'espace deg-formes differentielles sur

'espace vectorieR?, induit de sa topologie usuelle. Uhgforme longitudinale suvg est une application
continueZ?-equivariantep : @ — QF(R?). L'espace de&-formes differentielles longitudinales sit,

est notéQ’g(Vg,R). Si ¢ est un élément dez’g(VQ,]R), alors la différentielle longitudinald,(¢) est

par définition la(k + 1)-forme differentielle qui est I'applicatiod” -équivariante» — d(¢(w)) oud est

la différentielle de de Rham siR”. Le complexe ainsi obtenu est le complexe longitudinalVe sa
cohomologie est notée :

H; (Va, R) = @D H{ (Va, R) = H{(Vo, R) D H{ (Va, R).
k>0

Notons maintenant paf>>-%(Vq) I'algébre des fonctions continues s qui sont longitudinalement

lisses. Soite une projecteur deM, (C>%(Vq)) et soité le projecteurZ?-invariant associé. Alors la

forme différentielle Téexp(dsece/(2im)) est une forme longitudinale egt-fermée. De plus, la classe

de Tre exp(deege/(2im)) dans I—j(VQ’R) ne dépend due de la classekighéorie dee dansKo(C0(Vy)).

Nous déduisons alors une définition du caractere de Chern longitudinae(C (Vq)) — Hj(Vq, R). La
définition du caractére de Chern longitudinal dans le cas impair se déduit alors du cas pair. Nous obtenons
donc un morphisme

chy : K. (C(Va)) = Ko(C(Va)) & K1(C(Va)) — Hi (V. R) = H{(Va, R) & H} (Va, R).

Si (Up, U1) est une paire ouverte d&;, on a de méme un morphisme;chK,(Co(Up \ U1)) —
H .(Uo, U1, R). Le théoréme suivant est démontré dans [3].

THEOREME 2.2. — Le caractére de Chern longitudinal entrelace les suites exactes en K -théorie et en
cohomologie longitudinale, associées a toute paire ouverte (U, U1).

3. Lecyclefondamental

Soit x la fonction caractéristique de I'ouveit =10, 1[” dansR”. On définitC,, z» : Qf(VQ, R) — R,

par :
Cuzr (@) = <u®/wyx¢>.

PrROPOSITION 3.1 ([3]). —S ¢ est und,-cobord, alors (C,, z», ¢) = 0.
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Ceci montre queC, z» induit une application sur HVQ,R). Notons parC(2,R)z» I'espace des
coinvariants de I'action d&” sur C(2, R), i.e., le quotient d& (2, R) par le sous-groupe engendré par
les éléments de la formg f) — f. Si¢ € Qf(VQ, R), on définit une fonction continuéz, (¢) sur par
W7 (@) (w) := f]oyl[p ¢(w, x)dx, Vo € Q.

PrRoPOSITION 3.2 ([3]). —L'application ¢ — Wz»(¢) induit une application de Hf(Vg,R) vers
C(22,R)zp, qui est en outre un isomorphisme, i.e.

H? (Va, R) = C(R, R)zs.

Puisque la mesurg estZ?-invariante, elle induit une forme linéaire sa$2, R)z» que nous notons
®z» . Le triangle suivant est alors commutatif [3] :

HY (Va, R) 'z C(Q,R)z

Cuzp A
R

Rappelons d’abord que d’aprés un résultat de [6], le groupe d’homologié’HC (2, 7)) est sans
torsion. Le caractére de Chern usuel a valeurs dans la cohomologie de Cech fournit un morphisme
K*(X) — H*(X,R) pour tout espace topologiqué. Cela induit un morphisme naturel clK*(U) —

H7 .(U,R) pour tout ouvertU de Vg, que nous appellerons aussi caractere de Chern pour simplifier. En
utilisant le Théoréme 2.2, on déduit que le caractére de Chern longitudinal induit un morphisme entre les
suites spectrales associées. Ici, la suite spectrale associéethémrie est la suite de Kasparov alors que
celle associée a la cohomologie longitudinale est la suite spectrale usuelle, voir [3] pour plus de détails.
Pour les terme#%?, le caractére de Chern longitudinal,cét le caractére de Chern ch induisent la fléche
associée a l'inclusion des coefficie@j H;(ZP,C(Q,7Z)) — @j H;(ZP, C(22,R)). En particulier, on
obtient :

4. |déedelapreuve

PROPOSITION 4.1. —Les deux morphismes ch: K*(Vq) — Hf (Vq, R) et chy : K*(Vq) — Hj(Vo, R)
coincident.

Remarque 4.1. — On peut méme montrer que ces caractéres de Chern coincident avec le caractére de
Chern—Connes en homologie cyclique périodique et que cette derniere homologie est isomorphe a la
cohomologie longitudinale [3].

Toutes ces suites spectrales dégénérent aux teBRe&n particulier et puisque le gradué associé
a la filtration de K.(C(Vg)) donnée par la suite spectrale de Kasparov est le groupe sans torsion
D, He(Z7, C (2, Z)), le groupe abélielk . (C (Vq)) est aussi sans torsion. Plus précisement, on a :

THEOREME 4.1 ([6]). — Le morphisme ch: K (Vq) — Hj(Va, R) est injectif a image homogene (i.e.
son image est graduée par la graduation de H; (Vq, R)). En plus, I'image de ch: K, (Vq) — H;(Va,R)
estisomorphea @; H; (27, C(, 7).

Finalement, pour finir la preuve de la conjecture nous utilisons le résultat d’intégralité suivant :

PROPOSITION 4.2 ([3]). — Soit ch! la k*™ composante du caractére de Chern longitudinal. Alors,
Yzr (chf (Ko(Vg)) appartient a C (2, Z)zy.
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Expliguons maintenant brievement comment déduire la conjecture de Bellissard. On peut d’abord
facilement montrer I'inclusio[ ] C =& (Ko(C(2) x ZP)). Par Théoréme 2.1, on déduit que :

T (Ko(C(Q) x ZP)) = { Indzp (8§ ) — Indzr i (38 o), [e] — [€] € Ko(C®0(Va)) }.
Ensuite, d’aprés le théoreme de 'indice mesuré de Connes [7], on peut déduire que :
7 (Ko(C() % 7)) = (chf (K°(Va)). [Cp.z0]).
D’aprés les définitions dgC, z»1 etyz», on a:
(x,[Cpzr)) = (Yzr(x), 1), Vx eHJ(Va,R).

Par conséquen(chf(e),[cﬂ,zpp = (wzp(chf(e)),u). Mais la Proposition 4.2 implique alors que
Yzr (€ (e)) € C(Q, Z)zp. Ainsi :

T (Ko(C(Q) X ZP)) C n(C(R. Z)zr) = ZIu].
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