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Résumé On définit la notion de solveur de Riemann simple pour des systèmes hyperboliques avec
terme source et on construit des schémas de type Godunov entropiques pour la dynamique
des gaz avec gravité et le système de Saint-Venant.Pour citer cet article : G. Gallice, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 713–716.  2002 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Entropic Godunov-type schemes for hyperbolic systems with source
term

Abstract The notion of simple Riemann solver is introduced for hyperbolic systems with source
term and entropic Godunov-type schemes are derived for gas dynamic system with gravity
and Saint-Venant system.To cite this article: G. Gallice, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
334 (2002) 713–716.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

1. Introduction

On aborde dans cette Note la résolution numérique de systèmes hyperboliques avec terme source. De
nombreux travaux ont déjà été réalisés sur ce sujet [1–3,5–8]. On propose une définition de schémas de
type Godunov pour de tels systèmes et on caractérise la classe des solveurs simples. Pour de tels solveurs
et pour les systèmes physiques possédant à la fois une forme eulérienne et lagrangienne, on établit, sous
certaines conditions naturelles, une correspondance biunivoque entre schémas de type Godunov lagrangiens
et eulériens. De cette propriété, après construction de solveurs de Riemann entropiques et positifs pour la
dynamique des gaz avec gravité et le système de Saint-Venant en coordonnées lagrangiennes, on déduit des
solveurs de Riemann entropiques et positifs pour les mêmes systèmes en coordonnées eulériennes.

2. Définitions et construction

On considère le système hyperbolique avec terme source suivant :

∂tU + ∂xF(U)= P(U, x). (1)

On suppose que ce système possède un couple entropie-flux(η, q) et sip = ∇η · P désigne la production
d’entropie, on cherche alors des solutions entropiques vérifiant l’inégalité :

∂tη + ∂xq � p. (2)
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Pour une grille régulière(xi+1/2)i , on notera
x = xi+1/2 − xi−1/2 et xi = (xi−1/2 + xi+1/2)/2. Soit
maintenantWi+1/2(x, t) une approximation de (1) avec la donnée initialeU(x,0) = Ui , si x < xi+1/2,
U(x,0)= Ui+1 si x � xi+1/2. Considérons alors le schéma défini par,

Un+1
i = 1

2

(
U+

i−1/2 + U−
i+1/2

)
, U±

i∓1/2 = ±
∫ xi

xi∓1/2

Wi∓1/2(x,
t)dx. (3)

On adopte les notations
y = yd − yg, yα = αyg + βyd oùα + β = 1, etya pour la moyenne arithmétique.
Pour une suite(Xk)k, on notera aussi,δXk = Xk+1 −Xk, etXα,k = αXk +βXk+1. On propose la définition
suivante d’un schéma de type Godunov :

DÉFINITION 1. – On dira queW est de type Godunov pour (1) s’il existẽP consistant, i.e.̃P(U,U, x, x)

= P(U, x), telle que pourτ suffisamment petit et toutUg , Ud :∫ xd

xg

W(x, τ ;Ug,Ud)dx = 
x

2
(Ug + Ud)− τ
F + τ
xP̃(Ug,Ud, xg, xd). (4)

On dira queW est de type Godunov entropique pour (1) s’il existep̃ consistant, i.e.p̃(U,U, x, x) =
p(U, x), telle que pourτ suffisamment petit et toutUg , Ud :∫ xd

xg

η
(
W(x, τ ;Ug,Ud)

)
dx � 
x

2
(ηg + ηd)− τ
q + τ
xp̃(Ug,Ud , xg, xd). (5)

On montre aisément que siW est de type Godunov, le schéma (3) s’écrit :

Un+1
i = Un

i − 
t


x
(H1+1/2 − Hi−1/2)+ 
t

2

(
P̃i+1/2 + P̃i−1/2

)
, P̃i+1/2 = P̃(Ui ,Ui+1xi, xi+1), et

Hi+1/2 = 1

2

[
Fi + Fi+1 − 
x

2
t

(
Ui+1 − Ui − U+

i+1/2 + U−
i+1/2

)]
. (6)

Dans cette étude, on considère la classe des solveurs simples [4] constitués de(m + 1) états constants
(Uk)k=1,m+1, séparés par des droites de pentes(�k)k=1,m, avecU1 = Ug et Um+1 = Ud . On notera
U = (Uk)k et� = (�k)k et on désignera le solveur par le couple(U,�).

Soit (η, q,p) un triplet entropie-flux-production. On obtient facilement le résultat suivant :

PROPOSITION 1. –Le solveur(U,�) est de type Godunov si et seulement s’il existeP̃ consistant tel que

F − 
xP̃ = ∑m

k=1�kδUk, et de type Godunov entropique si et seulement s’il existep̃ consistant tel que

q − 
xp̃ �

∑m
k=1�kδηk .

Pour des problèmes du type (1) la préservation des solutions stationnaires vérifiant∂xF = P est souvent
un problème crucial. On propose la définition suivante de solutions équilibres :

DÉFINITION 2. – On dira qu’une suite(Ui )i est solution d’équilibre pour le schéma (3) si à chaque
interface les égalités suivantes sont vérifiées :

U−
i+1/2 = Ui et U+

i+1/2 = Ui+1. (7)

Il est intéressant de remarquer, en considérant l’expression (6), que ces conditions consistent à annuler la
dissipation numérique du schéma. En outre, ces solutions satisfont une relation d’équilibre simple à chaque
interface. En effet, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 2. –Les solutions d’équilibre satisfont la relation de consistance: Fi+1 − Fi =

xP̃i+1/2.

3. Correspondance Lagrange–Euler

On considère ici uniquement des systèmes physiques ayant une forme eulérienne et une forme
lagrangienne pour lesquelsF = uU + G0, avecG0 de première composante nulle etu la vitesse. Si la
densitéρ est la première composante deU, on définit les variablesτ = t , m = ∫

ρ dx et aussi :
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tn = (1,0, . . . ,0), U = ρn + U0, V0 = ϑU0, V = ϑn + V0, G = −un + G0, ϑ = 1/ρ.

PosonsPl = ϑPe . La forme lagrangienne du système (1) est alors donnée par :

∂τV + ∂mG(V)= Pl . (8)

Si (s, q,pl) est un triplet entropie–flux–production pour le système (8), alors(S,uS + q,pe) oùS = ρs et
pe = ρpl , est un triplet entropie–flux–production pour le système (1).

Considérons un solveur de Riemann lagrangien(V, λ). La première équation de (8) est linéaire et s’écrit :
∂τϑ − ∂mu = 0. On impose alors à(V, λ) de vérifier l’analogue discret de celle-ci au travers de chaque
changement d’états, soitδuk + λkδϑk = 0, pourk = 1,m (H1). On demandera aussi queϑk > 0 pour
k = 1,m (H2). On définit un solveur simple eulérien(U,�) parUk = U(Vk) et�k = uα,k + λkϑα,k . On a
alors :

PROPOSITION 3. –Supposons(H1) et (H2) vraies. Alors, le solveur(U,�) ci-dessus est un solveur de
type Godunov si et seulement si le solveur lagrangien(V, λ) en est un. Il est positif si et seulement si le
solveur lagrangien l’est. Enfin, il est entropique si et seulement si le solveur lagrangien l’est. En particulier,
si 
m = ρa
x, on a pour toute entropie,


(uS + q)−
xp̃e �
∑

k=1,m

�kδSk ⇐⇒ 
q − 
mp̃l �
m∑

k=1

λkδsk avecp̃e = ρap̃l . (9)

Démonstration. –On montre uniquement l’inégalité d’entropie. On a d’une part :∑
k=1,m

�kδSk =
∑

k=1,m

[uα,k + λkϑα,k]δSk =
∑

k=1,m

[
uα,kδSk + λk

(
δ(ϑS)k − Sβ,kδϑk

)]
=

∑
k=1,m

λkδsk +
∑

k=1,m

[uα,kδSk − λkSβ,kδϑk]

et en utilisant (H1), on a :
∑

k=1,m[uα,kδSk − λkSβ,kδϑk] = ∑
k=1,m[uα,kδSk + Sβ,kδuk] = 
(uS). On a

donc montré que :
∑

k=1,m�kδSk = ∑
k=1,m λkδsk + 
(uS). On en déduit facilement (9).

4. Application à la dynamique des gaz avec gravité

Si ρ est la pression,ε = pϑ/(γ − 1) l’énergie interne,s = f (pϑγ ) l’entropie oùf croissante convexe,
E = ε+u2/2 l’énergie totale,g la constante de gravité, les modèles eulérien et lagrangien de la dynamique
des gaz avec gravité sont caractérisés par les vecteurs suivants,

U = t(ρ, ρu,ρE), F = t(ρu,ρu2 + p,ρuE + pu), Pe = t(0,−ρg,−ρug), (10)

V = t(ϑ,u,E), G = t(−u,p,pu), Pl = t(0,−g,−ug). (11)

Enfin, les triplets entropie–flux–production sont(ρs, ρus,0) en Euler et(s,0,0) en Lagrange. Posons
α = C−/(C− + C+) etβ = 1− α. On définit alors pour le système (11) le solveur simple suivant,

W(m, τ) =




Vg si m/τ � −C−, R± = t(−1,±C±,Pβ ± uαC±)

V∗
g = Vg + φ−R− si −C− <m/τ � 0,

V∗
d = Vd − φ+R+ si 0<m/τ � C+, φ± = 
P±C∓
u

C−C++C2±
,

Vd si C+ <m/τ,

(12)

oùP = p + ph avecph défini par
ph = g
m.
On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 4. –Le solveur de Riemann(12) est de type Godunov pour le système lagrangien de la
Dynamique des gaz avec gravité. Il est positif(ϑ > 0 et ε > 0) et entropique pourC± assez grands. En
particulier, on a les relations:
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−C−
(
ϑ∗
g − ϑg

) + C+
(
ϑd − ϑ∗

d

) = −
u, −C−
(
u∗
g − ug

) + C+
(
ud − u∗

d

) = 
p + 
mg,

−C−
(
E∗

g − Eg

) + C+
(
Ed − E∗

d

) = 
(pu)+ u∗
mg avecu∗
g = u∗

d = u∗ = C−ug + C+ud − 
P

C− + C+
.

Il satisfait (H1), (H2) et induit un solveur de Godunov eulérien positif et entropique. Les solutions définies
par pi+1 − pi = (ρi+1 + ρi)
x/2, etui = 0 pour touti sont solutions d’équilibre pour(10).

5. Application aux équations de Saint-Venant

Soienth la hauteur d’eau,Z la bathymétrie,E l’énergie donnée parE = gh/2 + u2/2 etϑ = 1/h. Les
modèles eulérien et lagrangien de Saint-Venant sont caractérisés par les vecteurs suivants,

U = t(h,hu), F = t
(
hu,hu2 + gh2/2

)
, Pe = t(0,−gh∂xZ), (13)

V = t(ϑ,u), G = t
(−u,gh2/2

)
, tPl = (0,−gh∂mZ). (14)

L’inéquation d’entropie eulérienne est donnée par,∂t (hE) + ∂x(uhE + ugh2/2) � −ghu∂xZ, et l’inéqua-
tion d’entropie lagrangienne est la suivante,∂τE + ∂m(ugh

2/2) � −ghu∂mZ.
On définit le solveur lagrangien suivant pour le système de Saint-Venant lagrangien (14),

W(m, τ) =




Vg si m/τ � −C−, R± = t(−1,±C±),

V∗
g = Vg + φ−R− si −C− <m/τ � 0,

V∗
d = Vd − φ+R+ si 0<m/τ � C+,

Vd si C+ <m/τ, φ± = 
p±C∓
u

C−C++C2±
,

(15)

où
p = 
p + gha
Z. On a alors le résultat suivant :
PROPOSITION 5. –Pour C± assez grands, le solveur de Riemann(15) est de type Godunov positif

(ϑ > 0) et entropique pour le système lagrangien de Saint-Venant(14). En particulier, on a l’inégalité
d’entropie :




(
g
h2

2
u

)
+ u∗gha
Z � −C−

(
E∗

g − Eg

) + C+
(
Ed − E∗

d

)
.

Il satisfait (H1), (H2) et induit un solveur de Godunov eulérien positif et entropique. Les solutions définies
par ui = 0 ethi +Zi = hi+1 + Zi+1 pour touti sont solutions d’équilibre pour(13).

Remarque. – En pratique, on choisitC− = C+ = C avecC évalué itérativement de façon à satisfaire le
critère d’entropie.
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