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Résumeé

Abstract

On définit la notion de solveur de Riemann simple pour des systémes hyperboliques avec
terme source et on construit des schémas de type Godunov entropiques pour la dynamique
des gaz avec gravité et le systeme de Saint-VeRant. citer cet article: G. Gallice, C. R.

Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 713-716. O 2002 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Entropic Godunov-type schemes for hyperbolic systems with source
term

The notion of simple Riemann solver is introduced for hyperbolic systems with source
term and entropic Godunov-type schemes are derived for gas dynamic system with gravity
and Saint-Venant systerio cite this article: G. Gallice, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |

334 (2002) 713-716. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

1. Introduction

On aborde dans cette Note la résolution numérique de systémes hyperboliques avec terme source. De
nombreux travaux ont déja été réalisés sur ce sujet [1-3,5-8]. On propose une définition de schémas de
type Godunov pour de tels systémes et on caractérise la classe des solveurs simples. Pour de tels solveurs
et pour les systémes physiques possédant a la fois une forme eulérienne et lagrangienne, on établit, sous
certaines conditions naturelles, une correspondance biunivoque entre schémas de type Godunov lagrangiens
et eulériens. De cette propriété, aprés construction de solveurs de Riemann entropiques et positifs pour la
dynamique des gaz avec gravité et le systeme de Saint-Venant en coordonnées lagrangiennes, on déduit des
solveurs de Riemann entropiques et positifs pour les mémes systemes en coordonnées eulériennes.

2. Définitions et construction

On considére le systéme hyperbolique avec terme source suivant :

0:U+ 9, F(U) =P, x). (1)

On suppose que ce systéme possede un couple entropigrflpixet si p = V- P désigne la production
d’entropie, on cherche alors des solutions entropiques vérifiant I'inégalité :

9n + 9xq < p. 2

Adresse e-mailgallice@bordeaux.cea.fr (G. Gallice).

0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés
S1631-073X(02)02307-5/FLA 713



G. Gallice / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 713-716

Pour une grille réguliéré&x; +1/2);, on noteraAx = x;411/2 — xi—1/2 et x; = (xj—1/2 + xi4+1/2)/2. Soit
maintenantWV,1/2(x, r) une approximation de (1) avec la donnée initiléx, 0) = U;, Si x < xi11/2,
U(x, 0) = U;41 Six > xi41/2. Considérons alors le schéma défini par,
1 Xi
1 - +
Uit =S(Ul12+ Vi) Uggp=+= Wiz1/2(x, At) dx. ®3)
XiFx1/2

On adopte les notationSy = y; — yg, Yo« = oy, + Byqs Ol + g = 1, ety, pour la moyenne arithmétique.
Pour une suitéXy)x, on notera aussb Xy = Xi+1 — Xk, €t Xy r = a Xy + BXr+1. On propose la définition
suivante d'un schéma de type Godunov :

DEFINITION 1. - On dira quéV est de type Godunov pour (1) s'il exideconsistant, i.eﬁ(u, U, x,x)

=P(U, x), telle que pour suffisamment petit et told,, Uy :
Xd A ~
W(x,7; U, Uy dx = %(Ug +Uy) — tAF 4+ 1AxP(Ug, Uy, xg, xg). (4)
Xg
On dira queW est de type Godunov entropique pour (1) s'il exigteonsistant, i.ep(U,U, x,x) =
p(U, x), telle que pour suffisamment petit et todd,, U, :

Xd Ax ~
/ n(W(x, 7;Ug, Ug)) dx < 7(ng+nd)—qu+rAxp(Ug,Ud,xg,xd). (%)
X

4
On montre aisément que\&l est de type Godunov, le schéma (3) s’écrit :

n+1 n At At ~ D D D
U;"~=U/ - A_x(H 1412 —Hi—1/2) + - (Piz1/2+Pi—12), Piy1/2=P(U;, Ujy1xi, xi41), et

2 2At

Dans cette étude, on considere la classe des solveurs simples [4] constitwés-dp états constants
(U k=1,m+1, Séparés par des droites de pentds)i—1,,, aveclfy = U, et U,,11 = Uy. On notera
U= Ui et A = (Ag)x et on désignera le solveur par le coufile A).

Soit(n, g, p) un triplet entropie-flux-production. On obtient facilement le résultat suivant :

1 Ax _
Hivi2= 5 {Fi +Fit1— = (Vi1 — Ui — U,-trl/z +Uza0) |- (6)

PROPOSITION 1. —Le solveun/, A) est de type Godunov si et seulement s'il expstensistant tel que
AF — Axl? = Z}Zzl A 8Uy, et de type Godunov entropique si et seulement s'il existensistant tel que
Ag — Axp <Y g Ardng.

Pour des problémes du type (1) la préservation des solutions stationnaires vérFianP est souvent
un probléme crucial. On propose la définition suivante de solutions équilibres :

DEFINITION 2.—0On dira qu'une suit€U;); est solution d’équilibre pour le schéma (3) si a chaque
interface les égalités suivantes sont vérifiées :

Ui_+1/2 =U; et U;:—l/Z =Ujt1. )

Il est intéressant de remarquer, en considérant I'expression (6), que ces conditions consistent a annuler la
dissipation numérique du schéma. En outre, ces solutions satisfont une relation d’équilibre simple a chaque
interface. En effet, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 2. —Les solutions d’équilibre satisfont la relation de consistanc&; ;1 — F; =
AxPit12.
3. Correspondance Lagrange—Euler

On considére ici uniguement des systemes physiques ayant une forme eulérienne et une forme
lagrangienne pour lesquels= uU + G, avecGg de premiére composante nulle:eta vitesse. Si la
densitép est la premiére composante deon définit les variables =7, m = [ p dx et aussi:
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'"n=(1,0,...,0, U=pn+Uy, Vog=vUg, V=0n+Vy, G=-un+Gg, o =1/p.
Posond?; = ¢#P,. La forme lagrangienne du systéme (1) est alors donnée par :
9:V+0,G(V)=PF;. (8)
Si (s, ¢, p;) est un triplet entropie—flux—production pour le systéme (8), dl&y8S + ¢, p.) OU S = ps et
Pe = ppi, €st un triplet entropie—flux—production pour le systeme (1).

Considérons un solveur de Riemann lagranglér.). La premiére équation de (8) est linéaire et s’écrit :
9:9 — 0,,u = 0. On impose alors &/, 1) de vérifier 'analogue discret de celle-ci au travers de chaque
changement d'états, safi;, + A8 = 0, pourk = 1,m (H1). On demandera aussi qug > O pour
k=1, m (H2). On définit un solveur simple euléri€tt, A) parly = U(Vi) et Ay = ug ik + Ak On a
alors:

PROPOSITION 3. —SupposongH1) et (H2) vraies. Alors, le solveu@{, A) ci-dessus est un solveur de
type Godunov si et seulement si le solveur lagrangién.) en est un. Il est positif si et seulement si le
solveur lagrangien I'est. Enfin, il est entropique si et seulement si le solveur lagrangien I'est. En particulier,
si Am = p, Ax, On a pour toute entropie,

m
AWS+q)— Axpe < Y AdSi = Ag— Ampy < Y dubsc  aVeCHe = pa . ©)
k=1m k=1

Démonstration. -On montre uniguement I'inégalité d’entropie. On a d’une part :

> A=Y ek + M0kl = D [tardSk + 1 (8@ )k — Sprdvk)]

k=1,m k=1m k=1m
= Z Aidsk + Z [0, k0Sk — Ak Spk00%]
k=1,m k=1,m

et en utilisant (H1), on aZkZl’nl[ua,k(SSk — A S8Vl = Zkzl,m[ua,kask + Sg rdur]l = AS). On a
doncmontré que} ;g ,, AkdSk =D y_1 ,, MIsk + AuS). On en déduit facilement (9).

4. Application a la dynamique des gaz avec gravité

Si p est la pressior;, = p#/(y — 1) I'énergie internes = f(p¥?) I'entropie ou f croissante convexe,
E = ¢ +u?/2 I'énergie totaleg la constante de gravité, les modéles eulérien et lagrangien de la dynamique
des gaz avec gravité sont caractérisés par les vecteurs suivants,
U="(p, pu, pE), F="(pu, pu®+ p, puE + pu), P.="0,—pg, —pug). (10)
V:t(ﬁ,u7E)7 Gzt(_u7 P7 Pu), Plzt(07 _g7_ug)' (11)

Enfin, les triplets entropie—flux—production sagts, pus, 0) en Euler et(s, 0,0) en Lagrange. Posons
a=C_/(C-+Cy)etB=1—qa.On définit alors pour le systéme (11) le solveur simple suivant,

Vg sim/t < —C_, Rizt(—l, +Cq, PgtuyCq)
V*=V,+¢_R_ si—C_<m/t <0,

W(m, 1) = ¢ ’ . / APECzAu 12)
Va=Vi—¢1+Ry si0<m/t <Cy, ¢i=ﬁ,
Vg4 siCy <m/t,

ou P = p + py avecp;, défini parAp, = gAm.
On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 4. —Le solveur de Rieman(i2) est de type Godunov pour le systéme lagrangien de la
Dynamique des gaz avec gravité. Il est pogitif> 0 et ¢ > 0) et entropique pouCy assez grands. En
particulier, on a les relations
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—C_ (29; —Vg) + C1(Va—0)) =—Au, —C_ (uz, —ug) 4+ Cy(ug —u}) = Ap+ Amg,
_ C_ug+Chuqg— AP
N C_+Cy

Il satisfait (H1), (H2) et induit un solveur de Godunov eulérien positif et entropique. Les solutions définies
par pi+1 — pi = (pi+1+ pi)Ax/2, etu; = 0 pour touti sont solutions d’équilibre pouf10).

—C_ (EZ,‘ — Eg) 4+ Cy(Eq — E}) = A(pu) + u*Amg avecu, =uy; =u"

5. Application aux équations de Saint-Venant

Soienth la hauteur d’eauZ la bathymétrie E I'énergie donnée pak = gh/2 + u?/2 et = 1/h. Les
modeles eulérien et lagrangien de Saint-Venant sont caractérisés par les vecteurs suivants,

U="(h,hu), F="(hu,hu?+gh?/2), P.="0,—ghd2), (13)
V="0,u), G='(~u,gh??2), Pr=(0,—ghdnZ). (14)

L'inéquation d’entropie eulérienne est donnée pavi E) + 9, (uhE + ugh?/2) < —ghud, Z, et l'inéqua-
tion d’entropie lagrangienne est la suivartel + 9,, (ugh?/2) < —ghud, Z.
On définit le solveur lagrangien suivant pour le systéme de Saint-Venant lagrangien (14),

Vg sim/t < —C_, Ry =/(—1,+Cy),
Vz =Ve+¢_R_ si—C_<m/t <0,

W(m, 1) = ] (15)
V;ZVd—¢+R+ SIO<m/‘L'<C+,
Vg SiCy <mjt, qbi:%,

OUAp = Ap + gh,AZ. On a alors le résultat suivant :

PrRoOPOSITION 5. —Pour C+ assez grands, le solveur de Riemgis) est de type Godunov positif
(¥ > 0) et entropique pour le systéme lagrangien de Saint-Ve(ledjt En particulier, on a I'inégalité
d’entropie :

2
A(g%u) +u*ghyAZ < —C- (EZ,‘ — Eg) +Ci(Ea— Ej).

Il satisfait (H1), (H2) et induit un solveur de Godunov eulérien positif et entropique. Les solutions définies
paru; =0eth; + Z; = hj+1 + Z;+1 pour touti sont solutions d’équilibre poul3).

Remarque— En pratique, on choisif_ = C; = C avecC évalué itérativement de fagon a satisfaire le
critere d’entropie.
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