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Résumé Nous donnons des constantes dans I'inégalité de concentration a gauche de Talagrand pour
les processus empiriques indexés par des classes de fonctions, en partant de la méthode de
Herbst. Le point nouveau est que la constante du facteur variance est exacte, ce qui répond
a une conjecture de Massdpour citer cet article: T. Klein, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
334 (2002) 501-504. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

L eft concentration inequalities for empirical processes

Abstract We give new constants in Talagrand’s left concentration inequality for maxima of empirical
processes. Our approach is based on the Herbst method. The improvement we get concerns
the constant in the variance factor, which is the one conjectured by Magsaite this
article: T. Klein, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 501-504. 0 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Soit X1, X2, ... une suite de variables aléatoires indépendantes de loi com@unealeur danst
espace polonais muni de sa tribu borélienne. $oitne famille dénombrable de fonctions mesurables de
X dansR, de carré intégrable sous On pose

Sn(f)=f(XD)+ -+ f(Xp). @

Nous regardons les propriétés de concentration de la variable aléateisei S, (f) : f € F} autour de
sa moyenne. Ce probléme a été étudié dans une série de travaux successifs, en particulier par Talagrand [5]
au moyen d’'inégalités isopérimétriques pour les mesures produits. Il a obtenu une inégalité de type Bennett
pour la déviation d& par rapport a sa moyenne. Ensuite Ledoux [1] a montré que ces inégalités pouvaient
aussi étre obtenues a partir d'inégalités de type log-Sobolev pour les mesures produit. Cette technique
permet de majorer la transformée de Laplac&dMassart [2] a clairement montré I'intérét des méthodes
entropiques (ou log-Sobolev) pour le calcul des constantes dans les inégalités de Talagrand, enfin Rio [4] a
obtenu une inégalité de concentration a droite de type Bernstein avec un facteur variance asymptotiquement
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exact. Nous allons montrer dans cette note un analogue de I'inégalité de Rio [4] pour la concentrtion de
a gauche de sa moyenne.

THEOREME 1.1. —Soit F classe dénombrable de fonctions de X dans ]—oo, 1], mesurables, de carré
intégrable et d’ espérance nulle sous P. Soit o2 telle que 02 > P(f2) pour toute f dans F. Pour tout
x>0,

e S lesfonctionsde F sont a valeursdans[—1, 1] alors

P(Z< E(Z)—x) gexp(—i—%h(i—x». )

Avec, v, =no?+2E(Z) et h(x) = (14 x) log(1 + x) — x.
e S pourtout f € F, ettout p > 2, |E(f(X;)?)| <o?p!/2alors

2 .2 1 2
Vie[0.1. L)< —re'E(z)+ " td+2)

N 3)

u2

P(Z<E(Z)—x) gexp(—(u—v)2<l—2v(u_v)>>, (4)

ou L(t) estlalog-Laplacede —Z, u = /x + v, /2, v = /v, /2.

Remarque. — La fonction de taux de,2(2(1 — 1)) 1 est(u — v)?, et nous avons en plus une correction
multiplicative comprise ente/2 et 1 tendant vers 1 quana; * tend vers 0.

2. Preuve

Comme dans Rio [4] on peut supposer gaeest finie et procéder ensuite par passage a la limite.
On définit 7% la tribu engendrée paiX;);, Zx = SUpSK(f) : f € F}. PuisqueF est finie, on peut
opérer une sélectioﬁ-‘,’;—mesurable d’'une fonctiorf; telle quez; = S,’;(fk), Z;, = Su(fi). On définit
Yx)=1— A +x)e”, g = fr(Xy). Soittr > 0, alors le méme calcul que dans Rio [4] nous conduit
a l'inégalité suivante pour la transformée de Laplacde —Z.

tF'(t) — F(t)log F (1) < Z E(e7" %y (1(Z — Zv))). (5)
k=1
On note alors que
_ tz —1x —1x 1—1+1x _ —1x
w(tx)—l_txe +<l—e <?>>—q(t)xe +r(t, x), (6)

la fonctionr (¢, x) étant décroissante erpour 0< 7 < 1 etx < 1. Commed_;_1(Z —Zy) < Z, etq(t) > 0,
on déduit de (5) et (6) que

tF'(t) = F()I0g F (1) < —q()F (1) + Y E(e7'%r(t, Z — Z)). (7
k=1

Puisquefi (Xx) < Z — Z; < 1, et comme la fonction est décroissante enon a,

tF'(t) = F()Iog F(t) < —q(O) F'(t) + 1—1 Y E(e(1—t—e"A—t+1m))). (8
k=1
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PosonsS, =1 —1t —e " (1 —1t +tn). L'équation (8) devient alors pourQr < 1

tF'(t) —(L=nFn)logF() <> E(e 7€ EN(Sh)). (9)
k=1

ou E’,§ est I'espérance conditionnelle par rappoﬁt’,’fa
Sous la premiére hypothése : on montre alors, a I'aide d’'un développement en série entiéfg dee :

Sk <~ +np(€ —1—1+1%). (10)

Par (2.4) dans Rio [4] on sait qu (1) = 0 et EX¥ (n?) < o'2. On obtient 'inéquation différentielle suivante
valable pourtout &z < 1:

tL'(t) — (L—0)L(1t) <n€o?(€ —1—1+13). (11)

On remarque que la fonction

at
et —1—-4
G(t)=no’———— —1e"E(2), (12)
16
est une sursolution de (11). On en déduit que pourtautG-1ona:
at
e —1—4¢
P(Z<E(Z)—x)< exp(v,,T - m) ) 13)

Le calcul usuel des grandes déviations donne alors (2) pauw, (€* — 1)/4. Pour obtenir (2) quand
x > v, (e* — 1)/4 il suffit de remarquer que pour toite F on a

P(Z<E(Z)—x) < P(Su(f) <E(Z)—x), (14)
et que le membre de droite de (14) peut étre majoré par I'inégalité de Bennett classique par
P(Su(f) < E(Z)—x) < exp(—nazh (LEZ(Z)» (15)
no

On conclut en remarquant que pout v, (e* — 1)/4, x — E(Z) > 24x /25, et ensuite que le majorant de
(15) est a nouveau inférieur a la borne de (2).

Sous |a deuxiéme hypothése : commen, = fi(Xx) avec fi FX-mesurable on &EX(n!)| < o2p!/2. On
montre alors, a I'aide d’'un développement en série entiérg dgie :

/2
EX < 2 (142t —3%+1%). 1
(S <o 2(1_02( +2t —3t° +1°) (16)
On obtient I'inéquation différentielle suivante, valable pour todt 0< 1 :
2.2
no“tc ¢

(L'(t) —(A—0L(1) < ——— (1+ 2t — 3? +13). 17
(1) —(L-0L{®) 2(l_t)2(+ +1°) 17)

Cette équation peut s'écrire

L)\ _ nolée* > 3
< 142t — : 1
(,e_,) sA LT3 +r) (18)
Définissons la fonctiod: par
nolé (t + 212
Gt)y=———,
@ 20—1
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alors
, no?e (145t — 12 — 213
Gn= 2012
Nous allons montrer que pour tautlans/ = [0, 1[
nole*
G't)>——(1+2t—3%+1%).
(®) 2(1_02( + +1°)

Pour cela il suffit de montrer que
D(t)=1+5—1>-23—€& (1+2t - 3% +1%) > 0. (H)

Ona

D®(t)=—-12—€&(-5+2r +6:2+1%) <0,

DAy =-2-12-€&(-1-4+3?+:%), DP0)=-1,

D'(1)=5-2r— 61> — € (3— 4 +1°).

On en déduit qué>’ est décroissanté&}) est alors une conséquence immédiate de la positivite dex
bords de I'intervalle. Aprés majoration et intégration de (18) on obtient :

2.2 2
_ no<t<(1+ 2¢) v, t°(1+ 21)
L(t <—tetEZ — < —tE(Z _ 19
® D+ = D+ (19)
Par le calcul usuel de Cramer—Chernov on obtient

(20)

2
P(Z<E(Z)—x) <exp<”"M _tx)

2 1—¢

Pour obtenir une borne on prend alors le ruéehinimisant%vntz(l —1)~1 —tx. Aprés calcul on trouve
* =1 — wi?(x + wy) Y2, 0w, = v, /2 que I'on réinjecte dans (20), pour obtenir (4)2
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