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Résumé Dans cette Note, nous étudions la monodromie de la solution du probleme de Cauchy
ramifié pour des opérateurs a caractéristigues multiples de multiplicité constante. Plus
précisément, nous donnons une estimation du spectre de la monodromie de la solution,
tout d’abord dans le cadre du théoreme d’Hamada—-Leray—Wagschal, puis dans celui du
théoréme de LeichtnarfPour citer cet article: R. Camalés, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
334 (2002) 639-642. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Monodromy of the ramified Cauchy problem

Abstract In this Note, we study the monodromy of the ramified Cauchy problem for operators with
multiple characteristics of constant multiplicity. More precisely, we give an estimation of
the eigenvalues of the solution’s monodromy, first with the assumptions of the theorem
of Hamada-Leray—Wagschal, then with the assumptions of the theorem of Leicfimam.
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1. Notations et résultats

Les coordonnées d’un point de C"*1 seront notéesxo, ..., x,); on poserar’ = (x1,...,x,). Soit
a(x, D) = Zlalém aq(x)D* un opérateur différentiel linéaire a coefficients holomorphes. On suppose
I'hyperplan S : xo = 0 non caractéristique : autrement dit, on peut supposeragpeg,.. o = 1. Soit
g(x, &) le symbole principal de(x, D). On suppose I'opérateur a caractéristiques multiples de multiplicité
constante : ceci signifie que le symbole principal peut s'écgite &) = Hle(go — Ai(x, M et
2i(0;1,...,00#4;(0;1,...,0)sii # j. Onnote, pour =1, ...,d, K; = {k;(x) = 0} ouk; est la solution
du probleme de Cauchy non linéaire du premier ordre

{ Dok; (x) = %; (x, D'ki (x)),
ki(x) =x1 pourxg=0,

ouD'k;(x) = (D1, ki (x), ..., Dyk;i (x)).

Si on noteT : xo = x1 = 0, les K; sont les hypersurfaces caractéristiques issuet.dei X est une

variété holomorphe connexe, on not&&X) son revétement universel. On a alors le théoréeme suivant di
a Leichtnam [3], redémontré par Pongérard—Wagschal [4].

Adresse e-mailcamales@mip.ups-tlse.fr (R. Camalés).

0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés
S$1631-073X(02)02296-3/FLA 639



R. Camalés / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 639-642

THEOREME 1.1. —SoientQ un voisinage ouvert connexe de l'origine @&+1, tel queQ N S soit
connexeg € NS\ T, (wr)oghg<m €1v des germes au point a se prolongeant en des fonctions holomorphes
SUrR(QLNS\T) et R(2 ~ Ule K;) respectivementalors il existe un voisinage ouvert connexe de
I'origine de C"t1, Q' ¢ , tel que le germe au poit, solution du probléme de Cauchy

a(x, D)u(x) =v(x), 1
Dgu(x)zwh(x’) pourxo=0, 0< h <m, @)

se prolonge en une fonction holomorphe &4’ Ule K;).

Soit X une variété holomorphe connexe, on not@rdX; E), I'espace vectoriel des germes holomorphes
au pointa € X a valeurs dans I'espace de Banach compléxet H(X; E) I'espace des fonctions
holomorphes suX. Siu € O, se prolonge analytiquement le long d’'un cheminl — X, d'originea
et d’extrémitéb, on noteu, € O, le germe au poinb obtenu par prolongement analytique du genme
le long dey. NotonsT', = TI',(X) I'espace des lacets d'origineet soitu € O, un germe se prolongeant
analytiquement le long de tout lacete I',. On notera alorg”) le sous-espace vectoriel d& engendré
par 'ensembl€u, ), cr, etA)”, € GL(F}) l'automorphisme

A 0eF 0, €F,.
Cet automorphisme ne dépend que de la classe d’homotopieSigF est de dimension finie, on dit que

u est de détermination finie et on ncﬁé(X) I'ensemble des germes au paintle détermination finie. De
plus, on noter, (1) le spectre de I'automorphisna .

Note — Par exemple, si est holomorphe suX, ono, (1) = {1} siu # 0 eto, (u) =¥ siu =0.

THEOREME 1.2. —Il esisteQ’, voisinage, ouvert de I'origine d&"+1, tel que le problémél) admette
une solution:, holomorphe suR(Q' ~ Ule K;) et tel que si les données w;, sont de détermination
finie, alorsu est aussi de détermination finie et pour tout 'y (' Ule K;),on

d d m—1
oy (v) Coy(u) Coy(v)U U oy, (V) U U U oy, (wp), (2)
i=1 i=1h=0

ouy; désigne le lacet — (0, k; (y (s)),a”).

On peut montrer que I'on peut choisi tel qu’il satisfasse au Théoréme 1.1 et vérifie

d
n1(9/\UKi,a> ~ZX(Zx--*x2Z), nl(Q/\K,-,a):Z pouri =1,...,d.

=1 d—1fois
2. Monodromie d’'un probléme de Cauchy intégro-différentiel
On considére le probléme intégro-différentiel suivant
{ (DF = An(x, D)U(1,%) = Lyeg A7 (. DD U 0) + (1, ),
(DB — Ap(xe, D) U(t,x) =3y AV (x, DYDT U (2, %) + ya(r,x)  pourxo=0, 0< i <m

avec les hypothéses de [4] :

t € C, x € C"*1, £ est une partie finie d&*, E et F sont deux espaces de Banach complexes et
(a,u) € E x F + au € F estune application bilinéaire continug, (x, D) etAlh(x, D) sontdes opérateurs
différentiels linéaires a coefficients holomorphes dans un voisinage de I'origi@&fdea valeurs dang
etpourO<h<m

3

ordreA;, < h, ordre, A, < h,
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h+1-1 sil<0,

OrdreAk{hH sil>0.

Soit O un ouvert connexe d€ etb € O ; on definit la primitive del € O, 0)(0 x C"*1) par rapport &
en posant, pouf, x) voisin de(b, 0),

t
DU, x) :/ Uz, x)dr,
b

I'intégrale s'effectuant le long du segmefit, t]. On obtient ainsi un germ@,‘lU € Owp.0) €t, par

récurrence, des germ@s‘lU € Ow,0) pour tout entief e N.
On a le théoréme suivant [4]

THEOREME 2.1. —-S0it$2 un voisinage ouvert simplement connexe de l'origin€tie!, il existe alors
un voisinage ouvert simplement connéXe- 2 de I'origine deC”** ety > 0 tel que: soientO un ouvert
connexe deC de diametre< n, y;, : R(0) x Q — F, 0 < h < m des fonctions holomorphes, alors le
probléeme(3) possede une unique solution holomorgheR(0) x Q' — F.

On posey = (yr)oghgm €t on notelU = S(y) la solution de (3). On considérecomme un germe au
point (b, 0) € O x C"*1 et on suppose les germesindépendants dey pour 0< / < m.

THEOREME 2.2. -Simn; (0, b) est de type fini, on a
y € (’)(J;,’O)(O X Fm+1) = Uc¢ (’)(];’0)(0 x Q' F),
et
oy (y)U{l}=0,(U)U{1} pourtouty €0 (0 x Q).
Schéma de preuve.Nous aurons besoin, du point de vue algébrique, du lemme suivant

LEMME 2.3.-Soit F un espace vectoriel de dimension finiee £(F) un endomorphisme qui admet
dans un systéeme de générateursiieine représentation matricielle par une matrig#, alors o (A) C
o(M).

A présent, on remarque qué(U) = (D,"U)), — D,‘I(U),), [ > 0, est un polynéme ena coefficients
holomorphes suf2’. On a donc
U,=U;j +Uj,
ouU; =S(y,), U) =S(Q,U) avec

0,U= (Z Al (x, D)PL(U) (Ly={leL; 1>0}).

lely >0<h<m
1. Soit(8;)1<j<k une base deF&;,O), U; = S(0;) et soitH I'espace vectoriel engendré pdr;)1< <k ;
onaalorsU; € H pour touty .
2. On noteO’ = C ~. C ou C est la composante connexe non bornée du complémentai@. de
O’ est simplement connexe et digM= diamO < n. De plus,Q, U est un polynédme ena coefficients
holomorphes suf?’; d’aprées le Théoréme 2.1, avec @4 plus petit, on aJJ holomorphe su’ x </,

donc surO x Q. A présent, vu quer1(0, b) est de type fini, il existe des lacegs e I'4,0)(0 x '),
i=1,..., p,tels que toutlacet € I 0 (O x Q') soit homotope & un lacet de la forme

Yig Vi, 1<ij<p.

On posel;; = S(Q,,Uj) € H(O x Q'), 1<i < p, 1< j < k. On montre que/) appartient & I'espace
vectoriel G engendré patU;;). Ceci montre queF(L;,’o) C G + H et queu est de détermination finie.
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LespaceG + H est invariant par toutes les applicatiohs> 6, et ces applications possédent dans le
systeme de générateuils;;, U;) une représentation matricielle de la forme

Id B,

0 My )’
ou M}X est la matrice del,’,’ dans la basé’;). On obtient done,, (1) C o, (y) U {1}. De |4, on en déduit le
Théoréme 2.2.

3. ldée de la preuve du Théoréme 1.2

On s’intéresse tout d’abord au cas- 0. On sait, d’aprés [4], que la solution du probléme (1) s’écrit sous

la forme

d

w(x) =Y _[Dg" "D Ui(t, )],y 1)
i=1

ouU; est un germe au poiftty, a) se prolongeant en une fonction holomorphe sur le revétement universel
de D, x Q ouD,={teC; 0<|t|] <w}. U= (Us,...,U;) est solution d'un probleme intégro-
différentiel de la forme (3) aveg,, =0 et

m—1 m—1
y(t, x) = (Z Pyan(x'. Dy Nwet. x). ... > Pagn (¥, D;l)wk(z,x)>,
k=0

k=0

ou P; ;. n(x’, &) estun polyndme eh a coefficients holomorphes en la variakbleOn peut montrer qu’alors
oy(y) C oy (w) U {1} ol w = (wp)ogrgm—1- Pour prouver le Théoreme 1.2 dans le eas 0 il suffit de
montrer queg 1} n'apparait pas dans la formule (2). Pour cela, on utilise le lemme suivant

LEMME 3.1.-SoientX une variété holomorphe connexeeet X tels quer1(X, a) soit isomorphe a

Z et engendré par la classe d’homotopie d’'un lagesoientu (’)({(X) tel quel ¢ oy, (u) etv e H(X);
alors

léo,(u+v) & v=0.

Le cas généralv # 0) se déduit du cas précédent et du fait que

d
n1<Q/\UK,-> ~Z X (Zx--x2).

i=1 d—1 fois
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