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Résumé Dans cette Note, nous étudions la monodromie de la solution du problème de Cauchy
ramifié pour des opérateurs à caractéristiques multiples de multiplicité constante. Plus
précisément, nous donnons une estimation du spectre de la monodromie de la solution,
tout d’abord dans le cadre du théorème d’Hamada–Leray–Wagschal, puis dans celui du
théorème de Leichtnam.Pour citer cet article : R. Camalès, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I
334 (2002) 639–642.  2002 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Monodromy of the ramified Cauchy problem

Abstract In this Note, we study the monodromy of the ramified Cauchy problem for operators with
multiple characteristics of constant multiplicity. More precisely, we give an estimation of
the eigenvalues of the solution’s monodromy, first with the assumptions of the theorem
of Hamada–Leray–Wagschal, then with the assumptions of the theorem of Leichtnam.To
cite this article: R. Camalès, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 334 (2002) 639–642.  2002
Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Notations et résultats

Les coordonnées d’un pointx de Cn+1 seront notées(x0, . . . , xn) ; on poserax ′ = (x1, . . . , xn). Soit
a(x,D) = ∑

|a|�m aα(x)D
α un opérateur différentiel linéaire à coefficients holomorphes. On suppose

l’hyperplan S : x0 = 0 non caractéristique : autrement dit, on peut supposer quea(m,0,...,0) = 1. Soit
g(x, ξ) le symbole principal dea(x,D). On suppose l’opérateur à caractéristiques multiples de multiplicité
constante : ceci signifie que le symbole principal peut s’écrireg(x, ξ) = ∏d

i=1(ξ0 − λi(x, ξ
′))mi et

λi(0;1, . . . ,0) �= λj (0;1, . . . ,0) si i �= j . On note, pouri = 1, . . . , d ,Ki = {ki(x)= 0} oùki est la solution
du problème de Cauchy non linéaire du premier ordre{

D0ki(x)= λi(x,D
′ki(x)),

ki(x)= x1 pourx0 = 0,

oùD′ki(x)= (D1, ki(x), . . . ,Dnki(x)).
Si on noteT : x0 = x1 = 0, lesKi sont les hypersurfaces caractéristiques issues deT . Si X est une

variété holomorphe connexe, on noteraR(X) son revêtement universel. On a alors le théorème suivant dû
à Leichtnam [3], redémontré par Pongérard–Wagschal [4].
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THÉORÈME 1.1. –Soient� un voisinage ouvert connexe de l’origine deCn+1, tel que� ∩ S soit
connexe,a ∈�∩S \T , (wh)0�h�m etv des germes au point a se prolongeant en des fonctions holomorphes
sur R(� ∩ S \ T ) et R(� �

⋃d
i=1Ki) respectivement; alors il existe un voisinage ouvert connexe de

l’origine de Cn+1,�′ ⊂�, tel que le germe au pointa, solution du problème de Cauchy{
a(x,D)u(x)= v(x),

Dh
0u(x)=wh(x

′) pourx0 = 0, 0 � h <m,
(1)

se prolonge en une fonction holomorphe surR(�′
�

⋃d
i=1Ki).

SoitX une variété holomorphe connexe, on noteraOa(X;E), l’espace vectoriel des germes holomorphes
au point a ∈ X à valeurs dans l’espace de Banach complexeE et H(X;E) l’espace des fonctions
holomorphes surX. Si u ∈ Oa se prolonge analytiquement le long d’un cheminγ : I �→ X, d’origine a
et d’extrémitéb, on noteuγ ∈ Ob le germe au pointb obtenu par prolongement analytique du germeu

le long deγ . Notons a =  a(X) l’espace des lacets d’originea et soitu ∈ Oa un germe se prolongeant
analytiquement le long de tout lacetγ ∈  a . On notera alorsFu

a le sous-espace vectoriel deOa engendré
par l’ensemble(uγ )γ∈ a etAuγ ∈ GL(F u

a ) l’automorphisme

Auγ : θ ∈ Fu
a �−→ θγ ∈ Fu

a .

Cet automorphisme ne dépend que de la classe d’homotopie deγ . SiFu
a est de dimension finie, on dit que

u est de détermination finie et on noteOf
a (X) l’ensemble des germes au pointa de détermination finie. De

plus, on noteσγ (u) le spectre de l’automorphismeAuγ .

Note. – Par exemple, siu est holomorphe surX, onσγ (u)= {1} si u �= 0 etσγ (u)= ∅ si u= 0.

THÉORÈME 1.2. –Il esiste�′, voisinage, ouvert de l’origine deCn+1, tel que le problème(1) admette
une solutionu, holomorphe surR(�′

�

⋃d
i=1Ki) et tel que si les donnéesv, wh sont de détermination

finie, alorsu est aussi de détermination finie et pour toutγ ∈  a(�′
�

⋃d
i=1Ki), on

σγ (v)⊂ σγ (u)⊂ σγ (v) ∪
d⋃
i=1

σγi (v) ∪
d⋃
i=1

m−1⋃
h=0

σγi (wh), (2)

oùγi désigne le lacets �→ (0, ki(γ (s)), a′′).

On peut montrer que l’on peut choisir�′ tel qu’il satisfasse au Théorème 1.1 et vérifie

π1

(
�′

�

d⋃
i=1

Ki, a

)
� Z × (Z ( · · · ( Z︸ ︷︷ ︸

d−1 fois

), π1
(
�′

�Ki, a
)� Z pouri = 1, . . . , d.

2. Monodromie d’un problème de Cauchy intégro-différentiel

On considère le problème intégro-différentiel suivant{(
Dm

0 −Am(x,D)
)
U(t, x)=∑l∈LAml (x,D)D

−l
t U(t, x)+ ym(t, x),(

Dh
0 −Ah(x,D)

)
U(t, x)=∑l∈LAhl (x,D)D

−l
t U(t, x)+ yh(t, x) pourx0 = 0, 0 � h <m

(3)

avec les hypothèses de [4] :
t ∈ C, x ∈ Cn+1, L est une partie finie deZ∗, E et F sont deux espaces de Banach complexes et

(a,u) ∈E×F �→ au ∈ F est une application bilinéaire continue.Ah(x,D) etAhl (x,D) sont des opérateurs
différentiels linéaires à coefficients holomorphes dans un voisinage de l’origine deCn+1, à valeurs dansE
et pour 0� h�m

ordreAh � h, ordrex0Ah < h,
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ordreAhl �
{
h+ l − 1 si l < 0,
h+ l si l � 0.

SoitO un ouvert connexe deC et b ∈O ; on définit la primitive deU ∈ O(b,0)(O × Cn+1) par rapport àt
en posant, pour(t, x) voisin de(b,0),

D−1
t U(t, x)=

∫ t

b

U(τ, x)dτ,

l’intégrale s’effectuant le long du segment[b, t]. On obtient ainsi un germeD−1
t U ∈ O(b,0) et, par

récurrence, des germesD−1
t U ∈ O(b,0) pour tout entierl ∈ N.

On a le théorème suivant [4]

THÉORÈME 2.1. –Soit� un voisinage ouvert simplement connexe de l’origine deCn+1, il existe alors
un voisinage ouvert simplement connexe�′ ⊂� de l’origine deCn+1 etη > 0 tel que: soientO un ouvert
connexe deC de diamètre< η, yh : R(O) × � → F , 0 � h � m des fonctions holomorphes, alors le
problème(3) possède une unique solution holomorpheU :R(O)×�′ → F .

On posey = (yh)0�h�m et on noteU = S(y) la solution de (3). On considèrey comme un germe au
point (b,0) ∈O × Cn+1 et on suppose les germesyh indépendants dex0 pour 0� h <m.

THÉORÈME 2.2. –Siπi(O,b) est de type fini, on a

y ∈Of
(b,0)

(
O ×�;Fm+1)�⇒U ∈ Of

(b,0)

(
O ×�′;F ),

et

σγ (y)∪ {1} = σγ (U)∪ {1} pour toutγ ∈  (b,0)
(
O ×�′).

Schéma de preuve. –Nous aurons besoin, du point de vue algébrique, du lemme suivant

LEMME 2.3. –SoitF un espace vectoriel de dimension finie,A ∈ L(F ) un endomorphisme qui admet
dans un système de générateurs deF une représentation matricielle par une matriceM, alors σ(A) ⊂
σ(M).

À présent, on remarque queP l
γ (U)= (D−l

t U)γ −D−l
t (Uγ ), l > 0, est un polynôme ent à coefficients

holomorphes sur�′. On a donc

Uγ =U
γ
1 +U

γ
2 ,

oùUγ
1 = S(yγ ), U

γ
2 = S(Qγ U) avec

QγU =
(∑
l∈L+

Ahl (x,D)P
l
γ (U)

)
0�h�m

(
L+ = {l ∈L; l > 0}).

1. Soit(θj )1�j�k une base deFy
(b,0), Uj = S(θj ) et soitH l’espace vectoriel engendré par(Uj )1�j�k ;

on a alorsUγ
1 ∈H pour toutγ .

2. On noteO ′ = C � C où C est la composante connexe non bornée du complémentaire deO .
O ′ est simplement connexe et diamO ′ = diamO < η. De plus,QγU est un polynôme ent à coefficients
holomorphes sur�′ ; d’après le Théorème 2.1, avec un�′ plus petit, on aUγ

2 holomorphe surO ′ ×�′,
donc surO × �′. A présent, vu queπ1(O,b) est de type fini, il existe des lacetsγi ∈  (b,0)(O × �′),
i = 1, . . . , p, tels que tout lacetγ ∈  (b,0)(O ×�′) soit homotope à un lacet de la forme

γi1 · · ·γil , 1 � ij � p.

On poseUij = S(QγiUj ) ∈ H(O ×�′), 1 � i � p, 1 � j � k. On montre queUγ
2 appartient à l’espace

vectorielG engendré par(Uij ). Ceci montre queFu
(b,0) ⊂ G + H et queu est de détermination finie.
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L’espaceG + H est invariant par toutes les applicationsθ �→ θγ et ces applications possèdent dans le
système de générateurs(Uij ,Uj ) une représentation matricielle de la forme(

Id Bγ
0 M

y
γ

)
,

oùMy
γ est la matrice deAyγ dans la base(θj ). On obtient doncσγ (u)⊂ σγ (y)∪ {1}. De là, on en déduit le

Théorème 2.2.

3. Idée de la preuve du Théorème 1.2

On s’intéresse tout d’abord au casv = 0. On sait, d’après [4], que la solution du problème (1) s’écrit sous
la forme

u(x)=
d∑
i=1

[
D
m−mi
0 D

mi
t Ui(t, x)

]
|t=ki(x),

oùUi est un germe au point(a1, a) se prolongeant en une fonction holomorphe sur le revêtement universel
de Dω × �′ où Ḋω = {t ∈ C; 0 < |t| < ω}. U = (U1, . . . ,Ud) est solution d’un problème intègro-
différentiel de la forme (3) avecym = 0 et

yh(t, x)=
(
m−1∑
k=0

P1,k,h
(
x ′,D−1

t

)
wk(t, x), . . . ,

m−1∑
k=0

Pd,k,h
(
x ′,D−1

t

)
wk(t, x)

)
,

oùPi,k,h(x ′, ξ) est un polynôme enξ à coefficients holomorphes en la variablex ′. On peut montrer qu’alors
σy(y) ⊂ σγ (w) ∪ {1} oùw = (wh)0�h�m−1. Pour prouver le Théorème 1.2 dans le casv = 0 il suffit de
montrer que{1} n’apparaît pas dans la formule (2). Pour cela, on utilise le lemme suivant

LEMME 3.1. –SoientX une variété holomorphe connexe eta ∈ X tels queπ1(X,a) soit isomorphe à
Z et engendré par la classe d’homotopie d’un lacetγ , soientu ∈ Of

a (X) tel que1 /∈ σγ (u) et v ∈ H(X) ;
alors

1 /∈ σγ (u+ v) ⇔ v = 0.

Le cas général(v �= 0) se déduit du cas précédent et du fait que

π1

(
�′

�

d⋃
i=1

Ki

)
� Z × (Z ( · · · ( Z︸ ︷︷ ︸

d−1 fois

).
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