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Résumé Soient G un groupe semi-simple adjoint, X sa compactification magnifique et G son
revétement universel. On détermine en tant que G x G-modulesles groupes de cohomologie
H'(X, L) detous les faisceaux inversibles £ sur X. Pour citer cet article: A. Tchoudjem,
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Cohomology of line bundles on the wonderful compactification of an

adjoint semi-simple group

Abstract Let G bean adjoint semi-simplegroup, X itswonderful compactification and G itsuniversal
covering. One determines the cohomology groups H' (X, L) of any invertible sheaf £ on X,
as G x G-modules. To cite this article: A. Tchoudjem, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. |
334 (2002) 441-444. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales

Elsevier SAS

Soient G un groupe semi-simple adjoint et connexesur C, B et B~ deux sous-groupes de Borel opposés
et T letore maximal B N B~. On appellera W le groupe de Weyl et @ le systémederacinesde (G, T), p
la demi-somme des racines positives (par rapport a B) et A = {a1, ..., a,} labase de ® définie par B ; on
notera/(w) lalongueur de chaque we W et wol'élément de W de pI us grande longueur. Etant donné G

le revétement universel de G, B, B—, T seront lesi images réciproques de B, B—, T dans G.On posera

X:= X*(T) leréseau des poids ent|ers de G et X+ I’ensemble des p0|dsent|ersdom|nants

Pour chague A € X+, L, désignerale G- -module simple de plus haut poids A.

1. La compactification canonique deG

De Concini et Procesi ont construit (cf. [6]) |a compactification « magnifique» X de G :

— X est une variété projective lisse qui contient G et I’ action par multiplication a gauche et a droite de

G x G sur G seprolongea X ;

— X — G est un diviseur acroisements normaux dont A indexe les composantesirréductibles:

X—=G=DgyU---UD,, ;
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— chague adhérencede G x G-orbite est I intersection transverse des D, qui la contiennent ;
— Oa =Dy, N---N Dy, estl'unique G x G-orbiteferméede X ; elleest isomorphea G/B~ x G/B~.
Par lasuite, on notera O; laG x G-orbitede X d'adhérence(,.; Do (pourtout I € A).

2. Les faisceaux inversibles

On rappellelaparametnsatlon des classes d'isomorphismes des fai sceaux inversiblessur X par les poids
deG :si A € X, aorsil existe un faisceau inversible, unigue aisomorphisme pres, et G x G linéarisé sur X,

L,, dont larestriction a O o est le faisceau associé au caractere (—wg(L), A) de B~ x B—. Ontrouveains
toutes |es classes d’isomorphismes de faisceaux inversibles sur X (cf. [6], § 8 et [4,11]).

3. Leurs groupes de cohomologie

Chague H' (X, L;) est un. G x G-module rationnel (cf. [21Q], Théoréme 11.6). Il se décompose donc en
une somme directe de G x G- -modules ssimples avec multiplicités.

Le résultat principal de cette Note décrit ces multiplicités. L'énoncé fait intervenir les ensembles
I :={ae A|t(x) >0}, J; :=A — I, et I'ensemble NI, (respectivement N*J;) des poids de la forme

wel, la - @ AVEC g € N pour tout o (respectivement >, ; nq - o avec ng € N* pour tout o).

THEOREME. — Soit A un poidsentier. On a un isomorphisme de G x G-modules:
H (X, L) = @ m' (v) End(L,)
veX+
ou mf\(v) estlenombredest € W telsque 2I(r) + |J;| =i ett~ L v e r — NI, + N*J,.

Remarques. — (1) On retrouve les faits connus suivants (cf. [6]) :

—si=0,H"X. L) =@, 5. ,; EW(Ly);

— s A est dominant, H (X, L) = 0 pour tout i > 1.

(2) Les multiplicités sont majorées indépendamment de A et elles peuvent étre plus grandes que 2 : par
exemples G =PS0O(8, C) eti =5, alors pour tout v € 5C+, il existe un poidsentier A tel quemf(v) =3.

Je vais donner les grandes étapes de la démonstration. On va utiliser :

4. Le complexe de Grothendieck—Cousin (cf. [10,9])

Soient X D Zg2--- 2D Z, 2 Zy+1 = @ unefiltration d’ un espace topologique X par desferméset F un
faisceau abélien sur X. On appelle ¢-ieme complexe de Grothendieck—Cousin le complexe
0— HY ,, (X.5) > — HL™(X,9) - 0.

THEOREME (cf. [10], Théoreme 8.7 et [3], Lemme 1.2). — Soit ¢ € N. S pour chaque g # ¢, les groupes
de cohomologie locale H%J;’Z 1(X F) sont nuls alors, pour tout n > 0, H}O(X F) est le n-iéme groupe
d’homologie du complexe

0— Hy )y (X.F)— - > H;"(X,$)— 0. O

Remarque. — Ce theoreme s applique au cas ou X est la variete de drapeaux G/B~ et I = L ,/p- (M),
le faisceau inversible associé au caractére A de B—, en prenant comme Z; les réunions des B-orbites
de codimension > i. Les H’Z /2, +l(G/B‘,LG/B_(A)) sont alors des g — B-modules s g est |’algébre
de Lie de G (cf. [10], Lemme 12.4) et on obtient : H’Z 12001(G/B™ LG /5- (M) = By =i M ()
avec M¥()) := é(z'lj’; _(G/B~,Lg,p-(1)). Chague M™ (1) est un «module de Verma tordu» : c'est
un g — B-module qui a Ia méme suite de Jordan—Holder que le module de Verma de plus haut poids
wxA:=w+p)—p (cf.[10], Lemme12.8 €t [8], § 2.2). En particulier, pour tout v € X+, lamultiplicité de

MY () sdlon L, est 1s w*A=v et0sinon(cf.[7], Proposition 7.6.1). Par conséquent, s'il existew € W
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tel que/(w) =i et wxA=v alors H(G/B™,Lg/p- (1) = L, et sinon H (G/B~, Lg p- () = (0);
¢ est le théoréme de Borel-Weil-Bott.

On vaemployer cette méthode avec la compactification X munie de lafiltration par les Z;, réunions des
B x B-orbites de codimension > i, pour déterminer les H' (X, £;).
Pour cela, on aura besoin de la paramétrisation de ces orbites obtenue dans[5] et [12].

5. Les cellules et leBB x B-orbites

Lespointsfixesde X pour T x T sont dans O 5 (cf.[6], 8§ 7.2). IIssont donc paramétréspar W x W : onles
noterax,, ; (w,r € W x W). Soit p le sous-groupea un paramétrede T tel quepour tout « € A, (o, p) = 1.
On définit ¢ := (0, "), un sous-groupe a un paramétrede T x T, pour un n > 0 assez grand fixé (cf. [5],
§ 3.3). Les points fixes de ¢ dans X sont les points fixesde T x T et les cellules de Biaynicki-Birula
Cyr:={xeX|¢(s) x— xy,} sont des sous-variétés localement fermées de X, B x B-invariantes et
isomorphes a des espaceﬁY affines (cf. [2,5]); soit ¢y, ¢ leur codimension. L’ indexation des x,, ; serachoisie
pour gque C1,1 soit la cellule ouverte et que s w,t € W, Cy,; soit fermée dans X,,; := (w,1)C1.1. De
plus, (cf. [5]) lorsque Cy,; rencontre une G x G-orbite O; (c-a-dquand J; € I € A), Cyr N O est une
B x B-orbite de X quel’on appellera (w, ¢, I) ; Soit ¢,y ;.7 Sa codimension. On paramétre ainsi toutes les
B x B-orbitesde X par lestriplets (w,#, I) telsquew,t e Wet J; C I C A.

Onmontreque: cy.r =1(w) + 1) + |Ji| &t ey 1 =1(w) +1(2) + |1].

6. Filtrations

Dorénavant, on abrégeraHé(X, L,) en Hé(/\) (pour tout A € X et tout Z C X localement fermé). Onva
andlyserles Hj ,, (%) :cesontdesgx g— B x B-modules(cf. [10], Corolaire 11.2 et Théoréme 11.6). On
appellera Z(g) le centre de I’ algébre enveloppante U (g), €t x; € Homc_ag(Z(g), C) le caractere central
du g-modulesimple L, . Si M est un U (g)-module de longueur finie et L un g-module simple, on notera
[M : L] lamultiplicité de M selon L.

S x € Z(g) x Z(g) est un caractére central, le foncteur M +— M, (défini dans[1] et dans[7], § 7.8.15)
est exact sur la catégoriedes g x g — B x B-modules. En particulier, s o = (11, 2) € X x X+ est un
poids entier dominant, alors (H' (X, £3))y, = [H (X, £3) : L,]L, est le i-éme groupe d homologie du
complexe:

. d, i+1
T @ (H(lw,t,l)()‘)))(u - @ (H(zu,t,l)(k))XM -
(w,t,1), cypr1=i (w,t,1), ey 1=i+1

Ce complexe est constitué par desg x g — B x B-modules de longueur finie dont on peut déterminer la
multiplicité selon L, gréce au lemme suivant.

On dit qu'un g — B-module, M, admet un w-drapeau de type A (ou A est une partie finie de f) sil
existe une filtration M = Mo 2 --- 2 M,, 2 M,4+1 = (0) ou la suite (M;/M;11)o<i<n» €St & permutation
prés (M"™ (X)) aea -

LEMME.—1° H{, (M) =(0) S i #cy, & H{, , ,(A) = (0) S i # cw.rn);

2°Legxg— B x E-module(Hé’;’)"’, (1)), admet un (w, 1)-drapeau de type

(A =NIL +NJ) NW % (—wo(p1)) N W * p;

3° Leg x g— B x B-module (H("}";, (1)), admet un (w, r)-drapeau detype (A + Z(A — I) + N*I) N

Wk (—wo(p1) N W * ua.

D’apres[8], § 2.2, [7], Proposition 7.6.1 et [10], Lemme 12.8, on connait la multiplicité selon L,, des
MW™-L(}) ; on en déduit :

COROLLAIRE. — Soit v € X+. On note wo(t) := wotwg.
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1. S p e Xt x X* nest pasdelaforme (—wo(1), ') (v € X*), alors [HE™ (A) : L] = [Hipt (M) :
L,1=0; ‘
i _ i o—1 _ *
2 [Héf,j’(/\) L End(L,)] = {1 Sl w=uwo(t) et St—*vei—NI+N*J,
0 sgnon;
1 sw=uwo(t)et st txver+7Z(A—1)+N1,

0 snon

N3

3. [Heyt',) () - End(L,)] = {

7. Fin de la démonstration
On déduit immédiatement du corollaire que : (H"(X,LA))XM =(0) s peXt x Xt nest pas dela
forme (—wo(v), v) pour un v € X*. Maintenant, on fixe v € X™ et y1 := (—wo(v), v) € X+ x X+, dors
L, =End(L,). On vacalcul_er [H'(X,L;): L_M] = [kerd; cLy]— [imd;;l cLyl
Dansladécomposition HZZ;/Z,»H()‘) = @H(’w“)(k) (somme sur les orbites (w, ¢, I) de codimension i),
on sépare |les composantes H{yyo .0,y des autres dont la multiplicité sefon L,, est certainement nulle
d' aprésle corollaire.
Pour cela, soit 2; ; laréunion (disjointe) des orbites (wo(z), ¢, I) qui sont de codimension i. Comme ce
sont alafoisdesouvertset desfermésde Z; — Z; .1, on obtient des morphismesde g x g — B x B-modules
e 1 .
84 : (H,, (x))XH — (H;;H_, (x))xﬂ (Vi>0, Ve W)
qui vérifient
> [kersi Ly — [imsi ML, ] = [kerd! : L] — [imdt: L]
teWw
; it T —ryi )
Maispour toutz € W, [ker(S;j L] —1[imdy, M ES [chwow (A) : L,] car le complexe
Cwg(t),t,Jt i Cwg(t),t,A
0— HQC:;O(t)JJ,J A == Hfzm A — = HQC:}O([)J‘AJ
est le complexe de Grothendieck—Cousin associé a L;, et a la filtration de X,,,),, par les adhérences
(dans X, (r,;) des ; ;. Finalement, on conclut al’aide du corollaire et du lemme que
. . Cug(ins .
[H (X, L) :L,] = Z[H’cwom.,(“ Lyl= > [HZ Gy L] =mh ().

Cug).t
tew teWw, C“’O([)":i

A —0
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