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Résumé Nous classifions les variétés projectives complekgmur lesquelles il existe un poiattel
que I'éclatement d& ena soit une variété de Fano. Nous en déduisons qu’en dimension
supérieure ou égale a trois, la quadrique est la seule variété confplprear laquelle il
existe deux points distinctsetb tel que I'éclatement d& de centrga, b} soit une variété
de FanoPour citer cet article: L. Bonavero et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002)
463-468. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Complex manifolds whose blow-up at a point is Fano

Abstract We classify complex projective manifoldé for which there exists a point such that the
blow-up of X ata is Fano. As a consequence, we get that, in dimension greater or equal
than three, the quadric is the only complex manif&ldor which there exists two distinct
pointsa andb such that the blow-up ok with center{a, b} is Fano.To cite this article:

L. Bonavero et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 463-468. O 2002 Académie
des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

1. Introduction

Birational geometry of Fano manifolds, i.e., complex projective manifolds with ample anticanonical
bundle, is an important aspect of Mori theory and the behaviour of Fano manifolds under smooth blow-ups
or blow-downs is a natural question (already studied in [10]) linked to the weak factorization of birational
maps [1] and the works in the toric setup of Sato [9] or Casagrande [6]. The main result of this Note is the
following.

__ THEOREM 1.1.— Let X be a complex connected manifold of dimensonn > 3. Let a € X and 7, :
X — X betheblow-up of X at a. Then X isFanoif and only if:
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(i) either X isisomorphictoP” and a isany point of X;
(ii) or X isisomorphic to the quadric Q, c P"*! and a isany point of X;
(i) or X isisomorphicto the manifold V,; obtained by blowing up P along a submanifold Y of dimension
n — 2, of degreed with 1 < d < n containedin a hyperplane H and a ¢ H.

This result immediately implies the following characterization of the quadric in terms of punctual blow-
ups.

COROLLARY 1.2.-Let X beacomplex connected manifold of dimensionn > 3. Let @ and b two distinct
points of X and n, , : X — X be the blow-up of X with center {a, b}. Then X isFano if and only if X is
isomorphic to the quadric Q, c P! and a and b are not on the same line of Q,,.

2. Main ideas of the proof of Theorem 1.1

The proof relies on Mori theory. Recall that ¥ is a projective manifold, NEX) is the Mori cone
of X, i.e., the cone of effective 1-cycles, modulo numerical equivalenck.if Fano, NEX) is closed,
polyhedral and for any extremal ray & of NE(X), there exists a contractigpg : X — Y, whereY is
projective, singular in general, such that a curvé&ldé contracted to a point if and only if its class belongs
to R. The first easy step is the following.

LEMMA 2.1.-Let X be a Fano manifold of dimension n and D ~P"~* be a divisor of X. Then, there
exists an extremal contraction ¢ : X — X’ determined by an extremal ray R = Q*[F] with F- D > 0
where F isa curve generating R.

Then, we study the structure of

PROPOSITION 2.1. —Let X be a Fano manifold of dimension n, D ~ P"~1 pbe a divisor of X with

normal bundle NB/? ~ Opn-1(—1) and ¢ : X — X’ an extremal contraction determined by an extremal

ray R=Qt[F]with F- D > 0.Then¢: X — X’ isone of the following:

(a) either the smooth PL-bundle ¢ : X ~ P(Opu-1 @ Opu-1(—1)) — X’ ~P"L and D is the divisor
P(Opn-1); Or

(b) a smooth blow-down with smooth codimension two center Y’ C X’. Moreover hE D — D' :=¢(D)
isanisomorphism, Y’ C D" hasdegreed’ + 1 where d’ isthe degree of Ny, x» and X’ is Fano.

To prove this result, we observe that any filaerf( — X’ has dimension less than one and use the
classification of such extremal contraction due to Ando [2] an8nigwski [10]. The main point is to
exclude the case of singular conic bundle. It is given by the following lemma:

LEMMA 2.2.—Let Z bea projective manifold of dimensionn > 3and ¢ : Z — P"~1 be an elementary
contraction, which is a conic bundle wuith at least one singular fiber. Let D be a divisor of Z isomorphic
to P"~1 with normal bundle Op.-1(d). Then d is even.

Finally, the last step is the following:

PROPOSITION 2.2. —Let X be a Fano manifold of dimension n and D ~ P"~* be a divisor of X with
normal bundle NB/? >~ Opn-1(—1). Let ¢ : X — X’ be a birational extremal contraction determined by
an extremal ray R = Q*[F] with F- D > 0and ¢ : X' — X" be an extremal contraction determined by
an extremal ray R’ = QF[F'] with F/ - ¢(D) > 0. Then y» : X’ — X” isone of the following:

(a) either a constant map and X' >~ P";
(b) or the smooth PL-bundle v : X’ ~ P(Opn-1® Opn-1(d)) - X" =~ P 1with0<d <n-1and
D' := (D) isthedivisor P(Opa-1).
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1. Introduction

La géométrie birationnelle des variétés de Fano, i.e. des variétés complexes compactes dont le fibré anti-
canonique est ample, intervient de fagon essentielle en théorie de Mori et le comportement des variétés de
Fano par éclatements ou contractions lisses est une question naturelle (étudiée en particulier dans [10]) a
la suite d’une part du théoréme de factorisation des applications birationnelles [1] et d’autre part de I'étude
torique récente menée par Sato [@if aussi le travail de Casagrande [6]). Nous démontrons dans cette
Note le résultat suivant.

THEOREME 1.1. — Soit X une variété complexe lisse et connexe de dimension n > 3. Soienta € X et
: X — X I’éclatement de X ena. Alors X est unevariété de Fano si et seulement si :
(i) soit X est isomorphe a |’ espace projectif P" et a est quelconquedans X ;
(ii) soit X estisomorphe ala quadrique Q,, et a est quelconquedans X ;
(i) soit X est isomorphe & la variété V,; obtenue en éclatant P” le long d'une sous-variété lisse Y de
dimensionn — 2, dedegréd avec 1 < d < n contenue dans un hyperplan H eta ¢ H.

Le premier auteur a obtenu la version torique de ce résultat en classifiant plus généralement les variétés
toriques de Fano de dimensiar> 3 contenant un diviseur torique isomorph®%4-1 [5]. En dimension
trois, le Théoréme 1.1 peut se démontrer directement a I'aide de la classification des variétés de Fano de
dimension trois de Mori et Mukai. Le Théoréme 1.1 possede le corollaire immédiat suivant caractérisant la
quadrique en termes d’éclatements ponctuels :

COROLLAIRE 1.2. —Soit X une variété complexe lisse et connexe de dimension n > 3. Soient a et b
deux pointsdistincts de X et 7, : X — X I'éclatement de X de centre {a, b}. Alors X est une variété de
Fano si et seulement si X est isomorphe & la quadrique Q,, C P"*1 et ¢ et b ne sont pas sur une méme
droitede Q,.

2. Résultats préparatoires

Si X est une variété projective, on note \NE le cone de Mori deX, ou cdne des 1-cycles effectifs
modulo I'équivalence numeérique. Siest non singuliére de Fano, alors B est fermé, polyédral, et pour
toute aréteR de NEX), il y a une contractiopg : X — Y de X sur une variété projective éventuellement
singuliéreY telle que les courbes irréductibles contractéesgpasont exactement celles dont la classe
appartient aR. Il découle du critére de Kleiman que Bi; est la variété obtenue en éclatdtit le long
d’une sous-variété lissg de dimensiom — 2, de degrél contenue dans un hyperpl&@hdeP” et en un
pointa n'appartenant pas #, alorsW, est de Fano si et seulement siX < n. Les variétéd/; satisfont
donc bien I'hypothése du Théoreme 1.1, les paragraphes suivants sont consacrés a la réciproque. Dans la
suite, siV est un espace vectori@l(V) désigne I'espace projectif desoitesde V.

LEMME 2.1.— Soient X une variété de Fano de dimension n et D ~Pr- Lun diviseur de X. Alorsil
existe une contraction extrémale ¢ ‘X > X daréte R = Q+[F ] avec F-D>0o0uF est une courbe
rationnelle engendrant R.

Démonstration. — Soit C une courbe telle qué - D > 0. Cette courbe est numeériqguement combinaison
linéaire a coefficients rationnels strictements positifs de courbes extrémales. L'une d’entre elleg; notée
satisfaitF - D > 0. O

La proposition suivante précise la structure de la contraction extrémale donnée par le Lemme 2.1.

PROPOSITION 2.2. — Soient X une var|ete de Fano de dimension n > 3, D ~ P71 un diviseur de X

de fibré normal NE/)? ~Opn-1(—1) et @ X — X’ une contraction extrémale d' aréte R = Q+[F ] avec

F-D>0. Alors ¢ : X — X' estdel’un des deux types suivants :
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(a) lafibration lisse en P! sur P"~! donnéepar ¢ : X ~P(Opu-1® Opn-1(—1)) > X' ~P" et D est
lediviseur P(Opn-1) ;

(b) unecontractionlissedecentre Y’ C X’ lisse de codimension deux (i.e. X’ est unevariété projectivelisse
et X est obtenue en éclatant X’ le long de Y’). De plus, Tk :D— D = (p(D) est un isomorphisme,

Y' C D" estundiviseur dedegréd’ + 1 ot d’ est le degré du fiboré normal Ny, x- et X est de Fano.

Démonstration® . — Montrons tout d’abord que les fibres non trivialesg@sont de dimension un. En
effet, si f est une fibre non triviale dg, et si dimf > 2, alors dinif N D) > 1 et 'aréteR contient donc
une courbe contenue dafs ceci est absurde puisqie D > 0 alors queN~ ~ >~ Opn-1(—1). Il découle

des résultats de Ando [2] et Whiewski [10] queX’ est lisse et que : X — X/ est de I'un des trois types
suivants : (i) une fibration lisse €, (i) une fibration en coniques (ce qui signifie qu'il y a effectivement
des fibres singuliéres), (iii) une contraction lisse de ceritre X' lisse de codimension deux. Dans les cas
(i) et (ii), (plD : D — X’ est finie, et comm® ~ P"~1 il s’ensuit quex’ ~ P"~1 d’aprés [7] et par suite

quep(X) =

Dans le cas (|) soitune droite deX” et S; la surface réglés; = o L) (S est une surface de Hirzebruch
Fa). CommeD est exceptionnel dans, D N S; I'est danss;. Il s’ensuit queD est une section de et de
1A X ~ P(Opn-1 ® Opu-1(—1)).

Excluons le cas (ii). Dans ce cas, il y a une couébécomposante d’'une fibre singuliére) sur 'aréte
R telle que—Ky - C =1, £ := ¢.(—K5) est un fibré vectoriel de rang 3 sit (voir par exemple [3]
Theorem B),)? est une sous-variété d&&*), etp : X — X’ est la restriction de la projection naturelle
P(£*) — X'. Or, cette situation est exclue par le Lemme 2.3 ci—dessouﬁﬁgf >~ Opn-1(—1).

Dans le cas (iii), notong le diviseur exceptionnel dg. CommeRr - D >0, chaque fibre non triviale
de ¢ rencontreD. PU|sque<p| : E — Y’ est une fibration lisse ef! et queD N E est exceptionnel

dansE, il s'ensuit que5 N E est une sectiona(priori non nécessairement réduite) 421% Admettons

un instant que cette section est réduite (autrement Ditet E s'intersectent transversalement). De Ia,
o5 : D — D' := @(D) est un isomorphisme. Doni¢’ c D' ~P"~1 comme diviseur de deg& + 1 si
d >0 deS|gne le degre du fibré normid},, x-. Il s'ensuit aussi qu&’ est de Fano. Il nous reste a vérifier

que siYp := (D N E),ed, la multiplicité d’intersection de&€ etD le long deYp est égale a un. Autrement
dit, écrivonsD =mYp et montrons que: = 1. SoitN le fibré normal d&/y dansk. Dans Pi¢Yp), on a

5|y0 =mN. Or, pourn > 4, I'application de restriction P{®) ~ Z — Pic(Yp) est injective et son conoyau
est sans torsion d’apreés le théoréme de Lefsclvetz par exemple [4], p. 51). Comm@la >~ Opn-1(—=1)

est un générateur de P2), il s'ensuit quen = 1 (pourn = 3, la Proposition 2.2 comme le Théoréme 1.1
découlent par exemple de la classificationja

LEMME 2.3.— Soit Z unevariété projectivelisse de dimensionn > 3 et ¢ : Z — P"~1 une contraction
élémentaire, fibration en coniques, possédant au moins une fibre singuliére. Supposons que D est un
diviseur de Z isomorphe a P~ defibré normal Op.-1(d). Alorsd est pair.

Démonstration. — Comme précédemment, on peut supposer fuest une sous-variété d&&*) ou
£ =¢.(—Kz) etquey : Z — P" Lestlarestriction de |a projection natureféc*) — P"~1. SoitC une
courbe deZ, composante d'une fibre singuliere, telle QUi - C=1 (en particulierC est une droite de
P(E*)) et soita = D - C. Alors l'intersection deD avec la fibre générique devaut 2z etg|p : D — pr-1
est finie de degré (topologique) égal a. Boit r le degré algébrique dep : D — P"~! (autrement
dit, *Opn-1(1)|p = Opn-1(r)) : par le théoréme de Bezoutg Z= r"~1 doncr eta sont pairs. Comme
p(Z/P"~1) = 1, 'application de restriction P{@(£*)) — Pic(Z) est un isomorphisme et il existe donc
b e Z tel queO(D) = Op(gx (a)|z ® ¢*Ops-1(b). CommeOp ¢+ (1) = —Kz, la formule d’adjonction
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donneOpg« (D)p = Opn-1(n +d), d'oU O(D)|p = Opu-1(a(n + d) + br) doncd = a(n + d) + br etd
estpair. O

L'idée de la démonstration du Théoréme 1.1 est simple : la Proposition 2.2 produit une variété &é.Fano
Dans le cas (b), on peut appliquer le Lemme 2.X'gt D’ et étudier la contraction extrémale obtenue
¥ : X' — X”. Le fait queX’ provienne deX va nous permettre de décrire complétement la situation. Ceci
est I'objet de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.4. — Soient X une varieté de Fano de dimension n > 3, D ~P"1 un diviseur de X

avec ND/X = Opr-1(—1). Soient ¢ : X — X’ une contraction extrémale birationnelle d’ aréte R = Q[ F]

avecF-D>0et ¥ : X’ — X’ une contraction extrémale d’ aréte R’ = Q[ F’'] avec F’ - <p(5) > 0. Alors

¥ : X' — X" est del’ un des deux types suivants:

(a) une application constante et X’ ~P" ;

(b) une fibration lisse en P sur P~ donnée par ¢ : X' ~ P(Opn-1 @ Opn-1(d’)) — X" ~P" ! avec
0<d <n—1et D :=¢(D) estlediviseur P(Ops-1).

Démonstration. — Puisquey est birationnelle, nous sommes dans la situation (b) de la Proposition 2.2
dont nous gardons les notationg :est une contraction lisse de cenfféc ¢(D) = D’ C X’ lisse de
codimension deux. Montrons tout d’abord que gbigst constante (et dong X’) = 1), soit les fibres non
triviales deys sont de dimension un. En effet, comme pour la Proposition 2.2, gossede une fibre de
dimension au moins deux, alors I'aréké contient une courbe rationnelle, not€econtenue dan®’. Par
conséquenty’ = degNp/,x’) > 0 et C est une courbe tres libre, donc ses déformations avec point fixé
dansD’ couvrent un ouvert d&’, et par suite/ est constante gi(X’) = 1. Dans ce cas, il découle du
Lemme 2.5 ci-aprés quE’ ~ P". Plagons nous maintenant dans le cas ou les fibres non trivialgs de
sont de dimension un. Comme précédemment, par [2] et KOEst lisse e/ est de I'un des trois types
suivants : (i) une fibration lisse &, (i) une fibration en coniques ou (i) une contraction lisse de centre
Y” c X” lisse de codimension deux.

Nous allons montrer que seul le cas (i) est possible et I'observation suivante est craciate’ .C X’
une courbe non contenue dans Y’ (le centrede ¢). S —Ky/ - C’ =1, alors C’ nerencontre pas Y’ et s
—Ky - C' =2, alors C’ rencontre transversalement Y’ en exactement un point. En effet, par I'absurde,
si C C X est la transformée stricte d&, alors— K; - C = —Kyx -C' —E-C<0,cequi contreditX
Fano. Excluons le cas (ii) : comme l'union des flbres singulieres est un diviself,d®n intersection
avec D’ rencontreY’ puisqueY’ est de codimension deux dais$. Ainsi Y’ rencontre I'une des fibres
scindéed”’ = F1+ F,dey, avec—Kx - F/ = 1, ce qui n’est pas possible d’aprés I'observation précédente.
Excluons de méme le cas (iii) : les flbrEé non triviales dey vérifient—Kx. - F/ = 1 et rencontrent toutes
D', donc certaines rencontrerit.

Etudions maintenant le cas (i) : d’aprés [X]/ ~ P~ 1 puisqueypr : D' — X" est finie. Montrons
quey pr : D' — X" est un isomorphisme (de I& est une section dg¢, et la conclusion (b) s’ensuit!).
Comme toutes les fibre&’ deyr vérifient— Ky - F’ = 2, 'observation ci-dessus montre que les fibres de
¥ rencontrant’”’ le font transversalement en exactement un point. Il S’ensuit/gue: Y — Y := ¢/(Y')
est un isomorphisme. Comni# (resp.Y”) est une hypersurface de I'espace projettif(resp.X”), le
théoreme de Lefschetz assure gjie : Pic(X”) — Pic(D’) est un isomorphisme et par suite g est
un isomorphisme. O

LEMME 2.5. — Soit X’ unevariété projective lisse dedimension n > 3 contenant un diviseur D’ ~ P"~1,
S p(X)=1,alors X' ~P" et D’ est un hyperplan.

Démonstration. — Puisquep(X’) = 1, le diviseurD’ est ample efX’ est de Fano. Comme les variétés
de Fano sont classifiées en dimension au plus trois ou le lemme se vérifie directement, on peut supposer
quen > 4. Le théoreme de Lefschetz assure alors que I'application de restrictiohi’ Pie- Pic(D’) =
Z - Opr-1(1) est un isomorphisme. Soit dofity (1) le générateur ample de R¥') dont la restriction &’
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estOp.-1(1). Soitv I'indice de —Kx-. Par la formule d’adjonction; K x/|pr = Opn-1(v) = Opn-1(n +m)
oum est le degré d&Vp,x. Commem > 0, il S'ensuitquev >n + 1, dotv =n+1, X' ~P" et D’ est
un hyperplan. O

3. Démonstration du Théoreme 1.1

Soit X une variété complexe de dimensie: 3 et supposons qu'il existee X tel que I'éclatée de&
ena, notéeX, soit de Fano. Noton® le diviseur exceptionnel de I'éclatement : X X etappliquons
la Proposition 2.2. Dans le cas (@),: X ~ P(Opn-1 ® Opn-1(—1)) - X' ~Pr~1 et D est le diviseur
P(Opn-1). Il S’ensuit queX est isomorphe &”. Sinon, dans le cas (b), appliquons la Proposition 2.4 et il
y a & nouveau deux cas. Sait~P" ety : X — X' ~P" estI'éclatement d®" le long d’une quadrique
9,2 contenue dans un hyperplan. Il s’ensuit goest la quadriqu®,, de dimensiom. Sinon, il y a un
diagramme commutatif :

TTgq ~

X % L X' ~PO®0W))

l# <p’l wi

P < PO ® O(1) —"—> x7 ~ pr-1
ou u est I'éclatement d®” le long d’une sous-variété de codimension deux daifs', contenue dans un
hyperplanH avecu(a) ¢ H etY de degrél’ + 1 dansH . Explicitons en détail le diagramme précédent :
@ est I'éclatement de centre’ ¢ D’ = P(Op.-1) C X’ ou Y’ est un diviseur de&D’ de degréd’ + 1.
Soit E/ = 1y (Y")) 'union des fibres dey rencontrant’. Alors la transformée strict&’ de E’ par
¢ est exceptionnellevgir par exemple [8]) et correspond & I'éclatementde P(Op.-1 @ Opn-1(1))
de centreZ C P(Opn-1) C P(Opn-1 ® Opr-1(1)) oU Z est un diviseur dé?(Op.-1) de degréd’ + 1.
Cette partie du diagramme est une transformation élémentaire de Maruyama [8]. L'applicasbra
contraction sur un point du divise@p.-1(1) C P(Opr-1 & Opn-1(1)) et u est I'éclatement d&” de
centreY :=v(¢/(D N E’)), qui est un diviseur de dege& + 1 de H := v(P(Op.-1)) = v(¢'(D)). Enfin,
a= ,LL_l(I)(P(O]pn—l(l)))). Autrement dit,X >~ V.1 avec les notations du théoreme.
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