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Résumé Nous obtenons un invariant galoisien pour des revétements de surfaces qui joue un role
équivalent a celui de I'invariant Arf de Protopopov [3] pour certains types de revétements
a ramification impaire. L'approche par revétements galoisiens associés permet de définir
d'autres invariants qui peuvent s’appliquer a I'étude des revétements avec indices de
ramification non impairs. Un exemple est présenté dans la Sectidlouf. citer cet
article: A.F. Costa, A.M. Porto, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 899-902. 00 2002
Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

On some Galois invariants of branched coverings

Abstract We obtain an invariant for branched coverings of surfaces using the regular covering
associated to a given one. This invariant plays an equivalent role to the Arf invariant
introduced by Protopopov in [3] for special types of coverings with odd branching indices.
Our approach allows us to define other invariants for coverings with non-odd branching
indices.Tocitethisarticle: A.F. Costa, A.M. Porto, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002)
899-902. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Dans cet article nous considérons des revétements ramifiés de surfaces topologiques orientées et fermées
(compactes et sans bord), ce qui entraine que les résultats sont valables aussi pour le cas des revétements
de courbes algébriques lisses complexes et projectives et aussi pour le cas de revétements de surfaces de
Riemann (ou ces revétements ramifiés apparaissent de fagon naturelle).

Soientpy : R1 — S1 et p2 : Rp — S» deux tels revétements ramifiésnafeuillets. On dit que ces
revétements sont équivalents s'il existe un homéomorphisme qui préserve I'orientatigpn~> S, et un
homéomorphismé : Ry — R», tels queh o p1 = p2 o k. La classification des revétements ramifiés par
des invariants « naturels » est un probléme classique. Déja en 1873, A. Clebsch a classifié les revétements
simples de la sphére en utilisant comme invariant le nombre de points de ramification, [1].

C’est donc une question importante que la définition d’invariants pour la classification des revétements
non-simples. J.-P. Serre dans [5] établit des relations entre certains invariants géométriques pour les
revétements a ramification impaire et certains invariants galoisiens, c’est-a-dire des invariants définis en
utilisant le revétement galoisien associé au revétement donné, éventuellement irrégulier.

A.N. Protopopov dans [3], définit un nouvel invariant, Arf, pour certains types de revétements a
ramification impaire, en utilisant des structures spinorielles sur la spkéie[2]). Nous obtenons ici
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un invariant galoisien qui joue un role équivalent a celui de I'invariant Arf de Protopopov et qui est défini
aussi pour des revétements d’autres surfaces que la sphére. Plus concrétement notre invariant est donné
par I'existence d'une action libre du groufle @ Z, dans le revétement galoisien associé a ce type de
revétements.

L'approche de Protopopov n'offre pas la possibilité de définir des invariants similaires au sien pour
d'autres revétements a indices de ramification non impairs. Par contre I'approche avec revétements
galoisiens associés permet la définition d’autres invariants qui peuvent étre appliqués a des revétements
avec indices de ramification non impairs : un exemple est donné au paragraphe 4.

Nous remercions le présentateur et le rapporteur par leurs remarques et corrections intéréssantes.

2. Invariants galoisiens des revétements

Soit p : R — S un revétement a feuillets, ramifié au-dessus des poings. . ., b;. Une normalisation
du revétemenp est une paire formée par un poine S — {b1, ..., b} et une bijectionf : p~1(0) —
{1,...,n}. Une fois donnée une normalisation d’'un revétemgrndn peut construire, par reléevement
de chemins, la représentation de monodromije: 71(S — {b1,...,bs},0) = X, de p, ou X, est le
groupe des permutations @&, ..., n}. Le groupeG, = w, (w1(S — {b1, ..., by}, 0)) s’appellegroupe de
monodromiedu revétemenp. Le théoréme classique de A. Hurwitz assure qu'il existe une bijection entre
les représentations; (S — {b1, ..., bs},0) — X, et les revétements de ramifiés sur{by, ..., by} avec
normalisation de point bage

Soit b; un point de ramification de et D; un disque tel qué; < 5,- et ne contenant aucury, j #i.
Soit{Dl.(l), .. DPY=p YD) et(p! ¢ Dl.(’) :j=1,....k} = p~L(b;). Sile degré dg restreint ap"’
estdi(” on dit que 'indice de ramification dg en bi(’)estdi(’). On appellanéridiende b; tout élément de
71(S — {b1, ..., bs}, 0) représenté par un chemin qui jointa a D;, ensuite parcourd D; positivement
une seule fois et finalement retourne par le méme chemirLasindices de ramificatiomles points qui
sont envoyés pap sur b; sont les longueurs des cycles dans la décomposition en cycles disjoints de la
permutationw, (m;) oum; est un méridien dé;.

Soit m l'ordre du groupe de monodromi€, du revétementy et soitg : G, — {1,...,m} une
bijection. On définitwg, : 71(S — {b1,...,bs},0) = Z, par wg,(y)() = gw(y)g L)), oty €
m1(S — {b1,....bs},0) eti e {1,...,m}. Le revétemenGp : Rg — S qui a pour monodromieg, est
un revétement galoisien avec groupe de Galbjset Gp est connu sous le nom devétement galoisien
associé p. On remarque que le revétemeénp est déterminé complétement gar

Supposons, maintenant, que le normalisateut gedans le groupe symétrique,, normalise aussi un
sous-groupé’ isomorphe é(Zq)”, et que de plug’ intersecte trivialement tous les sous-groupes cycliques
(wp(m;)). Alors il y a un revétement non-ramifig : Rg — RG/(Zq)h = W, qui est galoisien avec groupe
de Galois(Zq)h. La représentation de monodromie dg w, : 71(W,) — (Zq)h C Xgn, S€ factorise
par Q, : Hi(W, Zg) — (Zy)". Soit Q¥ : (Zy)" — Hom(H\(W,, Zy), Zy) ~ HYX(W,, Z,) I'application
transposée de, etsoitP : HX(W,, Z,) — H1(W,, Z,) la dualité de Poincaré. L'applicatioh, = P o
nous fournit une forme bilinéaire antisymétriqg@g, sur (Zq)h a partir de la forme d’intersection dans
H1(Wp, Zyg).

PrRoOPOSITION 2.1. —Les invariants linéaires d@,, sont des invariants du revétement

Démonstration. -Soient p1 : R1 — S1 et p2 : Ro — S» deux revétements ramifiésrafeuillets qui
sont équivalents. Soit : S1 — S2 'homéomorphisme qui établit I'équivalence. Alotsse reléve aussi a
Wy, — W, induisant un isomorphisme dé (W, , Z,) vers Hi(W,,, Z,) lequel implique I'équivalence
linéaire entreQ ,, et Q,,.
Les invariants galoisiens utilisés dans les deux paragraphes suivants seront ceux que la Proposition 2.1
décrit.
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3. Les revétements tetraédraux classifiés par des invariants galoisiens

Dans [4], l'auteur classifie les revétements de la sphére avec indices de ramifiGtion ., 1} sur
chaque point de ramification. On va considérer les revétements a quatre feuillets et indices de ramification
{3, 1} sur chaque point de ramification. La classification des revétements avec un nombre de feuillets
arbitraire et indices de ramificatidB, 1, ..., 1} se raméne aux revétements a quatre feuillets par 'opération
de somme connexe de revétements qui sera décrite plus bas.

Soit p : R — S un revétement & quatre feuilletR, connexe, et dont tous les indices de ramification
sont{3, 1} sur chaque point de ramification. Alors, la représentation de monodromiesdede la forme
wp w1 (S —{b1, ..., bs}, 0) > X4, avecw,(m;) = (a, b, c)(d) oum; estun méridiends;, i =1,...,s, et
par conséquent, le groupe de monodromigdsst A4. Nous appelleronevétement tétraédral irrégulier
tout revétement vérifiant ces conditions. Le revétement galosieassocié & a douze feuillets. Comme
Zo®7Zp < Agon peutfactoriseGp : Rg — S parRg N R /(Zo®Z3) = W, — S, our estunrevétement
non-ramifié car tous les indices de ramificationpdgont impairs.

SoitA, : (Z2)? —> H1(W,, Zy), définie dans le paragraphe précédent. §aitgo} une base deZ,)2, et
I(p) = Ap(g1) - Ap(g2) € Zo, oU- est le produit d'intersection. Le nombfép) ne dépend pas de la base
{g1, g2} choisie (toutes les bases @#)? sont conjuguées dank;). C'est a dire/ (p) est un invariant du
revétemenp et détermine la classe d’équivalence linéaire de la forme quadrafigue

Dans I'étude des revétements tétraédraux irreguliers il est utile de considérer la construction de somme
connexe de deux revétements : soient R1 — S1 et p2 : R2 — So deux revétementsmafeuillets ramifiés
sur{bi”, e bs(f)}, oui =1,2. Soient(o1, f1) et (02, f2) des normalisations de; et p2 respectivement.
SoientD; C S; — {b(i),...,b‘gf)}, eto; € 0D;, i = 1,2. On fait la somme connexe dg et S» en
identifiant (9 D1, 01) et (AD2, 02) ; dansRy — p~1(D1) et R, — p~1(Dy) on identified(R1 — p~1(D1))
avecd (R, — p~1(D,)) de facon compatible avec les normalisations, obtenant ainsi une Sfags .

Alors, on définitp1#p2 : R #p, — S1#S2 de fagon que la restriction sur chagResoit p;, i = 1, 2.

Linvariant I est additif par rapport a la somme connexe (comme c’est le cas avec Arf, 4.2.2 de [4]) :

PROPOSITION 3.1. —Soientp; : R1 — S1 et p2 : R2 — S2 deux revétements tétraédraux irréguliers,
alors I (p1#p2) = 1(p1) + 1 (p2).

Démonstration. -Soit S1#S5 le complexe définit & partir d§;#5 | | D? en identifiant le borde du disque
D? avec le cercle de somme connexe. On peut définir de fagon nat@ : I?pl#pz — @ et
Wostp,, | = 1,2, Ce qui entraine; C S1#S; et Wy, C Wy, Alors, étant donné queély(W,,,,) ~
H1(Wp4p,), ON a les homomorphismés Hi(Wy,) — H1(Wpnp,) €t j : HI(Wp,) — H1(Wp#p,) €t,
pour g € (Z»)?, on obtient[A , 45, (&)1 = i[Ap, ()1 + j[Ap,(g)]". D'ou il est facile de conclure que
I(pi#tp2) = 1(p1) + 1 (p2).

En plus de linvariant/ (p) et du nombres(p) de points de ramification il y a un autre invariant
naturel pour les revétements tétraédraux normalisés. Dans le gaaubpg a deux classes de conjugaison
d’éléments d’ordre trois. Soit; le nombre de points de ramification dont les méridiens correspondants
sont envoyes pav, dans la classe dd, 2, 3) etny le nombre de points de ramification dont les méridiens
sont envoyés pap, dans la classe d@, 3, 2) ; alors,o (p) = n1 — nz est un invariant poup. Il est clair
gue pour deux revétements tétraédraux irréguliers normalisésp, on ao (p1#p2) = o (p1) + o (p2).

Soit s(p) le nombre de points de ramification d’'un revétementD’aprés le théoreme 6.3 de [4],
tout revétement tétraédral irrégulier de la sphére peut s’exprimer comme une somme connexe de quatre
types de revétements tétraédraux élémentaires. Par conséquent, pour classifier ces revétements il suffit de
trouver un systeme d’'invariants qui prend des valeurs convenables pour les quatre types de revétements
élémentaires. Le systeme d'invariarit$p), o (p), I(p)), tout comme le systemé&(p), o (p), Arf(p))
dans [4], suffit & lui seul pour classifier ces revétements et c’est dans ce sens que nous affirmons que
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l'invariant I (p) joue un rble équivalent a celui de Aff). Le résultat suivant établit les valeurs du systéeme
d'invariants(s(p), o (p), I (p)) pour les quatre revétements tétraédraux élémentaires :

PROPOSITION 3.2. —Soitp; : R; — S; le revétement avec représentation de monodraier (S2 —
{b1,..., by}, 0) = X4. Soitm; méridiende;, j=1,...,s;,avecmy---my; =1,i=1,...,4

Pouri =1, 51 = 2, w1 estdéfini pawi(my) = (1, 2, 3), w1(m2) = (1,3,2),0na(s(p1), o (p1), I (p1) =
(2,0,0). (Arf(p1) =0.)

Pour i = 2, s = 3, wy est défini parw;(m;) = (1,2,3), on a (s(p2),c(p2), [(p2)) = (3,3,0).
(Arf(p2) =1.)

Pouri = 3, s3 = 3, w3 est défini parwz(m1) = (1,2, 3), wz(mz) = (1,4,2), wz(mz) = (3,2,4), on a
(s(p3),o(p3), I(p3)) = (3,3,1). (Arf(p3) =0.)

Pour i = 4, s4 = 4, wg est défini parws(mi) = (1,2, 3), wa(m2) = (2,3,4), wa(m3z) = (1,2, 3),
wa(ma) = (2,3,4), 0na(s(pa), o (pa), [ (pa)) = (4,0,1). (Arf(pg) = 1)

Par exemplep1#p1 et ps ne sont distingués que par

4. Exemple : un cas de revétements a indices de ramification non impairs

Soiento = (1)(2,4,3,7)(5,6,9,8), 71 = (1,2,3)(4,5,6)(7,8,9),etro = (1,4, 7)(2,5, 8) (3, 6, 9) trois
permutations d&g. On considére les revétemenis R — $2, de la sphéres? ramifiés surby, . . ., by,
de fagon a ce que la représentation de monodramie 71(82 — {b1,...,bs},0) — X9, satisfasse
wp(mi) =0t 752,008 =1,3,61=0,1,2,62 =0, 1,2, oum; est un méridien du point de ramification
b etw, (m1(S° —{b1, ..., bs},0)) =(0, 11, T2). Le groupe(o, 11, 2) est isomorphe a un produit semidirect
G =74% (Z3®7Z3) = (o) x ((r1) ® (12)) il S'ensuit que le revétement galoisien assagjé: Rz — 52 a
36 feuillets etG pour groupe de Galois. Daxsil y a un sous-group#s @ Z3 qui est caractéristique et agit
sans points fixes sukg. On peut donc appliquer la Proposition 2.1 a ces revétements. La forme bilinéaire
antisymétriqueD , est déterminée patl(p), oul(p) = Ap(t1) - Ap(12) € Z3, C'est-a-diret! (p) est un
invariant pourp.

Construisons deux revétements avec les propriétés précédentes et qui ne sont distingués que par
linvariant +1(p) : soient p; : R; — §2, i = 1,2, ramifiés sur quatre points avec représentations de
monodromiew; : 71(S% — {b1, ..., ba},0) — Xg. Soientm; les méridiens de;, j =1,...,4, avec
m1---ma=1.Sion définitw surles générateurs pag(m1) = o, w1(m2) = 03, w1(mM3) = 011, W1(M4) =
03122, on obtient/ (p1) = 0. Et siwp est tel queva(m1) = o, wa(m2) = 0311, wa(m3) = o, wa(ma) = 031:12,
onaalord (p2) =1.
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