C.R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 257-260

Combinatoire/Combinatorics
(Logique/Logic)

Demi-reconstruction de |’ opérateur cloturetransitive

Imed Boudabbous?, Jamel Dammak °

@ Département de méthodes quantitatives, Faculté des sciences economiques et de gestion de Sfax, BP 1088,
Université de Sfax, 3018 Sfax, Tunisie

b Département de mathématiques, Faculté des sciences de Sfax, BP 802, Université de Sfax, 3018 Sfax, Tunisie

Recu le 20 décembre 2001 ; acceptéle 7 janvier 2002

Note présentée par Jean-Yves Girard.

Résumé Boudabbous et Cherif [1] ont montré que I'opérateur cléture transitive est reconstructible
au sens de Fraissé et au sens de Ulam. Nous examinons le probléme analogue en termes de
demi-reconstructionPour citer cet article: |. Boudabbous, J. Dammak, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 334 (2002) 257—260. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Half-reconstruction of the operator transitive closure

Abstract Boudabbous and Cherif [1] showed that the operator transitive closure is reconstructible
in the sense of Fraissé and of Ulam. We examine the analagous problem in the terms of
half-reconstructionTo cite this article: 1. Boudabbous, J. Dammak, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 334 (2002) 257-260. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Etant donné un ensembig unerelation binaire et irréflexiveR de baser est une application d& x E
dans{+, —} telle que pour toutr € E, R(x,x) = —. Dans la suite, nous considérons uniquement des
relations binaires et irréflexives de base finie. Pour toute p&rte E, larestrictionde la relationR a X,
notéeR|x, est la relation de basé définie par : pour tous, y € X, (Rjx)(x, y) = R(x, y).

Soit R une relation de basg, la cléture transitivede R est la relation, notéet(R), de baseE définie
par : pour tousc # y € E, ct(R)(x, y) = + S'il existe des élémentg = x, x1,...,x, = y de E tels que
R(x;,xi+1) = + pour touti € {0,1,...,n — 1}. A chaque relatiorR de baseE est associée sa relation
duale notéeR*, de basef définie comme suit : pour tous y € E, R*(x, y) = R(y, x). Une relation est
hémimorph& R si elle est isomorphe R ou aR*.

Etant donné un entiet > 1, deux relationsk et R’ de méme bas& sontk-hypomorphes modulo
I'opérateur cléture transitive, notémod ct), (resp.k-hémimorphegmod ct)) lorsque pour toute parti&
de E telle que|X| < k, les restrictiont(R|x) et ct(Rl’X) sont isomorphes (resp. hémimorphes). Une
relation R est k-reconstructible(mod ct) (resp. k-demi-reconstructible (modt)) lorsque pour toute
relationR’, si R et R’ sontk-hypomorphes (modt) (resp.k-hémimorphes (modt)), alorsct(R) etct(R’)
sont isomorphes (resp. hémimorphes). Par analogie avec les problémes de reconstruction dus a Ulam [5] et
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Fraissé [2], O. Echi a posé le probléme suivant de reconstruction de I'opérateur cl6ture transitive. Existe-
t-il un entierk > 1 pour lequel toutes les relations s@ateconstructibles (modt). En [1], Boudabbous et
Cherif ont apporté une réponse positive en montrant que |'entied convient.

Suite a ce résultat, Boudabbous a posé le probleme analogdendiereconstruction de I'opérateur
cléture transitive Plus précisément, existe-t-il un entiel> 1 pour lequel toutes les relations sé@ntlemi-
reconstructibles (modt).

Dans un premier temps, une réponse positive est apportée dans le cas des relations connexes orientées et
dans le cas des relations indécomposables, définies comme suit. Une relat®obaseE estconnexe
orientéelorsque pour tousc # y € E, il existe des élémentsg = x,...,x; = y de E tels que pour
ie€f{0,....,k—1}, R(xj,xi+1) # R(x;i+1,x;). Par ailleurs, une parti& de la baseF d’une relationR
est unintervalle de R (voir Fraissé [3]) lorsque pour tousbh € X etx € E — X, R(a,x) = R(b,x) et
R(x,a) = R(x, b). Parexemplep, {x} (x € E) et E sont des intervalles de, appelés intervallesiviaux.

Une relation, dont tous les intervalles sont triviaux,indécomposable

THEOREME 1. —Les relations binaires, irréflexives, connexes orientées et de base fini®-semnti-
reconstructiblegmodct).

THEOREME 2. —Les relations binaires, irréflexives, indécomposables et de base finie6steri-
reconstructiblegmodct).

Ces deux résultats permettent ensuite de conclure dans le cas général.

THEOREME 3. —Les relations binaires, irréflexives et de base finie sBrtemi-reconstructibles
(modct).

Enfin, on peut vérifier que les seuils 5 et 8 respectivement dans les Théoremes 1 et 3 sont optimaux. Par
contre, nous ne savons pas si les relations indécomposablésdemi-reconstructibles (mact), pour un
entierk < 6.
2. Préliminaires

A toutes relations R et’RR-hémimorphes (moct), de méme basg, est associée lzlation de différence
D r' (Lopez [4]) définie sulE de la fagon suivante : pour tous# y € E, Dg r/(x,y) =+ lorsqu’il
existe des élémenig = x, ..., x; = y de E tels que poui € {0, ...,k — 1}, R(x;, xi11) # R'(xi, xi11).
La relationDg ' est une relation d’équivalence dont les classes sont appeéEses de différenate R
etder’.

Dans le paragraphe précédent, nous avons défini les relations connexes orientées, ce qui nous permet
de définir les composantes connexes orientées comme suit. Etant donnée une Retigibaser, une
partieX de E, maximale pour l'inclusion telle qu&,x est connexe orientée, est ur@mposante connexe
orientéede R. Nous utilisons aussi les relations connexes et fortement connexes. Une rgldgdraset
estconnexdresp.fortement connejesi pour toust # y € E, il existe des élémentg =x, ..., x;y =y de
E telsque poui € {0, ...,k —1}, R(x;, x;+1) = + OUR(x;4+1, x;) = + (resp.R(x;, x;+1) = +). De méme,
une partieX de E, maximale pour l'inclusion telle quR x est connexe (resp. fortement connexe), est une
composante connexeesp.fortement connejale R.

3. Démonstration du Théoréme 1

Dans les trois propositions suivantRet R’ désignent des relations 5-hémimorphes (ropd

ProOPOSITION 1. —Si C est une classe de différence Reet de R’, alors c(R’/C) et ct(R*/C) sont
isomorphes.

Afin d’énoncer la deuxiéme proposition, remarquons que pour toute classe de différate® et
de R/, commeR|c est connexe orientée, il existe une unique composante connexe or@f@éele R
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qui contientC. Par ailleurs, rappelons qu’une relatidh de baseE est complételorsque pour tous
x#y€E, R(x,y)=+. Autrement dit, une relation est fortement connexe si et seulement si sa cléture
transitive est compléte. Rappelons, enfin qu’'une relakRode baseE est un ordre total lorsque pour
tousx #y € E, R(x,y) # R(y,x) et lorsque pour tous, y,z € E, si R(x,y) = R(y,z) = +, alors
R(x,z)=+.

PROPOSITION 2. —Si C est une classe de différence RBeet deR’ telle queC # O(C), alors ou bien
Ct(R/C) et ct(R’/C) sont complétes ou bien(@/C) et ct(R’/C) sont des ordres totaux. Il s’ensuit que
ct(R/C), ct(R*/C) et c(R’/C) sont isomorphes.

Le résultat suivant, dont découle immédiatement le Théoréme 1, s’obtient a partir des Propositions 1 et 2.

PROPOSITION 3. —Si pour toute classe de différen€ede R et deR’, C # O(C), alors ci(R) et ct(R’)
sont isomorphes.

De plus, pour établir cette proposition, on utilise, par une méthode de recollement, le lemme suivant :

LEMME 1.—Etant données des relation® et R’ 4-hémimorphegmod ct). Si C est une classe de
différence deR et deR’ telle queC # O(C), alors C est un intervalle de&? et deR’.

4. Démonstration du Théoréme 2

En fait, I'indécomposabilité nous permet d’obtenir le résultat suivant qui renforce de facon significative
le Théoréme 2.

THEOREME 4. —SoientR et R’ des relation6-hémimorphegmodct), si R est indécomposable, alors
ct(R’) = ct(R) ou ct(R’) = Ct(R*).

Tout d’abord on vérifie que la 6-hémimorphie (met)l préserve la forte connexité.

PROPOSITION 4. —Deux relations6-hémimorphegmod ct) ont les mémes composantes fortement
connexes.

Dans la suite de ce paragrapiest R’ désignent des relations 6-hémimorphes (tpde méme base.
Le Théoréme 4 découle alors des quatre résultats suivants puisqu’ils permettent de montrer que, quitte a
échangerR et R*, pour tousx # y € E, Si x ety n‘appartiennent pas a la méme composante fortement
connexe der, alorsRy(y,y) = R|, y}-

PROPOSITION 5. —Si R est indécomposable, alors pour toute composante connexe oribrdé, ou
bienR|,, = Rjp ou bienR|, = R}},.

Afin d’énoncer les trois lemmes suivants, nous utilisons les définitions suivantes : étant donnés des
éléments distincts et y de E, {x, y} estorientéesi R(x, y) # R(y, x), {x,y} estpleinesi R(x, y) =
R(y,x) =+ et{x, y} estvidesi R(x, y) = R(y,x) = —.

LEMME 2.-SoitX = {a, b, c, d} une partie &4 éléments d& telle queR(a, b) = R'(a,b) etR(c,d) #
R'(c,d). Si{a, b} et{c, d} sont les seules paires orientéesXiet si{a, c} est pleine, alorgb, ¢} ou{a, d}
est pleine.

LEMME 3.-Soit X = {a, b,c,d, e} une partie a5 éléments deE telle que R(a,b) = R'(a,b) et
R(d,e) # R'(d,e). Si{a, b} et{d, e} sont les seules paires orientéesxiet si{a, c} et{c, d} sont pleines,
alors I'une des paire$b, ¢}, {c, e}, {b,d} ou{a, e} est pleine.

LEMME 4. —Etant donnée une composante fortement coniiexie R, telle que|D| > 1, considérons
des éléments, b de D et des éléments distinats d de E — D tels que{a, c} et {b, d} sont orientées. Si
R(a,c)=R/(a,c) (resp.R*(a,c) = R'(a, c)), alors R(b,d) = R'(b,d) (resp.R*(b,d) = R'(b, d)).
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5. Démonstration du Théoréme 3

Nous utilisons les relations particuliéres suivantes. Les relaftois et D sont définies sufa, b, ¢} par :
P7({(+) ={(a.0). (b,0)}, Q7*({+}) = {(@. ). (b 0). (a.b), (b,a)}, D7L({+}) = {(a. b). (b, ), (c, b)}.
Enfin,s estla relation définie sdu, b, ¢, d} par :8~1({+}) = {(a, b), (b, ¢), (c, @)} U{(x,d); x € {a, b, c}}.
Par commodité, 'ensemble ayant pour élémentsP*, 0, Q*, D, D*, § ets*, considérés a isomorphie
prés, est notd/. En outre M désigne la classe des relatioRgle baseF telles que pour toute partig
deE,Rx ¢ M.
Tout d’abord remarquons que le résultat suivant découle de la preuve du théoréme de Boudabbous et
Cherif [1] concernant la 4-reconstruction (mat) des relations.

COROLLAIRE 1.—Considérons des relation® et R’ 4-hémimorphegmod ct) de méme basd.
Supposons, en outre que et R’ sont 3-hypomorphegmod ct) et que pour toute partiX de E telle
que|X| =4, R)x et fo sont isomorphes des qu&gx € M ou fo € M. Sous ces hypothéses(R} et
ct(R") sont isomorphes.

Dans la preuve du Théoréme 3, nous utilisons la proposition suivante qui découle de la Proposition 4 et
du Lemme 4.

PROPOSITION 6. —SoientR et R’ des relations6-hémimorphegmod ct), pour toute composante
connexeC deR, ct(R|c) et ct(Rl’C) sont hémimorphes.

Esquisse de la preuve du théorége- Considérons des relatiomset R’ 8-hémimorphes (modkt). Par
la Proposition 6, on peut supposer gReadmet plusieurs composantes conne&gs. .., Cr. Puisque
Ci,...,Cr sont aussi des composantes connexextdR) et de ct(R'), il suffit de montrer que ou
bien pouri € {1,...,k}, Ct(R|c;) et Ct(Rfc;) sont isomorphes ou bien poure {1,..., k}, Ct(R|*c,~) et
Ct(Rfc,-) sont isomorphes. Notons 'ensemble des € {1, ..., k} tels queR|c, € M. Pour touti € I,
comme d'une parRc, et R|/Ci et d'autre partR., et R|/Ci vérifient les hypothéses du Corollaire 1,
Ct(R|c;), Ct(Rfkc,-) et Ct(Rfc,-) sont isomorphes. En utilisant, aussi la Proposition 6, on peut donc supposer
que |{1,...,k} —I| > 2. Etant donné& € {1,...,k} — I, considérons une parti&¥ de C; telle que
Rix € M. Quitte & échangeR et R*, on peut supposer quRx et Rl’X sont isomorphes. Pour tout
j#iefl,...,k} —I et pour toute parti¢ de C; telle queR|y € M, commect(R xuy) et ct(Rl’XUY)
sont hémimorphesRy et Rl/Y sont isomorphes. Il découle alors du corollaire 1 qu&|c;) et Ct(Rfcj)
sont isomorphes. En échangeant dans ce qui praceétg on obtient aussi 'isomorphie ento#(Rc;) et
Ct(Rfc,-)v ce qui permet de conclure.
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