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Résumé Soit f = (f1,..., fp) une famille semi-quasi-homogéne de fonctions holomorphes au
voisinage de l'origine d&€”". Nous démontrons qu¢ définit une intersection compléte
a singularité isolée, et nous exprimons le nombre de Milnor de cette singularité comme
la colongueur d’'un idéal associé naturellementfaCeci généralise une formule de
G.M. Greuel.Pour citer cet article: J. Briangon, H. Maynadier-Gervais, C. R. Acad. Sci.
Paris, Ser. | 334 (2002) 317-320. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

About the Milnor number of a semi-quasi-homogeneous singularity

Abstract Let f = (f1,..., fp) be a semi-quasi-homogeneous family of holomorphic functions in a
neighborhood of the origin i€”. We prove thaif defines an isolated complete intersection
singularity, and we express the Milnor number of this singularity as the colength of an
ideal naturally associated tf. This generalizes a formula due to G.M. Greur.cite
thisarticle: J. Briangon, H. Maynadier-Gervais, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002)
317-320. O 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Enoncésdesrésultats

On désigne pa® = C{x1, ..., x,} 'algébre des germes de fonctions holomorphes a l'origin€de
lorsquef = (f1,..., fp) €st une suite réguliére de l'idéal maximal @equi définit une singularité isolée
d'intersection compléte, nous notonsf) = w(f1, ..., fp) son nombre de Milnor.

On considéerea = (a1,...,a,) une famille d’entiers naturels premiers entre eux; étant donné
h =Y a;x! un élément non nul d® (avec la notation classique= (i1, ..., i,) multi-indice deN”,

xl =xft--xin), lentier p(h) = inf{(a, I) = a1i1 + - - - + aniyn | a; # 0} s'appelle le poids dé (pour le
systémex) ; la partie initiale de: est alors :

in(h) = Z arx’.

(a, )=p(h)
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Cette partie initiale est un polyndme quasi-homogéne pour le systéihe poidse (k) (ou @a-homogéne
de degréo(h)). Dans tout I'article est fixé, et souvent sous-entendu.

DEFINITION 1.1.—On dit que la famillef = (f1, ..., f,) estsemi-quasi-homogerersque la famille
des formes initiales ity) = (in(f1), ..., in(f,)) définit une intersection complete a singularité isolée.

Introduisons a présent le champ d’Euler assoaié a
0 0
X =01X1— + -+ Xy .
0x1 0xy,

Pour une famillef = (f1, ..., fp) dep éléments d®, on note](f) I'idéal de O engendré par leg x p-
mineurs extraits de la matrice jacobiennefde

Enfin, lorsque/ est un idéal d€, primaire pour I'idéal maximal et engendré par une fantlg .. ., ;)
d’éléments d&, on note sa colongueur de la fagon suivante (£pk col(h1, ..., k) = dimc %

THEOREME 1.1.— Lorsque la famille f = (f1,..., fp) est semi-quasi-homogéne pour le systéme
a=(a1,...,a,), de poidsp(f) = (p1,..., pp), f définit une intersection complete a singularité isolée
dont le nombre de Milnor ne dépend queddet p( f), et vérifie I'égalité:

w(f)=col(x(f1), .-, x(fp), d())- (*)

Remarques- Giusti [2] d’'une part (dans le cas quasi-homogéne), G.M. Greuel et H. Hamm [4], d’autre
part, ont donné des formules explicites pourf) en fonction dex et p(f); dans [3], G.M. Greuel
démontre le Théoréme 1.1 dans le cas quasi-homogene.

Dans sa thése, le second auteur de la présente note a donné une preuve simultanée des formules de
M. Giusti et G.M. Greuel dans le cas quasi-homogéne [6, théoréme 1.2.5, p. 29]; c’est cette preuve que
nous allons généraliser au cas semi-quasi-homogéne.

Enfin, c’est T. Torrelli qui a eu l'idée d'étudier l'idedl (f1), ..., x (fp),d(f)), et il a utilisé notre
résultat dans [7, section 4].

2. Formulede Greuel-L é et déformation sur le cbne tangent tordu
Lorsque(gs, ..., gp) €t (g1, ..., gp, g) définissent des intersections completes a singularité isolée, les
nombres de Milnor correspondants sont liés par la formule de Greuel-Lé [3,5] :
(g1, 8p) + (gL, ..., 8p, &) =col(g1,....8p. (g1, .... 8p. 8))-
LEMME 2.1. - On suppose qu&s, ..., gp) et(gi, ..., gp, &) sont semi-quasi-homogenesdors :

(gL, ... &p) + 1(g1, ..., 8p, 8 =col(g1,....8p. (81, ... 8p. 8))
= COl(X(gl)v R} X(gp)v 3(g17 et gp7 g))
=col(in(g1). ..., in(gp), d(in(g1). - ... in(gp). IN(®))).
Démonstration. -Considérons les déformations a un parameétre suivar@gst) =1~ g; (t*1xq, ...,
t“xp), j=1,...,p,€tG@{) =t g(t*xy,...,t%x,) o0, pourj =1,..., p, p; estle poids dg;, etp le
poids deg.
En spécialisant, on obtient dan®) : G;(0) =in(g;), G(0) =in(g), G;(1) = g; et G(1) = g. En fait,
des que est fixé non nul, on passe dg; (1) a g; par changement de coordonnées.
Les idéauxl; = (G1,...,G,,3(G1,...,Gp, G)) et p = (x(G1), ..., x(Gp),d(G1,...,Gp, G)) de
O{t} sont deux déformations de I'idéal :
1 =1(0)=10) = (in(g1),...,in(gp), J(In(g1), ..., in(gp), in(g)))
de O (précisons que nous notons &G, . .., G, G) l'idéal engendré par le§ + 1) x (p 4+ 1)-mineurs
de la matrice jacobienne, ou n’interviennent que les dérivations par rapport aux varjables
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Les idéauxl; et I définissent 'axe des dansC"*! (au voisinage de I'origine) : en effet, les idéaux
initiaux in(/1) et in(I2) engendrés respectivement par les formes initiales des élémehtete, lorsque
I'on donne ar le poids 0, contiennent I'idéal - O{¢}. Or I contient une puissance de l'idéal maximal
M = (x1,...,x,) de O; on en déduit facilement quA et I> contiennent une (la méme!) puissance de
M- O{r}.

Un résultat classique permet d’affirmer que les algébres lo€dles}/ 11 etC{x, t}/I> sont de Cohen—
Macaulay yoir par exemple [1, Lemme 3, p. 128]), et quest non diviseur de 0 dans ces algébres.
Ces algebres sont donc d€¢r}-modules libres, ef; et Io sont des déformations de a colongueur
constante. O

3. Lelemmed’échange

LEMME 3.1 (Lemme d’échange).On suppose qu&s. ..., &p, 8), (81, ..., 8p, h) et(g1, ..., &p, & h)
sont semi-quasi-homogénes.

Si la formule (x) est verifiée pour(gy,...,gp,8) €t (g1,...,8p, 8, h), elle I'est également pour
(81,--.,8p, ).

Enoncons un résultat préliminaire algébrique (dont la preuve est élémentaire) A swmitanneau
commutatif.¢ ety deux éléments da non diviseurs de O, et M deux idéaux ded tels quepL =y M.
Soit :

. A . A A
p:—m— — — et Yy —m— — —
Ay + L Ay Ap+M A¢
les multiplications par les classes @let  respectivement.
Alors l'injectivité de¢ équivaut a I'injectivité dajr.
Démontrons le lemme d’échange ; pour cela appliquons le résultat préliminaire :
0

A= ’
(X(gl)v e X(gp)» H(glv "'7gpv gvh))
¢ =la classe dg (g) dansA,

¥ =la classe de (h) dansA,
L :Ag(glv .. '7gp7h)v

MZAH(gl’ ""g]hg)'

En utilisant le méme argument que dans le Lemme 2.1, on montra @sede Cohen—Macaulay et que
x(g) (ou x (h)) est un paramétre, donc non diviseur de 0.

Vérifions maintenant qug (g)L = x (h)M. Notons(Wy, ..., W,,) les vecteurs colonnes de la matrice
jacobienne dégs, ..., g, g, h), et W le vecteur colonne :
x(g1)
n :
W= Z“l’xi Wi=1| x(gp
i=1 x(8)
x (h)
Pour tout multi-indice{iy, ...,i,41}, le développement dansé du déterminant DetW, W;, ..., Wi, 1)

par rapport a la premiére coloniié fournit I'égalité dansA :

X(g)Uil...ip+1 = X(h)Vil...ip+1,
ou Uiy..ip, (resp.Viy i,.,) estle(p + 1) x (p + 1)-mineur de la matrice jacobienne dei, ..., gp, h)
(resp. (g1, ..., 8p,8)) construit sur les colonnes d’indicg, ...,i,4+1. En faisant varier l'indice des
colonnes, on parcourt ainsi les générateurs é¢ M.
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Le résultat préliminaire est donc applicable.
On a les suites exactes :
A v A A A 6 A A
- - — 0, & —— —— —
Ap+M A Ap+ Ay Ay + L Ay Ap+ AY
Un calcul élémentaire des colongueurs et I'utilisation du Lemme 2.1 permettent alors de conclure.

0.

4. Lemme de construction et preuve du théoréme

Le lemme de construction suivant nous est fourni par M. Giusti [2, corollaire 2.5] :

LEMME 4.1. - Soit(gs, ..., gp, & Une intersection complete quasi-homogéne a singularité isolée avec
p <n—2, ett un multiple commun dey, . .., «y,.

Alors, pour un choix générique de. ..., A,) dansC" eth = A1x}/* + -« + Auxn/™, (g1, ..., gp: h)
et(gs, ..., gp, & h) sont des intersections complétes a singularité isolée.

Il est clair, vu la définition des semi-quasi-homogénes, que I'on peut prendre comme hypothése du
Lemme 4.1 (g1, ..., g&p, & Semi-quasi-homogene, et en conclusi@py; . .., gp, h) €t(gr, ..., gp. &, h)
semi-quasi-homogénes.

Nous pouvons démontrer maintenant le Théoréme 1.1 par récurrence sur la dimensjerde la
singularité.

Le casp = n. —Par hypothése, les formes initiale§ f), . . ., in( f,,) forment une suite réguliére dg et
engendrentl'idéal initial déf1, ..., fu) et(x(f1), ..., x (f»)). On sait aussi que le jacobignfi, ..., f,)
engendre le socle de I'algébre quotiént( 11, ..., f,;). On obtient ainsi facilement :

w(f1s .o fu) =col(f1, ..., fu)—1=col(x(f1),.... x (f)) —=L=col(x (1), .... x(fu), I(f1. ... f))-

Le cas généralp < n. — Soit t un multiple commun des;. Etant donnéf = (f1,..., f,) semi-
quasi-homogéne, on construit par récurrencegssar j, grace au lemme de construction 4.1, une famille
(h1, ..., hp) intersection complete quasi-homogene ol chaque fonatidg =1, ..., p) est une combi-

naison linéaire générique dé’**, ..., xi/*", telle Que(fi..... fj. hj.....hp) €t (fi.... fi—1.hj. ...,
h,) soient des germes semi-quasi-homogenes.

Par récurrence, et en appliquant le lemme d’échange, on est alors ramené a établir la forpole
(h1,...,hp). Mais ce n'est rien d’autre que la formule de G.M. Greuel. (On peut aussi obtenir ce dernier
cas, toujours par le lemme d’échange et I'hypothése de récurrence, en démontrant la formule pour la famille
(x1,...,xp) [6,p.30].) O
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