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Résumé Nous nous donnons a priori une solution globale des équations de Navier—Stokes
incompressibles dari@3, dans la classetml/z). Nous montrons successivement que la
normeHY/2 tend vers 0 & linfini, que cette norme contréle la nornfeH>/2), et qu’une
telle solution globale est stablour citer cet article: |. Gallagher et al., C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 334 (2002) 289-292. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Non-blowup at large times and stability for global solutionsto the
Navier—Stokes equations

Abstract Suppose there exists a global solutiono the incompressible Navier—Stokes equations,
such that: € C; (HY/2). We prove that it$11/2 norm goes to 0 at infinity. We next use this
fact to control the I,Z.(H?’/Z) norm ofu, and finally we prove that such a solution is stable.
To citethisarticle: |. Gallagher et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 289-292.
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Introduction. — Nous nous intéressons aux équations de Navier—Stokes incompressibles dans I'espace
entier,

—uzAu—V~(u®u)—Vp,

ot

V.-u=0, )
u(x,0) =ug(x), xeR3, t>0.

Il est bien connu qu'il existe deux théories distinctes pour le probléeme de Cauchy : les solutions faibles
de Leray [8], pour des données initiales € L2, qui sont globales mais pour lesquelles I'unicité (ou la
propagation de la régularité) est un probléme ouvert; et les solutions « fortes » de Fujita et Kato [4] pour des
données initiales € HY2, qui sont uniques et locales en temps, c’est-a-direiga€([0, 7*), HY?). Le
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but de cette Note est d’étudier une solution pour laquelle on suppose a pridfigae-oo. Remarquons

que si I'on suppose la donnée petite alors la solution est effectivement globale. Nous montrons qu’une
solution globale « grande » devient nécessairement petite aprés un certain temps, ce qui induit en particulier
gu’elle est stable. Plus précisément, nous obtenons le résultat suivant.

THEOREME 1. —Soit u € C([0, +oo[, HY/?) une solution de (1). Alors,
— il nepeuty avoir explosiona r = +00, et plus précisément lim;_ 4o [l () ]ly12 = 0.
— lasolution u appartient & L2(0, +-o0; H¥/?).

Remarque. — Une version B de la premiére partie du théoréme 1 est implicite dans [7], ou il est montré
qu’une solution: € C,(L3) est telle que lim., 100 V7|1 (1) ||so = 0.

Insistons bien sur le fait qu'aucune hypothése n’est faite sur le taux de croissance de l&lhGroela
solution. La seconde partie du théoréme peut se voir comme une conséquence de la premiére partie et du
théoréme qui suit. Celui-la est un résultat de persistance, pour lequel il ne semble pas exister de référence,
bien gu’il fasse partie du folklore des solutions fortes. Il s’agit de la réciproque du résultat bien connu [3]
suivant : si une solution € C([0, T*); H/2) appartient & B((0, 7*), H%?) alors elle est prolongeable dans
H/2 au-dela der™*.

THEOREME 2. —Soit T* < 400 et soit u € C([0, T*]; HY/2) une solution de(l).AIorsfoT* llullg, ds <
+00.

Nous obtenons donc la seconde propriété du théoréme 1 de la maniéere suivante. Tl exlisfeen (T)
soit petit en norméd/2; par la théorie des solutions & données petitesL?((T, co); H¥?) et par le
théoréme 2 (ca®* fini), u € L2((0, T); H¥2) d’oul I'on conclut quex € L2((0, oo); H3/?).

Une conséquence importante du théoréme 1 est qu'il permet de démontrer un théoréme de stabilité
sous I'hypothése génériques C, (H'/2). Remarquons que si I'on suppose que la solution est légérement
plus réguliereu € L5 .(HY) NL2,, (H?), alors un théoréme de stabilité a été démontré dans [10] sous
I'hypothése d'intégrabilité a l'infinVu e Lf‘(Lﬁ), qui peut étre éliminée grace au théoreme 1.

THEOREME 3. —Soit u € C; (H/2) une solution a priori globale de (1). Alors cette solution est stable,
Cest-a-direqu’il existe e (1) tel quesi |jug — volljy1/2 < &(u) alorsv, la solution de condition initiale vo, est
globale et

t t 2 t 4
[ /0 1V = 0)(9)|| 22 05 < Clluo — vollggz € o 102 &+ Jo 141 &)

Nous renvoyons a [6] pour les preuves complétes et étendues au cadre des espaces de Besov, qui incluent
en particulier le cas € C;(L%). Remarquons que la stabilité des solutiosalété récemment obtenue
par Tchamitchian [11] par des techniques complétement différentes, avec une hypothése supplémentaire
de petitesse a temps grand, qui peut étre éliminée en prenant en compte les résultats de Lemarié [7]. Nous
donnons maintenant une idée des preuves, qui s'adaptent au cas des espaces de Besov modelés sur L
utilisant une combinaison des techniques introduites dans [2] et [5].

Démonstration du théoréme 1. —La remarque importante est la suivante ugic HY?, 'espace de
Sobolev inhomogeéne, alors par unicité fort-faible [12] la solutioreste dans % et vérifie I'inégalité

dénergievr >0, E@) L u) 12, + 2 [ 1Vu(s)I2, ds < luol2,. Par suiten € L(L?) N LA(HY), et

par interpolation: est dans f(HY2). Pour touteg > 0, il existe donc un temps tel que|u(10)l 512 < o,

et & partir de ce temps on peut appliquer la théorie des petites solutions, donc la solution reste petite et
tend vers zéro a I'infini en normEY/2 (voir par exemple [9]). Pour réduire le cas général & ce cas, on
utilise la procédure de séparation hautes fréquences/basses fréquences introduite dans [1] dans le contexte
de Navier-Stokes, et réutilisée avec succées dans [5] pour obtenir des solutions globales d’énergie infinie
en dimension 2. Plus précisément, on décompase vo + wo ol wo € H/2 avec une petite norme

etvg € H2 avec une grande norme. On résout I'équatiendr = Aw — V- (wQw) —Vp, avecV-w = 0,
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w(x,0) = wo(x), par la théorie des données petites, pour obtenir une solutierC, (HY/?) N L2(H3/?)
avec une petite normedir par exemple [3]) et qui tend vers zéro a I'infini ; on a en particulier

t
2 2
w2y + /0 )]0 s < lwole. (2
Ensuitep d:éfu — w Vvérifie 'équation
0
3—::Av—V~(v®v)—V~(w®v)—V~(v®w)—Vp, avecV -v =0, v(x,0) =vg(x), 3)

etv appartient & 'espace,@HY/2) N L2, (H¥/?), carw appartient & cet espace, de méme ggace au
théoréme 2. Ainsi, & partir de 'équation deon obtientd, v € L?,.(H™/2). En se souvenant qug € L2
etv € LY, (HY?) c L2, .(HY?), on en déduit que € C,(L?). Nous pouvons donc écrire une inégalité
d’énergie pouw : multiplions I'équation dev parv et intégrons en temps et espace pour obtenir
t t
2
v (2 + 2/ lvl|Z, ds < llvollZ2 + 2 //3@ - Vw) - vdx ds|. (4)
0 oJr

On estime maintenant par des théorémes de produit classiques

t
/ (v-Vw)-vdxds
0.JR3

t
/ (v®w) - Vvdxds
0JR3

t
2
sc/o o gz 12, ds

t
2
<C||w0|||'41/2/0 ull2, ds.

ou la derniere inégalité est une conséquence de (2). En supposatif| g2 < % on peut simplifier

le terme ci-dessus dans la partie gauche de (4) ce qui permet de conclure que I'énergiy dereste

bornée. On obtient alors par le raisonnement précédent qu'il eRistéque||v(T) |2 < [lwollgyz. ON

en déduit queu(T) |2 < 2||lwollyy2 et par la theorie des solutions petites que lim, [Ju (1) |12 = 0.
Remarquons qu'il n’est en fait pas nécessaire d’invoquer ce résultat issu de la théorie des solutions petites :
un argument auto-contenu consiste simplement a remarquer qu'a pafftit |12 < 2||wolly2 et de

la relation (2) appliquée &|[7,oof on peut déduire que limsup . lu () gz < u(T) 2 < 2llwollyy2,

ce qui conclut la démonstration de la premiére partie du théoreme 1 pujaglig:. peut étre choisi
arbitrairement petit. Nous avons déja montré la seconde partie a partir de la premiere et du théoreme 2, le
théoréme 1 est donc démontré.

Démonstration du théoréme 2. —On commence par remarquer que la nordgH/?) est finie pour un
petit intervalle de temps aprés l'instant initial (par unicité). Il s’agit donc de montrer qu’elle ne peut exploser
jusqu’aT™* inclus. On écrit donc I'inégalité d’énergie pour le produit scal&ité?, Noté(-|-) 2. Il vient

t t
2
o) e +2 [ Bzl < ol +2) | (V0@ lu) g ©)

Par densité des fonctions réguliéres dangi&?) on peut séparer de nouveaten deux parties : une
partiew € C; (H/2) petite et une partie grande et réguliére. Par les théorémes de produit classiques, on
peut estimer

|(V @ @w)u) | < [(w - Vulwppre| + [0 - Vulu)ppre|

<
2
< Cllwllgazllullisz + Cllvllgzzape lullgsz lullg2

2

En choisissanfjwl||;;12 assez petit, on peut simplifier le premier terme du membre de droite de cette
inégalité dans la partie gauche de (5). Le résultat suit par application du lemme de Gronwall, puisque
v e L2((0, T*), H¥2 N L>).

1
2 2 2
< (cnwn.m + 5 ) 2oz + CllvlBp o e 1Ze2-
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Remarque 1. — La démonstration s’applique également directement ad’tas+oo, compte-tenu de
la premiére partie du théoréeme 1 qui assure_lg|ull;j12 = 0.

Remarque 2. — La démonstration précédente procéde d’'un argument de séparation qui est au coeur de
chacun des résultats énoncés ici. On peut aussi obtenir le théoréme 2 de la fagon suivante, qui nous a
été indiquée par J.-Y. Chemin : en examinant la démonstration de I'existence locale de stldtforils
est facile de voir que le temps d’existence est uniformément minoré pour des données initiales dans un
compact dé41/2, Alors le théoréme 2 est une simple conséquence de l'unicité des solbfiGhpuisque
'ensemble de données initialegx) = u(x, t) pourt € [0, T*] est compact (comme image d’'un compact).

Démonstration du théoréme 3. — Comme il I'a été remarqué, la solution a priori globale C; (H/?)
est automatiquement dang(H%?). On considére donc I'équation vérifiée par la différenci€’y — v,
c’est-a—dire‘?@—'f =Aw -V -wW®w)—V-(wQ®u)—V-u®w)—Vp, avecV - w =0, w(x,0) =

wo(x) d:efuo(x) — vo(x), et 'on cherche une estimation a priori pour cette équation. On écrit donc de
nouveau I'inégalité d’énergie daft’2, pour obtenir

t t
2
|w®|[f2 +2/0 lwllZs/z ds < llwollZ2 + C /0 (w - Vw|w)grz + (w - Vulw)grz + (u - Vw|w)gyz ds|.
Les deux premiers termes s’estiment facilement : le premier qui est non-linéairgeant étre absorbé a
gauche si I'on suppose a priori que le membre de gauche est petit, puisqu¢f31ma Vw|w)giz ds| <
fé ||w(s)||H1/z||w(s)||E|3/2 ds. Le second se majore simplement en utilisant les mémes regles de produit et

le fait que Vu € L2(HY/?). Le dernier terme est un peu plus délicat, puisqu'a priori il n'est pas possible
d’estimer (les basses fréquences@@)l'aide de la norme £(H%/2). On fait alors appel & la norme*(H?)
en estimant par les lois de produits

|- Vwlw)gz| < Cllullgallwllgallwligez < Cllullg w2 2 Ly iz, cluld )
u-Vwlw)gz| < Cllullgllwlipllwllysz < ||u|||-|l||w|||;|1/2||w|||;|3/2\Z||w|||;|3/2+ ||14|||;|1||w|||;|1/2~

Ceci permet de traiter ce terme comme le second. Remarquons que le second terme devient similaire au
terme ci-dessus a la différence prés que la nolrméIl est remplacée par la nornﬁe”ﬁa/z. Notons en

outre qu’une utilisation de la théorie de Littlewood—Paley et de commutateurs permet de s’affranchir de la
présence de norn’ﬂsunﬁ|1 dans la majoration (et donc dans l'estimation finale), au prix d’un peu plus de
technique. On termine ensuite classiquement en appliquant le lemme de Gronwall.
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