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Note présentée par Etienne Ghys.

Résumé Suivant I'approche de [2,3], on décrit une construction explicite de la forme harmonique
duale a une surface quasifuchsienne dans une variété hyperbolique de dimeif&ion 3.
citer cet article: N. Bergeron, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 395-400. O 2002
Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Dual harmonic form to a quasi-Fuchsian cycle

Abstract Following the ideas of [2,3], we describe an explicit construction of the dual harmonic form
to a quasi-Fuchsian surface in a hyperbolic 3-manifélcite this article: N. Bergeron,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 334 (2002) 395-400. O 2002 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

Let M be a hyperbolic 3-manifold. We suppose thattontains an embeddegiasi-FuchsiarsurfaceS
(i.e.,m1 S is a quasi-Fuchsian subgroupmfM). The aim of this Note is to describe an explicit construction
of the dual harmonic formt§ in M.

We write M asH3/K whereH? is the hyperbolic 3-space arid a torsion-free, Kleinian group. Létbe
the critical exponent ok, let A = 1(S) and letN(S) be the image of the convex coredf/A in M by
the covering projection.

The limit setL(A) of A in Sgo (the boundary at infinity of®) is a quasi-circleC which separates
Sgo into two topological disksD; and D». The orientations oH? and of a universal coves of S give
a transversal orientation t® which we suppose directed froM; to D». Let then f be the function in
L1(S2,) equal to 0 onD; and to 1 onDs.

In the Euclidean coordinates of the unit ball, the Poisson kernéfa$ given by:

1— ||x][?
P(x,u) x|
In the coordinates = (z, y) € C x R* andu € C of the half-space, the Poisson kernel is given by:
2
Py = 2UEED
|z —ul2+ y?
We associate tg the function:

1
F(x):E/SZ @) P(x, u)?dvolu). (1)
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DEFINITION. —We will say that a square integrableform  on M is L2-dual to S (in M) if for every
square integrabl@-forma on M,
/ aAm= / a
M S

G=vV1-Q2F—-12 and «(s)

Let's denote:
_ T(s+Dr3)
Ts+3)
In this Note we prove:
THEOREMI. — The Poincaré series
1 * 2
= G S dF
@s K (s) Z ¥ ( )
yeA\K

is uniformly convergent on compact subset&léffor Re(s) > % — 1, and gives &> closed form onvf

which isL2-dual to S. Moreover, the series, can be continuously extendedsr= 0 to give theL2-dual
harmonic form taS in M aslim;_,ows, limit of convergent series.

Dans la suite de cette Note, on suppose fixées les notations ci-dessus et on démontre le :
THEOREMELI. — La série de Poincaré
1 * 2
Wy = —— GZdF
YT k(s) Z v ( )
yeA\K
converge pouRe(s) > % — 1, uniformément sur les compacts Hé et représente une forme fermég®

sur M, L2-duale aS. De plus, les séries; se prolongent continiment en= 0 pour donner la forme
harmonique_2-duale &S dansM commédim;_,ow;, limite de séries convergentes.

1. Dans la suite, notorns = H3/A. D’aprés un théoréme de Stallings [5], la varié&tést difféomorphe au
produitS x ]—oo, +o0o[. NotonsN7 (S) la projection du cceur de Nielsen dedans?. On noteraR = R(x)
la distance orientée (conformément a I'orientation transvefsehéisie) d'un poink € T a Ny (S), chaque
R # 0 définit une hypersurfacgx deT de classe Eet difféomorphe .

LEMME A. — Soitx € T. Alors, siR = R(x) > 0, | F(x) — 1| est de I'ordre dee=2 Rl et siR < O, |F (x)|
est de I'ordre des— 2RI,

Démonstration. En effet, cela découle simplement de I'expression (1Fdet du fait que la métrique
sur S est multipliée par un facteur de I'ordréfe Donc I'élément d’aire est multiplié par un facteur de
I'ordre de &!R! (cf. [4] pour plus de détails).

On déduit facilement du lemme A, de la proposition 18 de [1] et du faitﬁ;g?_ooﬁoo[ dF =1 (pour
toutx € S), la proposition suivante :

PROPOSITIONB. — La différentielled F définit unel-forme harmoniqué? sur 7', L2-duale &S (dansT)
et dont la norme riemannienne en un poirg S est de I'ordre des— 2RI,

2. D’aprés le lemme A, en un pointe Sk, |G (x)| est de 'ordre de €X!.

Nous allons considérer la forme fermge= G% dF (s € C) surT. Rappelons que I'on a une fibration
de T surS. Un calcul d'intégrale classique montre quecsi) = [;, . ¢s ('intégrale ne dépend pas du
choix de la fibre, d’aprés la définition g8, alorson a :

1
“”:F@+DZQ)
L(s+35)
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Ainsi 1/« (s) n'a de poles qu'en les points= —3, -3, -2, ...
On obtient donc le lemme suivant :
LEMME C. —Pour touts # —3, % ... la forme différentiellaf, := Wls)GZS dF est unel-forme fermée

L2 surT, L2-duale as (et harmonlque s = 0).
LEMME D. —La série de Poincaré
2s
ws > y*(G*dF)
K(s) MK
converge pouRe(s) > % — 1, uniformément sur les compactsHé.
Démonstration. Nous allons montrer que pour Re > % -1, la sérieZA\K lly*(G% dF)|| est

convergente. Soit € 7. On doit montrer que la série ,, x 2 DIkl converge (ol = Re(s)).
La variétéS est compacte, il existe donc un réet 0 et un pointg € S tels que pour touy € K et tout
x €S,

|R(yx)| 2 d(yx,x0) —e.

En particulier, il existe une constante indépendante de e S, telle que
—2(0+1)|R()/x)| <C e—2(0+1)a'(yx xo)

Mais, par def|n|t|on des, la séried" ; e 2 +Dd(yx.x0 est uniformément convergente (e sur tout
compact pout > E —-1.

COROLLAIRE. —Pour Re(s) > % — 1, la série de Poincaré; représente une forme ferm&e° sur M,
L2-duale as.

3. Avant de prolonger la famill§w;} ens = 0 (lorsqueé = 2), nous allons montrer comment cette
description explicite d’'une forme duale peut permettre d’obtenir des résultats sur la cohomologie de
certaines variétés hyperboliques de dimension 3.

Rappelons que I'on a not¥(S) la projection deNr(S) dansM. Soit RN(S) le rayon d’injectivité
normalde N(S) dansM (i.e. I'infimum des distances entre deux translatésipatu coeur convexe d&
dansH®). On peut montrer le :

THEOREMEII. — Supposon& convexe-cocompactét< 2. Soitr(K) le rayon d'injectivité déi3/K . Il
existe une constante = C (8, r(K)) < +oo telle que SiRN (S) > C diam(N(S)), alors[S] est non triviale
dansH>(M) (et méme en homologi€?).

Esquisse de démonstrationPuisque’ < 2, la formewq est bien définie et harmonique. Montrons qu’il
existe une constant€ = C (8, r(K)) < +oo telle que SiRN(S) > C diam(N(S)), anrsfS *wp £ 0. On
supposes simpliciale et contenue damé(Ss).

= / *Y0
S

Découpons l'intégralg xwo en deux :
(ou g est la forme différentielle définie au lemme C) et
SEESS / o,
S

yeA\K—{e}
oU S est un relevé dari&3, domaine fondamental d& On a:

/ys*lﬂo

Fixons un pointrg dansN (S) et notonsD le diamétre deV (S). Alors :

’/ys*l/fo

conste 2579 aire(y ).

< conste 20y x0)+2D gire(§).
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NotonsN (z, xo, xo0) le nombre d’élémentg danskK tels qued(xg, yxo) < t. Puisquek est convexe-
cocompact, il admet une densité conforme invariante de dimersi@h [6]) et la démonstration du
théoréme 4.5.1 de [4] implique le :

Fait. — Il existe une constanté ne dépendant que du rayon d’injectivité Ker(K), telle que

N (t, x0, x0) < A€’

On obtient donc :

+o00
|=| < constéP Z g~24(x0.%0) 3jrg(§) < const éD/ e 2 dN (¢, xo, x0) aire(S)
RN(S)

y#e

+00
< constéD{ (€72 N (2, x0, %0) | oo + 2/

_ 2t .
RN(S) N S) N(t, x0, x0) € dt} aire(S)

< constA €2P e =2RN ) girg(S).
Enfin, la description explicite d¢o donnée par I'équatiofil) permet de montrer que :

|71 =/ |l¥ol1? > C(8) aire(S).
T
Ainsi pour que la classe d’homolodi&] soit non triviale, il suffit que| soit strictement supérieurg &|.
Ce qui permet de conclure la démonstration du théoreme.
4. Traitons le cas ou I'exposant critique est 2.
A l'aide de I'écriture (1) deF, on obtient facilement le :

LEMME E. —La fonctionF est harmonique dt? au voisinage de tout point d&1. Plus précisemment,
dans les coordonné€s, y) du demi-espace et dans un voisinage’un point deD1, la fonction F', vue
comme une famille de fonctio#$ enz dépendante du parametse s’écrit, lorsquey tend vers),

Fy=a@)y*+0(y°).

Soit :
2F (x)
H(x)=1 .
) °g< G(x) )
On vérifie facilement que
dH
G¥dF=———— .
2 cosW¥2(H)
NotonsA le laplacien sur les 1-formes dé. Un calcul simple donne le :
LEMME F. —
1 S—l dH 2
A(G® dF) =d [s tanr(H)( > }
costf(H) costf(H)
IdH |2 IdH |2
=—-25(s+1)————dH +s(25+3)———F—
5 )cosﬁ”’Lz(H) s(es )cosﬁ”“(H)
sinh(H) 2
————=—d(|IdH|").
SCOSRSH(H) (IdH11)

Grace au lemme E, on peut montrer la :

PROPOSITION G. —Dans les coordonnéeg, y) du demi-espace et au voisina@e d’'un point de
D1 U Dy, la fonction A(G% dF) + 2s(s + 1)G% dF, vue comme une famille de formes différentielles
sur le bord & l'infini, dépendante du paramétreest un®(y2¢+tD+1) lorsquey tend versD.
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Démonstration. H suffit de montrer la proposition au voisinage d’un pointide
Remarquons que tanH) = 2F — 1 et queG2 = 4F (1 — F). Alors, le lemme F implique :

A(G*dF) =d[s(2F — 1) (4F (1 — F))* Y|2dF 2]
=22t (F(1— F)) N dF |2 dF — 2%s(s — (1 — 2F)2(F(1— F))* ?|dF | dF
+2%5(2F - 1)(F(1 - F))S_ld(||dF||2).
Mais au voisinage d’un point dB1, la fonction F s’écrit :
F=a(2)y*+0(*).
Etdonc :
dF =da(z)y?+ 2a(z)ydy + O(y®),
IdF 1> = 4a(2)’y* + O (y°)
et
d(IdF||?) = 8y*a(z) da(z) + 16y%a(z)?dy + O(y°).

On obtient donc qu’au voisinage d’un point fig :

A(GPAF) =22+ (F(L— F))' (4a@* + 0 (»%)) (da(2)y? + 2a () y dy + O (5°))
—2%5(s — D1 - 2F2(F(L— F))’ % (4a@%y* + 0(»°)) (da(2)y? + 2a() ydy + O(%))
+2%52F - 1)(F(A - F))* " (8y*a(2) da(z) + 16y%(2)2dy + O(y°))

=22 (25F(1— F) —s(s — )(1— 2F)?) (F(1— F))’?(4a(2)?%da(2)
+8a(2)%°dy + O(y7)) + 2%52F - ) (F(1- F))' ™ (8y%a(2) da(z)
+16y3a(z)?dy + O(ys))
=2%(s(1—5)+ 0(y%)) (1= F)* 2(4a(2)* y** P da(z) + 8a(x)* 1y*Thdy + O (y**3))
+2%5 (=14 0(y%)) 1 - F)* (8" a(2)’ da(2) + 16y* Ha(2) T dy + O (> %))
— _22(s+1)s(s +1) (a(z)sy2(‘?+1) da(z) + 2y2s+1a(z)s+1 dy + O(y2s+3))'

2s — l 1 § dH o1 1 H .
OrG#dF =3 (cosr?(ﬁ)) SR donc au voisinage d’un point d@ :

G®dF = (4F(1— F))" dF = 2% (a(z2)’y** ™ da(z) + 2y* Ma(z)* Trdy + O (y*13)).

On conclut alors facilement la démonstration de la proposition.

5. Prolongement de la famillgo,}.

Seul le cas ou I'exposant critiqdevaut 2 reste a traiter. Pour simplifier, nous supposerons la vadété
compacte (le cas général ne nécessite que quelques détails techniques supplémentaires similaires a ce que
I'on peut trouver dans [1]).

Pour touts complexe de partie réelle strictement positive, la série de Poingao®dnverge et définit
une forme fermée £ sur M. Soitvy, v, ..., v,, ... une base orthonormale de 1-formes propres pour le
laplacienA sur M. On suppose qUAV, = A,v, aveC O0=A1 = =24, <Apy1 < - <A, < ---. Alors
pour Res > 0 on peut écrire

o0
ws = Z a, (s)vy.
n=0
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Remarquons que toutes les formgsétant cohomologues entre elles(s) ne dépend pas delorsque
n< p.Onadonc:

P
1 1
H%V=§n%uW=§n%ﬁ+§aam%F<K+;rwmmﬁ
n n=1 n>p N p+1

ouU K est une constante. Il existe donc deux constaate’ telles que
losll < AllAws|| + B.
En particulier :

loos || < Al| Awy + 25(s + D || +2As(s + Dllws | + B.
Mais d’apres la proposition G et la démonstration du lemme D, la série

1
Aws +25(s + Doy = —— > y*(A(G* dF) + 25(s + G dF)
Kk (s) MK
est convergente pour Re- —% et elle est donc uniformément bornée au voisinage de0 par une
constante”. On obtient donc, au voisinage sle=0 :

(1-2As(s + 1) llos |l < AC.
Autrement dit w; est uniformément bornée au voisinage de zéro. On conclut alors facilement la
démonstration du Théoréme .

6. Question et conclusion.

Question— Le théoreme Il reste-t-il vrai lorsque= 2 ?

Cette question peut-étre liée a la conjecture de Waldhausen. En effet, cette derniére stipule que toute
variété de dimension 3 Haken admet un revétement fini avec un premier nombre de Betti non nul. Elle reste
a démontrer lorsque la variété est hyperbolique compacte et contient une surface quasi-fuchsienne. Une
réponse positive a la question ci-dessus donnerait donc un critére de non nullité du premier nombre de Betti
d'une telle variété.

Concluons cette Note en remarquant que lors§j@st une sous-variété totalement géodésiqud/de
un calcul simple montre que dafi's= S x ]—o0, oo[ et en notaniR la deuxiéme coordonnée (la distance
hyperbolique &) on a:

F—1(1+tanhR) G = 1 et H=R
T2 ’ " coshr T

On retrouve ainsi la construction de la forme harmonique duale telle que présentée dans [2] et [3]. Dans
ce cadre le théoréme Il et le lemme d’effeuillage de [1] permettent de montrer que tout cycle géodésique
de codimension 1 dans une variété hyperboliqgue de dimension 3 convexe-cocompact et non compacte se
reléve a un revétement fini en un cycle non homologue a zéro.
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