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Résumé

Nous déterminons explicitement les points algébriques de degré donné quelconque sur certains quotients de courbes d
Fermat de degré 5, 7 ou 11. Cette Note compleéte les travaux de Gross et Rohrlich (Invent. Math. 44 (1978) 201-224) qui donnen
la description de I'ensemble des points algébriques de degré au plus 2 sur les courbes Eudiégsr cet article: O. Sall,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

We determine explicitly algebraic points of a given degree on some quotients of Fermat curves of degree 5, 7 or 11. This
Note completes previous work of Gross and Rohrlich (Invent. Math. 44 (1978) 201-224) who gave a description of points of
degree at most twdo citethisarticle: O. Sall, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).

O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

1. Introduction

Soit C une courbe algébrique projective lisse définie Qurpour toute extensiork de Q, on noteC(K)
I'ensemble des points d€ rationnels surk, et x.q;<s C(K) I'ensemble des points d€ définis surk de
degré< d. Le degré d’'un point algébrique est le degré de son corps de définitiaD. duorsqueC est de genre
g = 2, on sait depuis Faltings [6] que I'ensemble des points rationfi@® est fini. Une généralisation de ce
théoréme aux sous-variétés de variétés abéliennes obtenue par Vojta et Faltings [4,14] permet également de décri
qualitativemenU[K:Q]gd C(K). Divers travaux étudient cette question [2,7,1]. Tous ces énoncés sont qualitatifs ;
un théoréme plus précis de Debarre et Klassen [3] montre que, pour une courbe plaGedé&fsge surQ de
degréd, ona
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(1) sid > 7 alors|J . g)<a—2 C(K) est fini.
(2) sid > 8 alors, a un nombre fini d’exceptions pres, les pointsU%gQKd_lC(K) se présentent comme
intersection d&& avec une droite définie sy passant par un point rationnel de

En général, on ne sait pas déterminer effectivement ces ensembles@mé.a situation est plus favorable
lorsque le groupe de Mordell-Weil de la jacobienh@) est fini; dans ce ca€(Q) peut étre effectivement
déterminé. Nous montrons dans cette Note que dans quelques cas, les en@m@&sd C(K) peuvent étre
explicitement décrits pour tout

Pour p =5,7,11, considérons les courbes de Fermigtde degrép, c'est-a-dire les courbes planes lisses
d’équation projectived, = {(X, Y, Z) € P?(Q): XP +YP 4+ ZP =0}, et les courbe€’, ;(p) d’équations affines
Crs(p) - yP =x"(x — D% avec 1< r, 5,7 + 5 < p — 1. Les courbe€, ;(p) sont des quotients de, (voir par
exemple [8,13]). Le groupe de Mordell-Weil est fini (Faddeev [5], Gross et Rohrlich [8]) dans les cas suivants :
Crs(p)pourp=5o0u7etpoup =11etr=s.

D’aprés Gross et Rohrlich [8], les courb€s(p) et C1(p) sont birationnellement isomorphesrsi = s
(modp), et il en est de méme pour les courb@ss(p) et C, ¢ (p) si (r,s) = k(r',s") + p(i, j) avecp etk
premiers entre eux. Donc toutes les courbgg(5) sont birationnellement isomorphe<a 1(5) et on peut alors
se limiter & I'étude de&1 1(5) pour p =5. De méme poup = 7 on peut se limiter & I'étude d&; 1(7) et C1.2(7).

Dans cette note nous déterminamplicitement les points algébriques de degré donné quelconque sur les courbes
hyperelliptiquesC1 1(p) avecp € {5, 7,11} ; la courbeC1 2(7) est étudiée dans [11]. Voir [9,10,12] pour d’autres
exemples explicites.

NotonsPy, P1, Py les points définis paPy = (0,0, 1), P1 = (1,0, 1), Poc = (1,0, 0).

Il résulte des travaux de Gross et Rohrlich dans [8] qUg.qj<2C11(p)(K) = (G £ /yP+591
y € Q}U{Px}, pourp=5,7oull.

Si on note Mo = {Po, P1, P} €t pours > 1 Ms = {(x,y) | [Qly] : Q] =& et x racine de I'¢quation
x(x — 1) = y?}, on voitimmédiatement qu&to C C1,1(p)(Q) et M; C U[K:Q]gza C1.1(p)(K). On peut trouver
d’autres points de degré!/ de lafagon suivante : 8i€ Qq_/2[Y]etgr € Qu—pym)/2[Y]avecn € {0, ..., p—1}
etQu[Y] désigne I'ensemble des polyndmes a coefficients Qade degré< d en la variableY ; si h(y) #0 ety
est racine de I'équation” [A(y)]% — g1(»)[y? " g1(y) + h(y)] = 0, alors le point—y?~g1(y)/h(y), y) est de
degré[Q[y]: Q] < !I. On introduit donc I'ensemble

I—p+m

p-m -
N, = {<_y7g1(”,y> | h(y) £ 0, ogdegh)ngm, 0< deggn) < —o—.

h(y)
ety racine de I'équation” [h(y)]2 — g1 [y’ "e1(y) +h(»)] = O}.

Notre résultat principal est que ces deux types de familleset ,, décrivent tous les points de degeél
lorsquep =5, 7 ou 11.

I—p+m

Nm:{<_m,y>\h(y)¢o,ogdegh)gl_Tm,Kdeq/glK o

h(y)
et y racine del’équation " [h(3)]* — g1()[¥" " g1(») + h(y)] = 0},
Ms = {(x,y) | [Qly]: Q] =4 et x racinede I’ équationx (x — 1) = y”}.

Remarque 1. (1) V,, est non vide si et seulementisi m > 0 etl — p +m > 0, en particulier il faut qué > p/2.
(2) La preuve permet de retrouver gde1(p)(Q) = Mo etU[K:Q]gz C1.1(p)(K) = MoU M1 qui est le résultat



O. Sl / C. R Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003) 117-120 119

de Gross et Rohrlich dans [8]. (3) On montre aisément que I'équatioft [2(y)12 — g1(»)[y? " g1(y) + h(y)] =

0 est de degré& [ eny, et méme exactemehtsi/ — m est pair (resp. impair) et délg) = "Tm (resp. degg1) =
l"’%). Les points algébriques de degré exactement C1 1(p) avecp =5, 7 ou 11, sont ceux pour lesquels le
degré def eny estl (et non seulement /), et de plus I'équatiod est irréductible su@.

Remarque 2. Bien que le théoreme permette de déClUﬂ%K:QK[ C1.1(p)(K), il ne permet pas de décrire
C1.1(p)(K) pour un corps de nombres fixé.

2. Résultatsauxiliaires

Pour un diviseuD sur les courbe€, ;(p), nous notons D) le Q-espace vectoriel des fonctions rationnelfes
sur la courbe étudiée telles qyie= 0 ou div( f) > —D ; £(D) désigne l&Q-dimension de €D). Comme dans [11],
on désigne paJ, ;(p) la jacobienne d€, ;(p), et parj(p) la classe notépP — Py, ] de P — Pw, C'est-a-dire que
J estle plongement jacobign — J, s(p).

Lemme 1 (voir [11], Lemme 1). divx) = p(Po) — p(Pao), div(x —1) = p(P1) — p(Pso), div(y) = r(Po) +s(P1) —
(r +5)(Po).

Remarque. Les résultats suivants sont des conséquences du Lemme dj.(#y) = pj(P1) =0. (2) rj(Po) +
sj(P1) =0, doncj(Po) et j(P1) engendrentle méme sous-groupe isomorpB¢sZ dansJ, s (p)(Q).

Pour 1< s < p — 2, nous notond s (p) la jacobienne d€'1 ;(p), ou tout simplemen€y 5, J1 5 S'il N’y a pas
d’ambiguité. On se restreint dans la suite aux couthes

La courbeCy 1(p) a pour équatiory?” = x(x — 1) ; d'aprés Gross et Rohrlich ([8], Théoréme 1.1), ppur 5
on aJy1(p)(Q)orsion=Z/pZ, et d’'aprés Faddeev [5] powre {5,7,11} on a
J1.1(P) Qtorsion= J1,1(p)(Q) (voir aussi [8], p. 219).

Lemme 2. Une Q-base de £(I P), est donnéepar B = {y', i <I1/2}U {xy/, j < (I — p)/2}.

Démonstration. La courbeC1 1(p) est hyperelliptique et son genre est égal& (p — 1)/2. Le point Ps, st
un point de Weierstrass. Il est clair q@& est une partie libre de(EP) ; il reste a montrer que di(@®B) =
dim(£(I Pxo)). Pourl < 2g — 2, le lemme résulte du Lemme 1. Supposonsigp@g — 1, donc d'aprés le théoréme
de Riemann—Roch on a difi(/ Ps)) =1 — g + 1.

Considérons les cas suivants :

1®" cas : supposons queest pair, et posons=2k. Onaalors <1/2< i <2h/2=h; j<(—p)/2%& j<
(2h—p)j2s j<(2h—p—-1)/2=h—g—1.DoncondB ={1,y,...,y"}U{x,xy,...,xy"~8~1}, et par suite
dim(B)=(h+ 1)+ (h—g) =2h—g+1=1—g+1=dimEIPx)).

2'*M€ cas : supposons gueest impair, et posons=2h +1.Onaalors <1/2<i < (2h+1)/2 i <2h/2
=h,j<(U—p)J2ej<@h+1-p)/2=h—g.DonconaB ={1,y,...,y"}U{x,xy,...,xy" "¢}, et par
sutedmMB)=h+D)+h—g+D)=2h—g+2=1—g+1=dimE(Px)).

3. Démonstration du théoreme
Soit R € C1.1(p)(Q) avec[Q(R) : Q] =1, et R ¢ {Po, P1, P»}. NotonsRy, ..., R; les conjugués de, et

travaillons avea = [R1 + - -- + R; — [ Poo] Qui est un point de/1 1(p)(Q) = {mj(Po) | 0< m < p — 1}; donc
t =mj(Pp)avecO0<m < p—1.0naalor§Ri+---+ R —1Px] =mj(Po) = (m—p)j(Po) = (m— p)[Po— Poo].
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Il existe alors une fonctiorf a coefficients dan® telle que di¥f) =R1+---+ R +(p —m)Po— (I + p —
m) Py, donc f € £((I + p — m)Py). D’apres le Lemme 2 on & = g(y) + xh(y) avecg € Qqyp—m)/2[Y]
et h € Qu_m),2[Y]. Ecrivonsg(y) = y“go(y) avecgo(0) # 0 eta > 0; on a donc org (g(y)) = a. Comme
ordp,(f) = ordp, (g(y) + xh(y)) = p — m et ordp,(x) = p, on en déduit que > p — m. On peut donc écrire
g(y) = yP™Mgq(y), et par suitef = y?~"g1(y) + xh(y). Aux pointsR; on doit avoiry?~"g1(y) + xh(y) = 0.
CommeR ¢ { Py, P1, Px}, Onay(R) # 0 ety(R) # oo ; I'étude peut se ramener aux deux cas suivants :

1°" cas : aux pointsk; on supposéi(y) # 0; doncx = —y” ™g1(y)/h(y) et par suitey? =x(x — 1) &
YPIh)? = yP~" g1 (0 [y?~"g1(y) +h(y)], eten simplifiant pap? " on obtienty” [A(y)1* = g1(») [y " g1(y)
+ h(y)] . On trouve ainsi une famille de points

—p+m

Ny = {GW,O | h() #0. 0< degh) < L™ o< degen < - ,
D) 2 2

ety racine de 'équation” [1(y) ] — g1 [y" " g1(») +h(»)] = O}.

26Mecas : aux pointRk; on supposé(y) =0; on a alorsy”? " g1(y) =0, doncgi(y) = 0 puisque on a SUPPOSE
R ¢ { Py, P1, P} ; €t par suiter et g1 ont comme facteur commun le polynéme minimahd®) surQ que nous
noteronsA.

Posonsh = A - hp, g1 =A - g2 et degld) = [Q(¥(R)) : Q] =6. On a alors G deghz) < (I —m)/2 -8 =
(1—28)—m/2et0<deggr)) <(I—p+m)/2—8=(»1—28) —(p—m)/2, d’oul — 25 >0 ou encoré& =23 (i).
Si nous désignons par le diviseur des zéros dé&(y), on peut écrire divli(y)) = Z — 2§ P», ; COMMERY, ..., R
sont des zéros da(y) on a divA(y)) = R1+ --- + R/ + (Q1+ --- + Q2s_1) — 26 P, €t on doit donc avoir
(ii). Les relations (i) et (ii) montrent que= 25, et par suite divA(y))= Ry + - - - + R; — [ Ps,. On trouve
ainsi une famille de points de deg@2s =1 : M;s = {(x,y) | [Q[y]: Q] = § etxracine de I'équation (x — 1)
=y} O
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