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Résumé

Ce papier complete l'article de Siggini (C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. | 334 (2002) 949-952). Nous donnons une
autre caractérisation des parties compactes de I'espace des multimesures plsigedieres muni de la-topologie.
Nous en déduisons celle de Topsge pour les mesures réelles positives (Stud. Math. XXXVI (197®o@0&jter cet
article: K.K. Siggini, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

This paper completes the article by Siggini (C. R. Acad. Sci. Paris, Sér. | 334 (2002) 949-952). We prove another criterion of
compactness in the space of positiveegular set-valued measures endowed withttepology. We deduce from this Topsge’s
criterion for real nonnegative measures (Stud. Math. XXXVI (1970) 208)ite this article: K.K. Siggini, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 336 (2003).
O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Notations et définitions.Les notations et terminologies introduites dans [2] seront utilisées ici. OnThoie
ensemble quelconqué, K des ensembles de partiesBeB la o-algébre engendrée par I'ensemble des parties
A deT telles que pour touk € K, K N A € K. On désigne paE un espace de Banach, son dual topologique

et ck(E) I'espace des parties convexes compactes non vidé&s drini de la topologie de Hausdorff. Nous notons
1\7I+(T, ck(E)) 'ensemble des multimesures positives définiesisarvaleurs dans &) et 1\7I+(T, K, ck(E)) le
sous-ensemble dﬁu(T, ck(E)) formé de multimesurek-régulieres. Lensemble des mesures réelles positives
(resp. positivesC-réguliéres) définies sus est notéM.(T) (resp.M (T, K)). Etant donné/ € M, (T, ck(E))

ety ¢ E/ on notes*(y|M(-)) la mesure réelle positive définie sBrpar§*(y|M(-))(A) = §*(y|M (A)) pour tout

A € B. Pour toute parti de E, §*(y|X) =sugy(x); x € X}.
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Définition 1 [3]. On appelle topologie de la convergence étroite Mur(T, ck(E)) la moins fine des topologies
sur M, (T, ck(E)) rendant continue I'applicatioM +— M (T) et semi-continues inférieurement les applications
M 8*(yIM(G)), ye E', Geg.

On dit qu’une suite généralisédf;), i € I, d'éléments de\71+(T, ck(E)) converge étroitement ved si elle
converge verd/ pour la topologie étroite. Notons qu&f;) converge étroitement vei si et seulement giM; (T))
converge verd/(T) dans ckE) et pour touty € E’, pour toutG € G lim inf; §*(yIMi(G)) = 8*(yIM(G)).

La s-topologie surM, (T, ck(E)) est la moins fine des topologies suf, (T, ck(E)) rendant continues les
applicationsM — M (A), A € B.

L’ensemble/ﬁ+(T, K, ck(E)) sera muni de la topologie induite par celle qui sera considéré&saﬁ ck(E)).
La topologie de la convergence étroite etstéopologie surM, (T) (resp.M (T, K)) sont définies de maniére
analogue.

On considére suf et K les axiomes suivants :

(I) K est stable pour les réunions finies, les intersections dénombrablestét
(I) G est stable pour les réunions et les intersections fidiesy.
(Il1) PourtoutK e K, pour toutG € G, K\G € K.
(IV) G sépare les éléments dec’est-a-dire pour touk’, K’ € K disjoints, il existeG, G’ dansg disjoints tels
queKCc GetK'c G'.
(V) K est semi-compact c’est-a-dire toute famille dénombrable d’élémeniS dei posséde la propriété de
l'intersection finie a une intersection non vide.

Dans toute la suite les lettres majusculesG, A avec ou sans indices désigneront les éléments,dé, B
respectivement.

Lemme 2. Soient(u;),i € I, une suite généralisée d'éléments e (T, ), u € M (T, K) et (Gy), k € N*,
une suite d’éléments de mutuellement disjoints tels qlie; u; (Gy) = u(Gy) pour toutk etlim; Mi(Uj Gj)=

1(U; G). Alorslim; (3,55 |4 (Gr) — (G =0.

Lemme 3.Soit H une partie de\71+(T, K, ck(E)) telle que pour touG € G {M(G); M € H} soit relativement
compact dansk(E). Si toute suite généralisee d'élémentsii€ontient une sous-suite géneralisée qui converge
étroitement dand/, (T, K, ck(E)) alors il en sera de méme pour toute suite généralisée d'élémerfisHie—
{*IM(); MeH, yeE', |yl <1} dansM (T, K).

Démonstration. Soit (8*(y;|M;(-))), i € I, une suite généralisée d'éléments &lg7). La suite généralisée
(M;),i € I, contient une sous-suite généralisée qui converge étroitementzdra boule unité ferméd’ de E’
étant une partie compacte @ muni de la topologie faible (E’, E), on peut extraire aussi dg;) une sous-suite
généralisée qui converge verg B’. On peut donc trouver deux sous-suites généralisées, I'uti gd’autre de

(y;) ayant les mémes indices, qui convergent respectivemeniestsy. Pour alléger la notation ces sous-suites
seront notées comme les suites elles-mémes. Considérons maintenant une ultrasuite géngraligée 7, ([2],
Définition 6) extraite de la sous-suite généralisgg) si celle-ci n'en était pas une. Prouvons que la sous-suite
généralisé&€s™ (i, |M;, (-))), k € I, converge étroitement ve$(y|M(-)). On a:

|8 (i |M3, (T)) — 8* (y|M (D))

< ‘s‘lipl(lrS*(ﬂMik(T)) — 8 (YIM(D))|) + |8* (i IM(T)) — 8*(yIM(T))|.
AR

Comme (M;,) converge étroitement vers/, la suite (M; (T)) converge versM(T) dans cKE). D’'autre
part (8*(y;, IM(T))) converge vers*(y|M(T)) car I'applications*(:-|M(T)) : B’ — R(y > §*(y|M(T))) est
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continue pour la topologie induite s’ par la topologies (E’, E) de E’. L'inégalité précédente montre que
(8*(yi, IM; (T))) converge vers*(y|M(T)). Soit G € G; comme{M(G); M € H} est relativement compact
dans cKE) l'ultrasuite généraliséeéM;, (G)) converge vers un élémettde ck E). En reprenant les arguments
développés dans les lignes précedentes, on demontr@tjue |M;, (G))) converge verg*(y|C). Aussi avons-
nous lim, §*(yIM;, (G)) = §*(y|C) et liminfy §*(y|M; (G)) > §*(y|M(G)) car (M;,) converge étroitement
versM. D'ou §*(y|C) = §*(y|M(G)) et liminf §*(y;, |M;, (G)) = §*(y|M(G)). La démonstration est achevée.

Théoréme 4.SoientT un ensembleg et des ensembles de parties Bejui satisfont aux axiomd$)—(V). Soit
1\7I+(T, K, ck(E)) I'espace des multimesures positivéségulieres définies su a valeurs dangk(E) muni de
la s-topologie.

Pour qu’une partieH de 1\71+(T, K, ck(E)) soit relativement compacte il faut et il suffit que les conditions
suivantes soient satisfaites.

(i) Toute suite genéralisée d’elements Hecontient une sous-suite généralisee qui converge éetroitement dans
M (T, K, ck(E)).

(i) PourtoutG € G, {M(G); M e H} et{M(T); M < H} sont relativement compacts datigE).

(iif) Pour toute suitdG,,) d’éléments d& mutuellement disjointsm,,_, ;.o M (G,) = {0} uniformément quand
M parcourtH.

Démonstration. SupposonsH relativement compact. Alors (i) est évident. La continuité des applications
M— M(A) définies surM+(T,IC, ck(E)) a valeurs dans ¢l&) ou A varie dansB, implique (ii). Si (iii)
nétait pas veérifié il existerait une suit&,,) d'éléments de mutuellement disjoints, un nombre réeb- 0,

une suite(M,) d’éléments deH et une suite(y,) d'éléments de la boule unité fermé® de E’ tels que
8*(yu|M, (Gy,)) > € pour toutn. Posonsu, = §*(y,|M,(-)) pour toutn. CommeH est relativement compact,
S(H) ={86*(yIM(-)); M e H,y e E’, |y| <1} l'est aussi ([2], Théoreme 9). La suitg,,) admet donc une
valeur d’adhérencg et par suite une sous-suite généraliség X qui converge verg. dansM,. (T, K) pour la
s-topologie ([1], Théoreme 6, p. 71). En particuligr,; (Gx)) tend versu(Gy) pour toutk> 1 et (uy, (Uj Gj)

tend versu,(Uj G;). D'aprés le Lemme 2 X2, |un, (Gk) — 1(Gr)|) tend vers 0. Choisissong tel que
w(Gr) < €/2 pour toutk > ko, ensuitei tel quen; > ko et Y poq |un, (Gk) — u(Gr)| < €/2. ONn apn, (Gp,;) <

|tn; (Gnp) — (G| + 1(Gpy) < Y peq lin; (Gk) — n(Go)|l + 1(Gy,) < e. On aboutit & une contradiction.
Prouvons maintenant que les conditions (i)—(iii) sont suffisantes. D’apres ([2], Théoreme 9) il suffit de montrer
gu’'elles impliquent (H) = {§*(y|M(-)); M € H,y € E’, |y| < 1} relativement compact darg (T, K) pour la
s-topologie. Ceci revient a prouver q8eH ) satisfait aux conditions suivantes ([2], Proposition 8)

(@) sugs*(y|M(T)); MeH,yeE', |y|<1} <oo;

(b) Pourtoutk € K, infgox (SUpS*(yIM(G\K)); Me H,ye E’, |y|<1})=0;

(c) Toute suite généralisée d’élémentssd® ) contient une sous-suite généralisée qui converge étroitement dans
M (T, K).

Comme{M(T); M € H} est relativement compadt){M (T); M € H} est borné dang. Donc (ii) entraine (a).
Les conditions (i) et (ii) impliquent (c) d’aprés le Lemme 3. Montrons que (iii) implique (b). On suppose
que (b) n'est pas vérifiée. Alors il existy € K, un réele >0 tels que pour touG € G, G D Ko on puisse
trouver Mg € H, yg € E' qui vérifients*(yg|Mg(G \ Kp)) > £. On peut alors construire par récurrence une
suite décroissantéG,,), une suite(G),) dont les éléments sont mutuellement disjoints, des suitg3 dansH
et (y,) dansB’ telles que pour tout entier on ait Ko C G,, G), C G, \ Gyt1, 8* (M, (G, \ Ko)) > ¢ et
8*(yn| My (G))) > €. Cette derniére inégalité contredirait (iii). Supposons la construction faite jusqu’aurang
On passe au rang + 1 de la fagcon suivante. Soi,+1 D Ko; choisissonsM,, 11 € H, y,+1 € B’ tels que
8*(Ynr1lMy+1(Graa \ Ko)) > €. CommeM,, 1 est K-réguliere,8* (y,+1|M,+1(-)) I'est aussi. Donc il existe
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Kut1 C Guya \ Ko qui Vérifie §*(yut1lMn41(Kny1)) > &. D'apres l'axiome (IV) il existeGi2 et G,
tels queKo C Gnt2, Kut1 C G, 4 €t Gyi2 N G, 1 = 0. Il est clair qu'on peut supposes, 2 C Gut1 €t

G .1 C Guy1\ Guy2; 0N obtient alor$™ (vu41|Mn+1(G, 1)) > €.

Corollaire 5 ([4], Lemma 4) SoientT un ensemble; et des ensembles de partiesHeui satisfont aux axiomes
(D—(V). SoitM,.(T, K) I'espace des mesures réelles positidesegulieres définies su, muni de las-topologie.
Alors pour qu’une partied de M (T, K) soit relativement compacte il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient vérifiées.

(i) sup{u(T); we H} < 4o0.

(i) Toute suite généralisée d'éléments Hecontient une sous-suite généralisée qui converge étroitement dans
M (T,K).

(iif) Pour toute suitgG,,) d’éléments d& mutuellement disjoints on dim,,_ 4 o (SUR(G,); w € H}) =0.

Démonstration. Soit C € ck(E) tel que Oc C et sugé*(y|C); y € E/, |y| <1} =1. Pour toutw € M, (T, K) on
notey. - C I'élément deM., (T, K, ck(E)) défini pour toutd € B parju - C(A) = 11(A)-C. SoitH = {u-C; p € H}
etM (T,K)-C={u-C;ueM(T,K)}. LensembleM (T, K) - C est une partie fermée dé, (T, K, cl<(E)) et
homéomorphe &, (T, K). D’autre partH vérifie les conditions (i)—(iii) du corollaire si et seulement&ivérifie
celles du Théoreme 4.
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