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Résumé

Dans cette Note, on montre qu’une version modifiée et simplifiée de I'estimateur de Bank—Weiser permet de définir un
estimateur a posteriori robuste pour une approximation conforme d’'un probleme de perturbation singuliere. On démontre,
sans hypothése de saturation ni comparaison avec des estimateurs résiduels, I'équivalence entre I'erreur en norme d’énergie
I'estimateur ainsi que la robustesse de celui-ci par rapport au coefficient de diffBsiorciter cet article: B. Achchab et al.,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).
0 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

In this Note, we show that a modified and simplified version of the estimator of Bank—\Weiser can be used to define a robust a
posteriori error estimator for singularly perturbed problem. We prove without comparison with a residual estimator or saturation
assumption, the equivalence of the estimator with the error in the energy norm and the robusteness with respect to the diffusior
coefficient.To citethisarticle: B. Achchab et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336 (2003).

O 2003 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

One of the most popular a posteriori error estimators is the hierarchical estimators introduced by Bank and
Weiser [4] for an elliptic and symmetric problem, and generalized by various authors to a familly of elliptic
nonsymmetric, nonpositive definite and nonlinear problem [3], for mixed approximations [2], or for augmented
formulations [1].
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In this Note, we will show that a modified and simplified version of this estimator, makes it possible to define
an a posteriori error estimator in energy norm for conforming approximation of the singularly perturbed problem.
Contrary to previous works, our proof does not use a comparison with residual estimator [6,7], nor a saturation
assumption [3,4,1,2]. In [5], we prove that the saturation assumption is intimately related to incorporating a data
oscillation term in the error estimate. We consider the following perturbed singular problem:

—eAut+u=f 1ing2,
(P) {u:O onl" =442,

with £2 is a polygonal open domain & (d =2, 3), f € L%(£2) and O< ¢ < 1 is a constant.
We consider the following?;-conforming approximation:

P Finduy € V}, such that
(Ph) Yop € Vi, [o(eVuy - Vop +upvp) dx = [ fo,dx

and the auxilary following problem:
(P0) Find wy, € V2 such that
h 0 _
Yo, e V), [o(eVwy -V, +wpvp)dedy =¢ [ Vuy - Vo, dx

for a judicious choice of the spad/%) (V,fJ is defined below). We denote

1/2
for all open domaimw C £2; 0sd f, w) := { Z a2 f — fT”S,T} ,
TeT,,TCw

where
VT €T f—;/fd and —minlh—T
) T_meg(T) X oar = ,\/g .
T

We can prove the follwing results:

Theorem. For u, u; andw;, respectively solutions of this problert®), (Py) and(P,?), we have the global upper
bound of the error

1/2
e — uple.2 < c( > (lwallZ 7 + oF lun — f||%,T)) :

TeT),
andforallT € 7, and E € £, we have the local lower bounds
arllf —unllor < C(llelle.r +0saf, T)),
and

lwnlle,we) < Callu — uplle, ryur, + C208d f, Ty U T).

1. Introduction

L'un des estimateurs d’erreur a posteriori les plus populaires est I'estimateur hiérarchique introduit par Bank
et Weiser [4] pour un probléme elliptique symétrique, et généralisé plus tard par divers auteurs pour une famille
de problémes elliptiques, non symétriques, non définis positifs, et non linéaires ou pour des formulations mixtes
ou augmentées (voir par exemple [3,1] et [2]). Dans cette Note, nous allons montrer qu’une version modifiée et
simplifiée de cet estimateur permet de définir un estimateur a posteriori en norme d’énergie pour une approximatior
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conforme d'un probléme de perturbation singuliére. Cet estimateur est robuste par rapport au coefficient de
diffusion (voir [7] pour une définition précise de la robustesse). Contrairement aux travaux classiques, notre
démonstration n’utilise pas de comparaison avec un estimateur résiduel [6,7], ni d’hypothése de saturation [3,4,1,2]

2. Préliminaires

On considére une famille de triangulatios réguliere des2 en triangles ou en tétraédres. On notera&ar
I'ensemble des arétes (faces) internes/glepour toutT € 7, par E7 les arétes (faces) internes flieparnr la
normale unitaire extérieured et parA(T) I'ensemble d’éléments dB, ayant une aréte (face) commune a¥ec
Comme il est d'usage, on notera [pgi- le saut d’'une fonction a travers I'aréte (face) F et on gésg/onr]r =0
si F est une aréte (face) de la frontiefe Pour toutT € 7;, on note parP;(T) I'espace des polyndmes de
degrék. Pour toutT € 7, et E € Er aréte (face) interne d€ de sommetgQ1, ..., Q4) ((Qo, O1, ..., Q4)
étant les sommets dB), on introduit le triangle (tétraédr€): de sommets$P, Q1,..., Q4) ou P est le point de
coordonnées barycentriques :

1-6gr7 .
A(P)=0gr et Ai(P)= T pouri =1,...,d,
ou les{x;} sont les coordonnées barycentriques associées aux inm%: o et
SET = min _—, £ .
’ d+1 hr

Pour tout?' € 7;, et pour toutE € E7, on introduit 'unique fonctiorb 7 € CO(T) définie par :
bg,r € Py(Tg), bp,r =0 surT/Tg, bgr(ag)=1,

ouag estle milieu (centre de gravité) de I'aréte (faée)On considére I’espa@f’(T) engendré par les fonctions
{be.T, E € E7}, et on définit 'espace discret

VP = {wy € HY(2), tel quevT € Ty, wyr € P§(T)}.
Pour toute arétes (faces) interfie=dT N 9K avecT, K € 7, on introduit la fonctiorbg définie par
bgp=bgr SurT et bgp=>bpgk SUrK.

Dans toute la suite de cette Note, les letttB<y, C1, ... désignent des constantes qui peuvent changer d’'une
inégalité a une autre, ne dépendant que de I'angle minimd], dg elles sont indépendantes dleOn notera par
[l - [le.0r (OU@ C £2) la norme définie sul *(w) par

Voe HYw), |ullZ,, =elulf,, +lul,
Soitup € Vy ={uvy € Hol(Q); VT €Ty, vpr € P1(T)}, 'unique solution du probleme discret suivant :

P Trouveru, € V), tel que:
(Ph) Yon € Vi, [o(eVuy - Vop +upop) dx = [ fop dr.

On considére le probléeme suivant :

(PO) Trouverwy, € V) tel que:
h Yoy, € V9, JoeVwy - Vo +wpvp) dedy =& [, Vuy - Vo dr.

Remarque. Le probléme(P,?) est facile a résoudre : en effet, en remarquant\qﬁ& Vect{br}pce €t que pour
tout E, F € £ avecE # F, les support des fonctiorts; etbr sont disjoints. Il en découle que :

mes;_1(E) [8 dup }

wy = apbp avecap = —
) B oy

d 2
EeE ”bE”s,W(E)
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ou W(E) est le support de la fonctidry, 2 = 2/3 et 3 = 1/540.
Nous avons le lemme suivant dont la démonstration est technique mais néanmoins élementaire :

Lemme 2.1. Pour toutT € 7, et pour toutE € E7, on a:

Ibe 7ller < Ce¥ay2n 172,

Démonstration. SoitTg le support de la fonctiohg r, on a [6] :
mesTg) < Cég,r xmesgT) et p(Tg) = ChrigT,

par suite, ona:

b ler < Cl83 3he% + ﬁSE,lT/Zh?/Z_l} =csy/? hd/2<1+ Ve )

E,TT E,T"T hTSE,T
Or,
. h
SE’TSCEmIn 1,—T =C£(¥T et \/EOITSC/’!TSE,T,
hr NG hr
d’ou
& _ _ _ _
Maﬂurgcgﬁﬁ?%#+g%;—>gc&“@ﬂ@?””a+a;)<céﬂh”%¥]w?
’ TOE,T
Onaaussile

Lemme 2.2. Pour toutv € H}(£2), il existe un unique élémeitv e V0 vérifiant:

VS el, /(v—Hv)da:O.
S

De plus,ona

-1/2
VT €Tp,  |Mvller <Ce¥ar? 3 ulos.
E€ET
et

YT €Ty, Yoy € Pi(T), /Vvh'V(v—Hv)dxzo.
T

Démonstration. Remarquons que pour tofite 7, on a :

1
My = E —bE,T/vdG, surT OU,BEZ/bE,TdG>Ch(]{_l’
EcE ’BE
T E E

En utilisant le Lemme 2.1, on déduit alors qUE v|l..7 < Csl/“a;l/z > ek, Ivllo.z. Remarquons aussi que
pour toutv, € P1(T), S € E7 : Avy, =0 etdv,/ont € Po(S) ; en utilisant la formule de Green, on obtient

9
/wwvw—nmmsz—nmiﬂmza
8nT
T oT
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3. Estimateur hiérarchiquerobuste
Rappelons tout d’abord le résultat [7] :

Lemme 3.1. Il existe un opérateuf; défini deHol(Q) a valeurs dan¥/, tel que pour tout: € H&(.Q), ona:

2 2 gl/? 2 vz
{Z (a; e — T+ > ;nu—lhuno,e)} < Cllulle.-

TeT, ecEr

Nous avons le théoréme suivant :

Théoreme 3.1. Pouru, u; etw, solutions respectives des probleni&s, (Py,) et(P}B), on a l'estimation suivante

1/2
e — uple.2 < c( > (lwallZ 7 + oF llun — fll%,r)> :

TeT,

Démonstration. On posee =u —uy,0na:

lel2 = /(f—uhxe—lhe)dx—e/wh-v<e—1he>dx
2 2
= Z/(f—uh)(e—lhe)dx—s VII(e — Ipe)dx,
TEIZZT T
par suite
IIellf,g = /(f—uh)(e—lhe)dx—/ewh-VH(e—Ihe) dx
2

2
:/(f—uh)(e—lhe)dx—/(Sth . VH(e—Ihe)+wh17(e—Ihe)) dx,
2 2
d'ou
1/2 c1/2 1/2
lel? o < { Z(||wh||§,r+a%||f—uh||%,T)} {Z (a;2||e—1he||%,r+ > ;ne—lhen%j)} :

TeT), TeT, EcEr

En utilisant le Lemme 3.1, on déduit alors I'estimation suivante :

1/2
. 2 2 2
lelle. := llu —unlle.o < c( > (lwallZ 7 + o lun — f||o,T)> :
TeT,

Avant de démontrer I'efficacité de notre estimateur nous allons introduire quelques notations utiles. Pour tout
E=0T1N0T, €& eton posaw, g = wpw(k). OF, pour toutk, F € £, aveck # F, les fonctions de bade: et
br ont des supports disjoints, on a

2 2
wy =Y wpe et JwilZo=Y lwrelZye)
Ee& Ee&
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Onale

Théoreme 3.2. Pour u, u;, et w, solutions respectives des problem@y, (Py) et (P,?) et pour toutT € 7, et
E € £, on a les minorations locales suivantes

arllf —unllor < C(lelle,r +0saf. T)), et lwalle,we) < Cillu — uplle, 7ur, + C208 f, T1 U T2).

Démonstration. La premiére inégalité est démontrée dans [7], démontrons la deuxieme. Qnpage- u. Tout
d'abord,on a:

||wh,E||§,W(E) = [lwp ”g,W(E) = /(vahvwh,E + whwh,E)dx = / eVupVwy g dx.

2 W(E)
Or, wy, g € H}(W(E)), par suite
||wh||§,W(E) = / eVupVwy g dx = / (eVe-Vwy g+ ewp p)dx + / (f —up)wp, g dx. (1)
W(E) W(E) W(E)
D’une part
/ (eVe - Vwp g +ewp ) dx < llelle,we) lwn.elle, w(E) (2)
W(E)

d'autre part||wp, g llo,; < Cor; llwp Elle,7;, par suite

2 2
/ (f —unywp e dx < Y [If —unllogllwnelon <CY orllf —unloslwneler,
W(E) i=1 i=1
2
< Cllwnglle.we) (Z lelle.; +0SA £, T;) |- (3)
i=1

En utilisant les inégalités (1)—(3), on obtient le résultat.

Remarque. Dans le cas d'utilisation de méthodes de stabilisation pour éviter les solutions numériques avec
oscillations, I'estimateur hiérachique proposé dans ce travail et les techniques utilisées restent valables er
dimension deux et trois.
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