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Résumé

Dans cette Note, on montre qu’une version modifiée et simplifiée de l’estimateur de Bank–Weiser permet de définir un
estimateur a posteriori robuste pour une approximation conforme d’un problème de perturbation singulière. On démontre,
sans hypothèse de saturation ni comparaison avec des estimateurs résiduels, l’équivalence entre l’erreur en norme d’énergie et
l’estimateur ainsi que la robustesse de celui-ci par rapport au coefficient de diffusion.Pour citer cet article : B. Achchab et al.,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

In this Note, we show that a modified and simplified version of the estimator of Bank–Weiser can be used to define a robust a
posteriori error estimator for singularly perturbed problem. We prove without comparison with a residual estimator or saturation
assumption, the equivalence of the estimator with the error in the energy norm and the robusteness with respect to the diffusion
coefficient.To cite this article: B. Achchab et al., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003).
 2003 Académie des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved.

Abridged English version

One of the most popular a posteriori error estimators is the hierarchical estimators introduced by Bank and
Weiser [4] for an elliptic and symmetric problem, and generalized by various authors to a familly of elliptic
nonsymmetric, nonpositive definite and nonlinear problem [3], for mixed approximations [2], or for augmented
formulations [1].
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In this Note, we will show that a modified and simplified version of this estimator, makes it possible to define
an a posteriori error estimator in energy norm for conforming approximation of the singularly perturbed problem.
Contrary to previous works, our proof does not use a comparison with residual estimator [6,7], nor a saturation
assumption [3,4,1,2]. In [5], we prove that the saturation assumption is intimately related to incorporating a data
oscillation term in the error estimate. We consider the following perturbed singular problem:

(P )

{−ε�u+ u= f in Ω,
u= 0 onΓ = ∂Ω,

with Ω is a polygonal open domain ofR
d (d = 2,3), f ∈ L2(Ω) and 0< ε < 1 is a constant.

We consider the followingP1-conforming approximation:

(Ph)

{
Finduh ∈ Vh such that:
∀vh ∈ Vh,

∫
Ω
(ε∇uh · ∇vh + uhvh)dx = ∫

Ω
f vh dx

and the auxilary following problem:

(
P 0
h

) {
Findwh ∈ V 0

h such that:
∀vh ∈ V 0

h ,
∫
Ω(ε∇wh · ∇vh +whvh)dx dx = ε ∫Ω ∇uh · ∇vh dx

for a judicious choice of the spaceV 0
h (V 0

h is defined below). We denote

for all open domainω⊂Ω; osc(f,ω) :=
{ ∑
T ∈T h,T⊂ω

α2
T ‖f − fT ‖2

0,T

}1/2

,

where

∀T ∈ T , fT = 1

mesd (T )

∫
T

f dx and αT = min

{
1,
hT√
ε

}
.

We can prove the follwing results:

Theorem. For u, uh andwh respectively solutions of this problems(P ), (Ph) and(P 0
h ), we have the global upper

bound of the error:

‖u− uh‖ε,Ω � C
( ∑
T ∈Th

(‖wh‖2
ε,T + α2

T ‖uh − f ‖2
0,T

))1/2

,

and for allT ∈ Th andE ∈ E , we have the local lower bounds:

αT ‖f − uh‖0,T � C
(‖e‖ε,T + osc(f,T )

)
,

and

‖wh‖ε,W(E) �C1‖u− uh‖ε,T1∪T2 +C2 osc(f,T1 ∪ T2).

1. Introduction

L’un des estimateurs d’erreur a posteriori les plus populaires est l’estimateur hiérarchique introduit par Bank
et Weiser [4] pour un problème elliptique symétrique, et généralisé plus tard par divers auteurs pour une famille
de problèmes elliptiques, non symétriques, non définis positifs, et non linéaires ou pour des formulations mixtes
ou augmentées (voir par exemple [3,1] et [2]). Dans cette Note, nous allons montrer qu’une version modifiée et
simplifiée de cet estimateur permet de définir un estimateur a posteriori en norme d’énergie pour une approximation
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conforme d’un problème de perturbation singulière. Cet estimateur est robuste par rapport au coefficient de
diffusion (voir [7] pour une définition précise de la robustesse). Contrairement aux travaux classiques, notre
démonstration n’utilise pas de comparaison avec un estimateur résiduel [6,7], ni d’hypothèse de saturation [3,4,1,2].

2. Préliminaires

On considère une famille de triangulationsTh régulière deΩ en triangles ou en tétraèdres. On notera parE
l’ensemble des arêtes (faces) internes deTh, pour toutT ∈ Th parET les arêtes (faces) internes deT , parnT la
normale unitaire extérieure à∂T et par�(T ) l’ensemble d’éléments deTh ayant une arête (face) commune avecT .
Comme il est d’usage, on notera par[·]F le saut d’une fonction à travers l’arête (face) F et on pose[∂uh/∂nT ]F = 0
si F est une arête (face) de la frontièreΓ . Pour toutT ∈ Th, on note parPk(T ) l’espace des polynômes de
degrék. Pour toutT ∈ Th et E ∈ ET arête (face) interne deT de sommets(Q1, . . . ,Qd) ((Q0,Q1, . . . ,Qd)

étant les sommets deT ), on introduit le triangle (tétraèdre)TE de sommets(P,Q1, . . . ,Qd) oùP est le point de
coordonnées barycentriques :

λ0(P )= δE,T et λi(P )= 1− δE,T
d

, pouri = 1, . . . , d,

où les{λi} sont les coordonnées barycentriques associées aux points{Qi}di=0 et

δE,T = min

{
1

d + 1
,

√
ε

hT

}
.

Pour toutT ∈ Th et pour toutE ∈ET , on introduit l’unique fonctionbE,T ∈ C0(T ) définie par :

bE,T ∈ Pd(TE), bE,T = 0 surT/TE, bE,T (aE)= 1,

oùaE est le milieu (centre de gravité) de l’arête (face)E. On considère l’espacePd0 (T ) engendré par les fonctions
{bE,T ,E ∈ET }, et on définit l’espace discret

V 0
h = {

wh ∈H 1
0 (Ω), tel que∀T ∈ Th, wh|T ∈ Pd0 (T )

}
.

Pour toute arêtes (faces) interneE = ∂T ∩ ∂K avecT ,K ∈ Th, on introduit la fonctionbE définie par

bE = bE,T surT et bE = bE,K surK.

Dans toute la suite de cette Note, les lettresC,C0,C1, . . . désignent des constantes qui peuvent changer d’une
inégalité à une autre, ne dépendant que de l’angle minimal deTh et elles sont indépendantes deε. On notera par
‖ · ‖ε,ω, (oùω ⊂Ω) la norme définie surH 1(ω) par

∀v ∈H 1(ω), ‖u‖2
ε,ω = ε|u|21,ω + ‖u‖2

0,ω.

Soituh ∈ Vh = {vh ∈H 1
0 (Ω); ∀T ∈ Th, vh|T ∈ P1(T )}, l’unique solution du problème discret suivant :

(Ph)

{
Trouveruh ∈ Vh tel que:
∀vh ∈ Vh,

∫
Ω
(ε∇uh · ∇vh + uhvh)dx = ∫

Ω
f vh dx.

On considère le problème suivant :(
P 0
h

) {
Trouverwh ∈ V 0

h tel que:
∀vh ∈ V 0

h ,
∫
Ω
(ε∇wh · ∇vh +whvh)dx dx = ε ∫

Ω
∇uh · ∇vh dx.

Remarque. Le problème(P 0
h ) est facile à résoudre : en effet, en remarquant queV 0

h = Vect{bE}E∈E et que pour
toutE,F ∈ E avecE �= F , les support des fonctionsbE et bF sont disjoints. Il en découle que :

wh =
∑
E∈E

αEbE avecαE = βd mesd−1(E)

‖bE‖2
ε,W(E)

[
ε
∂uh

∂nE

]
,
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oùW(E) est le support de la fonctionbE , β2 = 2/3 etβ3 = 1/540.

Nous avons le lemme suivant dont la démonstration est technique mais néanmoins élementaire :

Lemme 2.1. Pour toutT ∈ Th et pour toutE ∈ET , on a:

‖bE,T ‖ε,T � Cε1/4α
−1/2
T h

(d−1)/2
T .

Démonstration. SoitTE le support de la fonctionbE,T , on a [6] :

mes(TE)� CδE,T × mes(T ) et ρ(TE)� ChT δE,T ,
par suite, on a :

‖bE,T ‖ε,T � C
{
δ

1/2
E,T h

d/2
T + √

εδ
−1/2
E,T h

d/2−1
T

}= Cδ1/2E,T hd/2T
(

1+
√
ε

hT δE,T

)
.

Or,

δE,T � C
√
ε

hT
min

{
1,
hT√
ε

}
= C

√
ε

hT
αT et

√
εαT � ChT δE,T ,

d’où

‖bE,T ‖ε,T � Cδ1/2E,T h
d/2
T

(
1+

√
ε

hT δE,T

)
� Cε1/4α

1/2
T h

(d−1)/2
T

(
1+ α−1

T

)
�Cε1/4α

−1/2
T h

(d−1)/2
T .

On a aussi le

Lemme 2.2. Pour toutv ∈H 1
0 (Ω), il existe un unique élémentΠv ∈ V 0

h vérifiant :

∀S ∈ E,
∫
S

(v −Πv)dσ = 0.

De plus, on a

∀T ∈ Th, ‖Πv‖ε,T � Cε1/4α
−1/2
T

∑
E∈ET

‖v‖0,E,

et

∀T ∈ Th, ∀vh ∈ P1(T ),

∫
T

∇vh · ∇(v −Πv)dx = 0.

Démonstration. Remarquons que pour toutT ∈ Th, on a :

Πv =
∑
E∈ET

1

βE
bE,T

∫
E

v dσ, surT oùβE =
∫
E

bE,T dσ �Chd−1
T .

En utilisant le Lemme 2.1, on déduit alors que‖Πv‖ε,T � Cε1/4α
−1/2
T

∑
E∈ET ‖v‖0,E . Remarquons aussi que

pour toutvh ∈ P1(T ), S ∈ET : �vh = 0 et∂vh/∂nT ∈ P0(S) ; en utilisant la formule de Green, on obtient∫
T

∇vh · ∇(v −Πv)dx =
∫
∂T

(v −Πv) ∂vh
∂nT

dσ = 0.
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3. Estimateur hiérarchique robuste

Rappelons tout d’abord le résultat [7] :

Lemme 3.1. Il existe un opérateurIh défini deH 1
0 (Ω) à valeurs dansVh tel que pour toutu ∈H 1

0 (Ω), on a:{∑
T ∈Th

(
α−2
T ‖u− Ihu‖2

0,T +
∑
e∈ET

ε1/2

αT
‖u− Ihu‖2

0,e

)}1/2

� C‖u‖ε,Ω .

Nous avons le théorème suivant :

Théorème 3.1. Pouru, uh etwh solutions respectives des problèmes(P ), (Ph) et (P 0
h ), on a l’estimation suivante:

‖u− uh‖ε,Ω � C
(∑
T ∈Th

(‖wh‖2
ε,T + α2

T ‖uh − f ‖2
0,T

))1/2

.

Démonstration. On posee= u− uh, on a :

‖e‖2
ε,Ω =

∫
Ω

(f − uh)(e− Ihe)dx − ε
∫
Ω

∇uh · ∇(e− Ihe)dx

=
∑
T ∈Th

∫
T

(f − uh)(e− Ihe)dx − ε
∫
T

∇Π(e− Ihe)dx,

par suite

‖e‖2
ε,Ω =

∫
Ω

(f − uh)(e− Ihe)dx −
∫
Ω

ε∇uh · ∇Π(e− Ihe)dx

=
∫
Ω

(f − uh)(e− Ihe)dx −
∫
Ω

(
ε∇wh · ∇Π(e− Ihe)+whΠ(e− Ihe)

)
dx,

d’où

‖e‖2
ε,Ω �

{∑
T ∈Th

(‖wh‖2
ε,T + α2

T ‖f − uh‖2
0,T

)}1/2{∑
T ∈Th

(
α−2
T ‖e− Ihe‖2

0,T +
∑
E∈ET

ε1/2

αT
‖e− Ihe‖2

0,E

)}1/2

.

En utilisant le Lemme 3.1, on déduit alors l’estimation suivante :

‖e‖ε,Ω := ‖u− uh‖ε,Ω � C
( ∑
T ∈Th

(‖wh‖2
ε,T + α2

T ‖uh − f ‖2
0,T

))1/2

.

Avant de démontrer l’efficacité de notre estimateur nous allons introduire quelques notations utiles. Pour tout
E = ∂T1 ∩ ∂T2 ∈ E et on posewh,E = wh|W(E). Or, pour toutE,F ∈ E , avecE �= F , les fonctions de basebE et
bF ont des supports disjoints, on a

wh =
∑
E∈E

wh,E et ‖wh‖2
ε,Ω =

∑
E∈E

‖wh,E‖2
ε,W(E).
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On a le

Théorème 3.2. Pour u, uh et wh solutions respectives des problèmes(P ), (Ph) et (P 0
h ) et pour toutT ∈ Th et

E ∈ E , on a les minorations locales suivantes:

αT ‖f − uh‖0,T � C
(‖e‖ε,T + osc(f,T )

)
, et ‖wh‖ε,W(E) � C1‖u− uh‖ε,T1∪T2 +C2 osc(f,T1 ∪ T2).

Démonstration. La première inégalité est démontrée dans [7], démontrons la deuxième. On posee= uh−u. Tout
d’abord, on a :

‖wh,E‖2
ε,W(E) = ‖wh‖2

ε,W(E) =
∫
Ω

(ε∇wh∇wh,E +whwh,E)dx =
∫

W(E)

ε∇uh∇wh,E dx.

Or,wh,E ∈H 1
0 (W(E)), par suite

‖wh‖2
ε,W(E) =

∫
W(E)

ε∇uh∇wh,E dx =
∫

W(E)

(ε∇e · ∇wh,E + ewh,E)dx +
∫

W(E)

(f − uh)wh,E dx. (1)

D’une part∫
W(E)

(ε∇e · ∇wh,E + ewh,E)dx � ‖e‖ε,W(E)‖wh,E‖ε,W(E), (2)

d’autre part,‖wh,E‖0,Ti � CαTi‖wh,E‖ε,Ti , par suite

∫
W(E)

(f − uh)wh,E dx �
2∑
i=1

‖f − uh‖0,Ti‖wh,E‖0,Ti � C
2∑
i=1

αTi‖f − uh‖0,Ti‖wh,E‖ε,Ti

� C‖wh,E‖ε,W(E)
(

2∑
i=1

‖e‖ε,Ti + osc(f,Ti)

)
. (3)

En utilisant les inégalités (1)–(3), on obtient le résultat.

Remarque. Dans le cas d’utilisation de méthodes de stabilisation pour éviter les solutions numériques avec
oscillations, l’estimateur hiérachique proposé dans ce travail et les techniques utilisées restent valables en
dimension deux et trois.
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