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Résumé

Nous étudions I'estimateur a noyau de la régression quand la variable explicative prend ses valeurs dans un espace sem
métrigue. Nous établissons sa consistance en moyenne d’prdtepresque sdre et nous donnons des bornes supérieures
de ces erreurs d'estimation sous des conditions générales. Nous appliquons ces résultats a la discrimination de variable
d'un espace semi-métrique et les illustrons par I'exemple du processus de Wiener comme variable explcativiker
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Abstract

We study a nonparametric regression estimator when the explanatory variable takes its values in a semi-metric space. W
establish some asymptotic results and give upper bounds gf-thean and the almost sure estimation errors under general
conditions. We end by an application to the discrimination in a semi-metric space and illustrate the results by the example of
Wiener process as an explanatory variabtecite thisarticle: S. Dabo-Niang, N. Rhomari, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 336
(2003).
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Abridged English version

Let (X, Y) be a random vector fror’ x R with E(]Y|) < oo, where(X, d) is a separable semi-metric space
equipped with the semi-metri¢. The distribution of(X, Y) is often unknown, so is the regression function
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m(x) = E(Y|X = x). The aim of this work is to build a consistent estimatoy of m, based on the sample
(X1,Y1),...,(X,,Y,) of (X, Y). This framework includes the classical regression estimation itherR!, [ > 1,
which was widely studied by many authors, but also the case of the spasEsfinite dimensions. This last case
has recently met a growing interest in the modelization of certain phenomena (see Ramsay and Silverman [12]
and Bosq [1]).X is a general semi-metric space and may be any subset of usual function spaces, or subset of
probabilities on some given measurable set, etc.

The estimate we consider here is of kernel-type defined; toft’, by

n

K(d(Xi,x)/hy) L (d(xj,)o)
" — Y;, |if K[| ———— 0,
(%) = ZZ; K@X; 0/ ; W )7

elsem, (x) = 0; (h,), is a sequence of positive numbers a@a positive measurable function &

To our knowledge, there is little literature dealing with nonparametric regression estimation when the
explanatory variable is of infinite dimension. Kulkarni and Posner [11] studied the nearest neighbor estimation
in a separable metric spadé Ferraty and Vieu [9] was on the kernel method whérs in a semi-normed vector
space and has a distribution with a finite fractal dimension. Ferraty et al. [8] extended this last work to dependent
observations and obtained the a.s. uniform convergence on compact set.

In this Note we prove th@-mean and (pointwise and integrated) almost sure consistengy ahder general
conditions; the regression operatermay be discontinuous. We also precise the upper bound of each estimation
error. We then apply these results to honparametric discrimination of variables in a semi-metric space (e.qg., the
curves classification). As an example we present a special case Mherthe standard Wiener process and
X = C[0, 1] equipped with the sup-norm. This example illustrates the extension and the contribution of this work;
we can apply it to nonparametric regression estimation with an explanatory variable whose distribution has an
infinite fractal dimension, and to general curves classification..Lefenote the distribution ok and B;; the
closed ball of radiug and center € X'; see the French version for the other notations and assumptions. Then the
main results are,

Theorem 0.1. (i) If E(]Y|?) < oo, and if(3), (4) and(6) are fulfilled then, for allx in X such thatm verifies(5),
we haveE (|m,(x) — m(x)|?) — 0.
n—o0

(i) Ifin addition E(1Y — m(X)|?|X € thn) = 0(1) and(7) is satisfied, withp > 2, then

, . 1 p/2
E(|mp(x) —m(x)| ):O<h" +<nu(B )) )

Theorem 0.2. If Y is bounded(3) is fulfilled, 2, — 0 andlimnﬁoonu(Brxh”)/logn = o0, then, for allx in X such
thatm satisfieq5), we havem,, (x) — m(x)| — 0, a.s., whem — oo.
If in addition (5) is fulfilled w-almost allx, thenlim,,_, oo E(|m,(X) — m(X)|| X1, Y1, ..., Xn, ¥,) =0, a.s.

Corollary 0.3.1f |Y| < M, (3)and(7) hold, #,, — 0 andlim,,_, o nM(B;‘hn)/Iogn =00, then

(e logn \Y?
|mn(x)—m(x)|_0<hn+< (B, )) ) a.s.

For the discrimination see Theorem 5.1 bellow. In Theorem 0.2 and Corollary 0.3, we can relax the boundedness
of Y by assuming the Cramer condition, and in this case the iegeplaced bylogn)3. But if we just assume a
polynomial moment o this logn becomes a power af. We remark that ift = R/, then [6]4! = O(u(By)) for
u-almost allx, and allu; therefore we find the well known optimal rate of convergence. However, in the general
case the rate can be slow. LEt= C[0, 1] equipped with the sup-norm, aithe standard Wiener process. Then
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for h, = (clogn)~2, ¢ < 8/72, we obtainE (|m, (x) — m(x)|?) = O((logn)~P/2), p > 2, for x € C[0, 1] s.t.

x(0) = 0, x absolutely continuous anj@1 x"2(r) dr < co. Note that the standard Wiener proces€[0, 1] does not

fulfill the conditions of [9] and [8]. Our conditions and results unify both cases of finite and infinite dimensional
regressors.

1. Introduction

Soit (X, Y) un vecteur aléatoire (v.a.) d& x R avecE(|Y]) < oo, (X, d) un espace semi-métrique séparable
muni de la semi-métriqué. Le but de ce travail est de construire un estimatey(x), consistant de la fonction
de régressiom(x) = E(Y|X = x), x € X, basé sur un-échantillon dg X, Y). Ce cadre inclut le cas oti = R/,
[ > 1, qui a été largement étudié dans la littérature, mais aussi des egpdesdimension infinie, éventuellement
des espaces fonctionnels. Ce dernier cas a récemment connu un intérét croissant dans la modélisation de certe
phénoménes (voir Ramsay et Silverman [12] et Bosq [X]peut aussi étre I'ensemble des probabilités sur un
ensemble donné,.

Etant donné X1, Y1), ..., (X,, Y,) des observations i.i.d. d&, Y), un estimateur populaire de est

my(x) =Y Wu(x)¥i, xeX, (1)
i=1
ou(Wy1(x), ..., Wun(x)) estun vecteur de poids dont chacune des composihiés) est une fonction mesurable
dex, X1,..., X,. Ons'intéresse, ici, a la méthode du noyau donnée par les poids
K(d(X;,x)/ hy) . <d(Xj,X)>
Wi (x) = =5 , Si K{——= 0, 2
)= ST R @G, 0 ) ;1 W )7 @

sinonW,; (x) =0; (h,), est une suite de réels positifsitune fonction mesurable positive sRr

La littérature sur ce sujet est relativement restreinte lorggast de dimension infinie. Kulkarni et Posner [11]
ont considéré I'estimateur des voisins les plus proches dans un espace métrique saparabiéthode du noyau
a été étudiée par Ferraty et Vieu [9] quand la loiladmet une dimension fractale finie dans un espace vectoriel
semi-norméY. Récemment, sous cette méme condition, Ferraty et al. [8] ont traité le cas dépendant et ont établi
des convergences p.s. uniformes sur des compacts. Pour I'estimation a noyau de la densité en dimension infini
voir [3].

Dans cette Note nous montrons la consistance en moyenne dpmereresque slre (ponctuelle et intégrée)
de I'estimateur (1), (2) sous des conditions génératlepdut étre discontinue). Nous précisons aussi des bornes
supérieures de ces erreurs d'estimation. Puis nous appliquons ces résultats a la discrimination de variables d’u
espace semi-métrique (e.g. classification de courbes non paramétriques) et étudions comme exemple&le cas ou
est le processus de Wiener d&r{®, 1]. Cette dérniére application illustre bien I'extension et I'apport de ce travail ;
la mesure de Wiener, suf[0, 1], ne vérifie pas les conditions de [9] et [8]. Les bornes que nous obtenons sont
optimales en dimension finie. Ce travail étend, notamment, les résultats de [6] aux variables explicatives d'un
espace semi-métrique, et généralise [9]; lorsque la IGf deune dimension fractale finie on retrouve les résultats
de [9]. Nos conditions et résultats unifient les deux cadres des variables explicatives de dimensions finie et infinie.

Dans le Paragraphe 2 nous donnons les hypothéses, puis nous étudions la convergence en moyenme d’ordre
de I'estimateur au Paragraphe 3. Le Paragraphe 4 est consacré a I'étude de la convergence ponctuelle et intégr
presque sdre. Quant au dernier paragraphe, il est consacré a I'application a la discrimination et I'exemple du
processus de Wiener. Puis on termine par quelques commentaires.

2. Hypothéses et commentaires
Nous supposons gu'il existe des nombres positiyest b tels que
alyu<ry < K@) < by <r)- )
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Notonsy la loi de X et B; la boule fermée de raydnet de centrer. Soitx danst’ et p > 1, on suppose

h,—0 et nil’g]On/L(thn) = 00, (4)

;@OM(Z;:) /|m(w> —m()|" du(w) =0, (5)
By

E[|Y —m(X)|"1X € B, ] =o([nu(B5,)]"). 6)

Remarque 1. (1) (5) est satisfaite pour tout point de continuitémet tout., mais n'implique pas la continuité
dem. La fonctionm(x) = 1, rationnel dang.1)): Satisfait (5), mais n’est continue en aucun point, (exemple
de [10]); « étant la mesure de Lebesgue Erl].

(2) Sim veérifie (5) pourp = 1 et est bornée dans un voisinagexdaors (5) est vraie pour toyt.

(3) SiY est bornée la condition (6) est trivialement satisfaite. Elle I'est aussi, par exemple, quand (4) est vérifiée
etsiE[|Y —m(X)|P|X € BY, 1=0(1) ou lim, oo n(u (B}, )27 =oo.

(4) Si X est un espace de Hilbert gtune mesure Gaussienne d’opérateur de covariBree ), c¢; (x, e;)e; ;
(e;) étant un systéme orthonormal dafi's Si c;+1 < ¢;i~® poura > 5/2, alors (5) et (6) sont vérifiées pour
u-presque tout dansX’ des queE|Y|1’/ < 00 pour unp’ > p > 1 (voir [14]).

Notons que (5) et (6) sont satisfaites ppupresque tout et toutu quandX’ est de dimension finie [6].

3. Convergenceen moyenned’ordre p

Théoreme 3.1. SIiE(|Y|P) < oo, et si(3), (4)et(6) sont satisfaites alors, pour tomtdansX tel quem vérifie(5),
ona E(jm,(x) —m(x)|?) — 0.
n—o0

Si u est discréte, ce résultat a lieu en tout point du suppoyt dés queE(|Y|?) < oo eth,, — 0.

Pour préciser une borne de I'erreur d’estimation, on a besoin de renforcer I'hypothése (5) a fin d’évaluer le biais.
On suppose que est «lipschitzienne en moyenne d'orgre, de paramétres t = 7, < 1 ete, > 0, dans un
voisinage dex :

M(_]lgx) /|m(w) —m(x)|pdu(w) <chPT, quandi — 0. )
h
By

Il est clair que (7) est satisfaite si est lipschitzienne dans un voisinage xgmais elle est plus faible que la
condition de Lipschitz et n'implique, en général, méme pas la continuiié ée x (voir la Remarque 1). Une
condition similaire a été utilisée par [10] en dimension finie.

Corollaire 3.2. Si E(]Y|?) < oo, pour unp > 2, E(J]Y — m(X)|?|X € B;‘hn) = 0(1) et si(3), (4), (7) sont
satisfaites, alors on a

1 p/2
E(|ma(x) —m@)|") = o<h,’;r + <7)> )

nl’L(Brhn
Sans I'hypothése d’existence des densités, ce corollaire en dimension finie semble nouvéangobornée.

Remarque 2. (1) S'il existea(x) > 0 tel que limsup_, o u(B;")/h**) < oo alors pouth, = cn=Y/(2r+a) on a
E(lmy(x) — m(x)|P) = O(n~p*/@rtat0)),

(2) Si X =R/, la meilleure vitesse obtenue dans le Corollaire 3.2 est optimalehlc—arO(u(B,’;)) pour
u-presque tout, et toutu (voir [6]). La vitesse est similaire a celle en (1) aveau lieu dea(x).
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4. Convergence presque siire

Théoréme 4.1. SiY est bornée(3) est vérifiéeh,, — 0 etlim,_ nu (B}, )/logn = oo, alors pour toutr dans
X tel quem vérifie(5) on a

|ma(x) —m(x)| - 0, p.s., quand — oo. (8)
Si de plug5) est satisfaite poup-presque touk, alors
im E(|ma(X) —m(X)||X1, Y1,..., X, ¥s) =0, p.s. 9)
n—o0

Corollaire4.2. Si|Y| < M, (3) et(7) sont vérifiéesh, — 0 etlim,_, « nu (B}, )/logn = oo, alors

I logn \%?
|mn(x)—m(x)|_0<hn+<m> ), p.S.

En fait on obtient, pour assez grandyn, (x) —m(x)| < cx(b/a)(rh,)™ +6M (b/a)(logn/(nu(BY, ))Y2, p.s.

Remarque 3. Cette derniére borne est simple et facile & estimer. Nous suggérons de choisir la kegéire
minimise cette borne. D’autre méthodes, comme la validation croisée, peuvent aussi étre envisagées.

Remarque 4. (1) [9] a obtenu (8) sous lig, o M(B;;)/h“(x) =c(x) > 0 etm continue ernx. Cette convergence,
aussi bien ponctuelle qu’uniforme sur des compacts, a été étendue par [8] aux pracesdangeants.

(2) Si limsup, "2 < oo et h = c(logn/n)Y W), alors m, (x) — m(x)| = O((logn/n)*/ @),
p.s. [9] obtient @(logn/n)Y ¥/ @y ¥)+a(D)y quandn est lipschitzienne et s'il exisi@(x), b(x), c(x) > 0 tels que
R(BF) = h*@c(x) + O™y 1y (x) = min{b(x), T}. [8] @ montré que ces résultats ont lieu uniformément

sur des compacts sous le mélange fort.

5. Application ala discrimination

En discrimination, le probleme est de classer un objet ayant une variable obXeagmartenant &, et une
classe inconnu® dans{l, ..., M}, i.e. décider sur la valeur dé a partir deX et d’'un échantillon de cette paire
de variablesX peut étre une probabilité, une courbe (e.g. courbe de I'électrocardiogramme d’'un maladm, et
risque). Une régle de décision empiriqgg, est une fonction mesurable deet de I'échantillon danél, . .., M};
sa probabilité d’'erreur edt, = P{gn(X) # Y|X1,Y1,..., X, V,,}. SOit L* =inf,. v 11 my P{g(X) #7Y}, la
probabilité d’erreur de Bayes; alors on sait qug > L*. Soit g, définie par, [6],> 7 1 Wyi (x)L{y,=g,(x)} =
maxi< j<m O i—1 Wai (x)1{y,—=j}. Un estimateur similaire a été utilisé par [7] pour discriminer des courbes. La
consistance du classificategr est assurée par

Théoréme5.1. Si(3), (4)et(5) sont vérifiéeg-presque touk alorslim,,_, . L, = L* en probabilité.
Side plusjim,_ nu(B;‘hn)/Iogn = 00, u-presque touk, alorslim,,_, - L, = L*, presque slrement.

Example. Soit X = C[0, 1], I'espace des fonctions continues $0r 1], muni de la norme uniforme, et le
processus de Wiener standard. Sbit {x € C[0, 1]: x(0) =0, x absolument continue qu/z(t) dr < 00}. Soit
h = (clogn)~Y2, ¢ < 8/x2, alors, pourx € S, [2], il existe C(x) > 0, tel queC (x)n~""/8 < ju(BF) < n="°/8,
Donc E(|my (x) — m(x)|?) = O((logn)~™/2), p > 2.

Notons quevx € S etVa > 0 on a lim,_.o u(Bj)/h* = 0; la mesure de Wiener s@i{0, 1] a une dimension
fractale infinie et ne vérifie donc pas la condition de [9] et [8] (cf. Remarque 4).
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Remarque5. (1) SoitX’ un espace semi-métrique séparalfleR — R et¥ : X — X’ des fonctions mesurables.
Il est clair que les résultats obtenus peuvent étre utilisés pour esﬁié‘(eb = E(@(Y)|¥(X) = z). L'introduction
de ces fonctions permet de couvrir et d’estimer différents parameétres (aussi fonctionnels) associés a la distributior
de(X,Y).

(2) Si Y n'est pas bornée mais admet un moment exponeaiiel!’ ) < oo, pour uné > 0, alors (8) a lieu
dés quer, — 0, lim,_ nu(B;‘h”)/Iog3n = oo etm vérifie (5). On peut se contenter juste de I'existence d'un
moment polynomial, mais le logdans la condition devient une puissance:de

(3) Nous pensons que les conditions— 0 et lim,—. oo (B}, ) = oo (resp. lim,—.c nu(By;, )/logn = o)
sont nécessaires dans les Théoremes 3.1 (resp. 4.1).

(4) SiK (u) = 141« €t Si (4) est satisfaite alors la condition (5) est nécessaire.

(5) Les preuves que nous avons utilisées nous ont permis de ne pas supposer une « structure particuliére » de
loi de X, comme dans [9] et [8]; ce qui a permis d’inclure par exemple le processus de Wiener.

(6) (X, d) peut étre par exemple tout sous-ensemble d’espaces fonctionnels usuels (e.g. ensemble des densit:
de probabiltés, tout sous-espace de fonctions qui n’a pas une structure d’espace vectoviel,

(@) (P, dpro), ensemble de probabilités sur un certain espace mesurahlg ket distance de Prohorov.
(b) (Pr,dk), ensemble de probabilités sRretdx (P, Q) = sup, | P(—o0, x] — Q(—o0, x]|.
(c) (D[0, 1], dsko) ensemble de fonctions cadlag $Qr1] etdsyo la distance de Skorohod.

(7) Les mémes résultats restent valables lorg¢est a valeurs dans un espace de Banach séparable, [5].
(8) On peut supprimer I'’hypothése d’indépendance et la remplacer pamiélange, [13].

Les détails et preuves sont dans [4], et sont, avec de l1égeres modifications, des adaptations de celles de [6].
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