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RÉSUMÉ. – Soit(Y,Z) un subordinateur bivarié. Nous donnons une condition suffisante
queYt/Zt converge vers zéro quandt tend vers 0 ou+∞. Ceci généralise partiellement d
résultats de Bertoin et de Kesten–Erickson.

Soit X un processus de Lévy etSt = sup{Xs : s � t}. Soit f une fonction sous-additive. E
appliquant le résultat précédent au subordinateur bivarié d’échelle, nous donnons des co
nécéssaires et suffisantes pour que lim0St/f (t) et lim∞ St/f (t) égalent 0 ou+∞.
 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

MSC :60G51 ; 60G18

ABSTRACT. – Let (Y,Z) be a bivariate subordinator. Generalizing theorems of Bertoin
Kesten–Erickson, we give a sufficient condition forYt/Zt to converge to 0 whent tends either
to 0 or+∞.

Let X be a Lévy process. Denote bySt = sup{Xs : s � t} and letf be any sub-additiv
function. Applying our first result to the bivariate ladder process, we give necessary and su
conditions for lim0St/f (t) and lim∞ St/f (t) to be either 0 or+∞.
 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Keywords:Lévy processes; Sample path properties

1. Introduction

1.1. Comparaison des deux composantes d’un subordinateur bivarié au voisinage
de zéro

Si Y est un subordinateur, nous notonsdY sa dérive. Nous notonsVY (x) =∫ ∞
0 P[Yt � x]dt , la fonction de répartition de la mesure potentielle deY . Nous notons
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dπY sa mesure de Lévy et̄πY la queue de cette mesure :

π̄Y (x) =
∫

]x,∞[
dπY (y).

J. Bertoin a montré dans [2] que siY etZ sont deux subordinateurs indépendant
sans dérive, alorslim 0Yt/Zt = 0 ssi

∫ 1
0 VZ dπY < ∞. Nous généralisons ce résultat da

une direction lorsque(Y,Z) est un subordinateur bivarié, i.e. un processus de Lév
dimension 2, dont les deux composantesY etZ sont croissantes.

THÉORÈME 1.1. – Soit (Y,Z) un subordinateur bivarié. Supposons queY n’a pas
de dérive et queZ n’est pas un processus de Poisson composé. Nous avons:

1∫
0

VZ dπY < ∞ ⇒ lim
t↓0

Yt

Zt

= 0.

Ce théorème sera démontré dans la section 2. Dans cette même section nous do
un contre-exemple explicite montrant sa réciproque est fausse.

Remarques. –
(1) Nous avons perdu le caractère nécessaire du critère de J. Bertoin. Cep

notre critère est pratique : Bien que formulé avec les lois marginales de(Y,Z), il
impose un comportement au couple(Y,Z).

(2) Le critère intégral
∫ 1

0 VZ dπY < ∞ est, en réalité, équivalent àlim 0+ �Yt

Zt− = 0.
Nous verrons cela dans la section 4.

(3) Signalons enfin que le critère intégral utilisé dans le théorème précéden
s’exprimer différemment. Par le théorème de Fubini et par un argume
restriction classique, nous avons :

1∫
0

VZ dπY < ∞ ⇔
1∫

0

π̄Y dVZ < ∞.

Par ailleurs, rappelons le lemme classique suivant (cf. [7] ou p. 83 ou [1], p. 74) :

LEMME 1.2 (de l’encadreur). –Soit Z un subordinateur. On a l’encadreme
suivant:

∀x > 0
x

dZ + ∫ x

0 π̄Z

� VZ(x) � 3x

dZ + ∫ x

0 π̄Z

,

où
∫ x

0 π̄Z = ∫ x

0 π̄Z(u) du.

En appliquant ce lemme, on obtient :

1∫
0

VZ dπY < ∞ ⇔
1∫

0

x

dZ + ∫ x

0 π̄Z

dπY < ∞.
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1.2. Les grands temps

Le théorème de Bertoin a un équivalent pour les grands temps, c’est le thé
de Kesten–Erickson : siY et Z sont deux subordinateurs d’espérance infinie, a∫ ∞

1 VZ dπY < ∞ équivaut àlim ∞Yt/Zt = 0. Nous généralisons ce théorème de
manière suivante :

THÉORÈME 1.3. – Soit (Y,Z) un subordinateur bivarié. Supposons queE[Y1] ou
E[Z1] est infinie. Nous avons:

∞∫
1

VZ dπY < ∞ ⇒ lim
t→∞

Yt

Zt

= 0.

Ce théorème sera démontré section 3. En s’inspirant du contre-exemple rel
théorème 1.1, on peut construire un contre-exemple infirmant la réciproque du thé
ci-dessus.

1.3. Étude du processus des suprema passés en 0+
Soit X un processus de Lévy. SoitSt = sup{Xs: s � t} le processus des suprem

passés. Citons un grand classique :

THÉORÈME 1.4 (B.A. Rogozin). –SiX est à variation infinie alors:

lim
t↓0

Xt

t
= +∞.

Ceci implique quelim 0+St/t = +∞. Mais la limite inférieure n’est pas déterminée

THÉORÈME 1.5. – Soit X un processus de Lévy à variation infinie. Notons� le
subordinateur d’échelle temporel deX. NotonsH le subordinateur d’échelle spatia
deX. Soitf une fonction croissante, continue, sous-additive. Nous avons:

1∫
0

VH

[
f (x)

]
dπ�(x) < ∞ ⇔ lim

t↓0

St

f (t)
= +∞,

1∫
0

VH

[
f (x)

]
dπ�(x) = ∞ ⇔ lim

t↓0

St

f (t)
= 0.

Ce théorème sera démontré section 5.

1.4. Étude du processus des suprema passés en +∞
THÉORÈME 1.6. – SoitX un processus de Lévy qui ne tend pas vers−∞. Soitf une

fonction continue, croissante, sous-additive, telle quelim∞ f (t)/t = 0. Nous avons:
∞∫
VH

[
f (x)

]
dπ(x) < ∞ ⇔ lim

t→∞
St

f (t)
= +∞,
1
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167) :
∞∫
1

VH

[
f (x)

]
dπ�(x) = ∞ ⇔ lim

t→∞
St

f (t)
= 0.

Le casf (t) = t doit être traité à part. Grâce à la loi des grands nombres et au thér̀eme
de Kesten–Erickson, siX tend vers+∞ ou E|X1| < ∞, ce cas est relativement trivi
(pour plus de détails, cf. proposition 6.2 plus loin). Sinon :

THÉORÈME 1.7. –SoitX un processus de Lévy qui oscille en+∞ et tel queE|X1| =
+∞, nous avons:

∞∫
1

VH(x) dπ�(x) < ∞ ⇔ lim
t→∞

St

t
= +∞,

∞∫
1

VH(x) dπ�(x) = ∞ ⇔ lim
t→∞

St

t
= 0.

Les deux derniers théorèmes seront démontrés section 6.

2. Étude de Yt/Zt en 0+
2.1. Rappel des résultats nécessaires

Réécrivons maintenant le théorème de J. Bertoin [2] sous une forme adaptée
démonstration.

THÉORÈME 2.1 (J. Bertoin). – SoientP etN deux subordinateurs indépendan
sans dérive. Supposons de plus queP − N n’est pas un processus de Poisson comp
Les deux points suivants sont équivalents:

1∫
0

x∫ x

0 π̄N

dπP (x) < ∞,

P −N ne visite pas]0,∞[ immédiatement.

Pour généraliser ce théorème, nous ferons appel au critère de Rogozin ([1], p.

THÉORÈME 2.2 (Rogozin). –SoientP etN deux subordinateurs indépendants.P −
N ne visite pas]0,∞[ immédiatement si et seulement si:

1∫
0

P[Pt −Nt > 0] dt
t

< ∞.

2.2. Notations et lemmes préliminaires

Les notations suivantes seront utilisées à plusieures reprises :
Soit (Y,Z) un subordinateur bivarié sans dérive. Nous notonsU = Y − Z et

définissons les subordinateurs sans dériveP,N, Ỹ et Z̃ par :
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x

ençant
tion.
�P = (�Y − �Z)∨ 0, Pt = ∑
s�t

�Ps,

�N = (�Z − �Y)∨ 0, Nt = ∑
s�t

�Ns,

�Ỹ = �Y1{�Y<�Z}, Ỹt = ∑
s�t

�Ỹs,

�Z̃ = �Z1{�Z<�Y }, Z̃t = ∑
s�t

�Z̃s.

Le lemme suivant découle directement de ces définitions :

LEMME 2.3. –On a les relations suivantes:

U = P −N,

Y = P + Ỹ + Z̃,

Z = N + Ỹ + Z̃.

La décompositionU = P −N est la décomposition classique deU en différence de deu
subordinateurs indépendants.

LEMME 2.4. – Soit(Y,Z) un subordinateur bivarié. On a:

π̄Y+Z(x) � π̄Y

(
x

2

)
+ π̄Z

(
x

2

)
.

Démonstration. –

π̄Y+Z(x)=
∫∫

{y+z>x}
dπ(Y,Z)(y, z) �

∫∫
{y>x/2}∪{z>x/2}

dπ(Y,Z)(y, z)

� π̄Y

(
x

2

)
+ π̄Z

(
x

2

)
. ✷

2.3. Résulats

Nous allons maintenant procéder à la démonstration du théorème 1.1, en comm
par deux lemmes, dont le deuxième contient l’astuce essentielle de la démonstra

LEMME 2.5. – Soit(Y,Z) un subordinateur bivarié sans dérive tel queY ouZ n’est
pas un processus de Poisson composé. Si

1∫
0

x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) < ∞

alorsY − Z n’est pas un processus de Poisson composé.

Démonstration. –En utilisant les notations introduites page 6 on a :
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2.4
π̄Ỹ+Z̃(x) � π̄Y (x) � π̄P

(
x

2

)
+ π̄Ỹ+Z̃

(
x

2

)
,

π̄Ỹ+Z̃(x) � π̄Z(x) � π̄N

(
x

2

)
+ π̄Ỹ+Z̃

(
x

2

)
.

Supposons par l’absurde queU = Y − Z est un processus de Poisson composé.
fonctionsπ̄P et π̄N sont alors bornées, tandis queπ̄Ỹ+Z̃ ne l’est pas (car par hypothè
Y ouZ n’est pas un processus de Poisson composé). Cela implique notamment q

∃Cst> 0 ∀x ∈]0,1[
x∫

0

π̄Z � Cst

x∫
0

π̄Ỹ+Z̃ .

Ainsi
1∫

0

x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) � 1

Cst

1∫
0

x∫ x

0 π̄Ỹ+Z̃

dπỸ+Z̃(x).

Un argument classique de symétrie (voir par exemple le lemme 4.4) implique que
dernière intégrale est infinie.✷

LEMME 2.6. – Soit(Y,Z) un subordinateur bivarié sans dérive tel queY ouZ n’est
pas un processus de Poisson composé. On a l’implication suivante:

1∫
0

x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) < ∞ ⇒ Y − Z ne visite pas]0,∞[ immédiatement.

Démonstration. –D’après le lemme 2.5, nous pouvons supposer queU = Y − Z

n’est pas un processus de Poisson composé. Grâce au théorème Bertoin 2.1,
l’implication du lemme revient à montrer l’implication suivante :

1∫
0

x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) < ∞ ⇒
1∫

0

x∫ x

0 π̄N

dπP (x) < ∞.

Montrons la contraposée de cette dernière, supposons que

1∫
0

x∫ x

0 π̄N

dπP (x) = ∞. (1)

Par définition de�Ỹ et �Z̃, on a :�Ỹ + �Z̃ � �Y , donc�Z � �N + �Y et donc
π̄Z(z) � π̄N+Y (z). Par ailleurs,(N,Y ) est un subordinateur bivarié ; d’après le lemme
on a :

π̄Z(z) � π̄N+Y (z) � π̄N

(
z
)

+ π̄Y

(
z
)
.

2 2
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Ainsi
∫ x

0 π̄Z � 2
∫ (x/2)

0 (π̄N + π̄Y ) � 2
∫ x

0 (π̄N + π̄Y ), puis :

1∫
0

x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) � 1

2

1∫
0

x∫ x

0 π̄N + ∫ x

0 π̄Y

dπY (x)

� 1

4

1∫
0

x∫ x

0 π̄N + ∫ x

0 π̄Y

(
dπY (x) + dπY (x)

) def= I.

SoientY ′, Y ′′ etY ′′′ trois copies deY telles que les quatre processusN, Y ′, Y ′′ etY ′′′
soient indépendants. D’après le théorème de Bertoin, montrer queI est infinie revient à
montrer que le processus de LévyY ′ +Y ′′ −Y ′′′ −N visite ]0,∞[ immédiatement. Pou
se faire, utilisons le critère de Rogozin (2.2) :

1∫
0

P
[
Y ′
t + Y ′′

t − Y ′′′
t −Nt > 0

] dt

t
�

1∫
0

P
[
Y ′
t − Y ′′′

t > 0
]
P

[
Y ′′
t −Nt > 0

] dt
t

= 1

2

1∫
0

P
[
Y ′′
t − Nt > 0

] dt

t
.

Montrons que cette dernière intégrale est infinie. Par l’hypothèse (1), le proces
Lévy P − N visite ]0,∞[ immédiatement. Donnons nousN ′ une copie deN qui soit
indépendante de(Y,Z). Le processusP − N ′ a même loi queP − N , donc il visite
]0,∞[ immédiatement. Par construction on aY � P donc on a aussiY − N ′ � P − N ′
(trajectoire par trajectoire). Ainsi,Y −N ′ visite ]0,∞[ immédiatement. Mais ce derni
processus a même loi queY ′′ −N , ainsi, par le critère de Rogozin on a :

1

2

1∫
0

P
[
Y ′′
t − Nt > 0

] dt

t
= ∞.

Ce qui conclut la démonstration du lemme.✷
Grâce au lemme de l’encadreur (1.2), le théorème 1.1 peut-être paraphrasé

ceci :

THÉORÈME 2.7. – Soit (Y,Z) un subordinateur bivarié. Supposons queY n’ait pas
de dérive et queZ ne soit pas un processus de Poisson composé. Nous avons:

1∫
0

x

dZ + ∫ x

0 π̄Z

dπY (x) < ∞ ⇒ lim
t↓0

Yt

Zt

= 0

(dZ est la dérive deZ).

Démonstration. –Supposons pour commencer quedZ > 0. Dans ce cas :

en 0+ x

d + ∫ x
π̄

∼ x

d
.

Z 0 Z Z
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,
us

:

Donc l’intégrale du théorème 2.7 converge. Par ailleurs, puisqueY n’a pas de dérive
on alim t↓0Yt/Zt = 0. Ainsi, dans le casdZ > 0, le théorème est trivial mais vrai. No
supposons maintenant queY etZ n’ont pas de dérive.

La fonctionx �→ x/
∫ x

0 π̄Z est sous-additive, ainsi :

1∫
0

x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) < ∞ ⇒ ∀k > 0

1∫
0

x∫ x

0 π̄Z

dπkY (x) < ∞.

D’après le lemme 2.6, cela implique que pour toutk > 0, kY − Zt ne visite pas]0,∞[
immédiatement. Cette dernière propriété équivaut àlim 0Yt/Zt = 0. ✷
2.4. Contre-exemple

La proposition ci-dessous montre que la réciproque du théorème 1.1 est fausse

PROPOSITION 2.8. –SoitZ un subordinateur sans dérive tel que

en0+ π̄Z(x) ∼ x−α (α ∈ ]0,1[).

Soitf une fonction telle que

f (x) = x

| ln(x)| sur
]
0,

1

4

[

et que l’on prolonge en une fonction continue et croissante surR
+. Soit Y le

subordinateur sans dérive dont les sauts sont définis par:

�Yt = f (�Zt).

La paire(Y,Z) est un subordinateur bivarié et vérifie:

1∫
0

VZ dπY = +∞ et lim
t↓0

Yt

Zt

= 0.

Démonstration. –Soit f ‘’ la fonction inverse def , elle vérifie en 0+ : f ‘’ (x) ∼
x| ln(x)|. La queue de la mesure de Lévy deY vérifie donc :

π̄Y (x) = π̄Z

[
f ‘’ (x)

] ∼ 1

xα | ln(x)|α .

Ainsi :
1∫
VZ dπY ∼

1∫
π̄Y dVZ ∼

1∫
1

xα | ln(x)|α d
(
xα

)
,

0 0 0
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et cette dernière intégrale diverge. Par ailleurs, la fonctionf vérifie lim0f (x)/x = 0.
Puique�Zt tend vers 0 quandt tend vers zéro on a :

∀ε ∃t0 ∀t < t0
�Yt

�Zt

= f (�Zt)

�Zt

� ε.

Par sommation :∀ε ∃t0 ∀t < t0 Yt � εZt . ✷
3. Comportement de Yt/Zt en +∞

3.1. Rappels des théorèmes nécessaires

Le théorème de Kesten–Erickson fut démontré en deux temps par Kesten
1970 puis Erickson [4] en 1973. Nous référons aussi à ([7], chapitres 8 et 9), où
donnons une nouvelle démonstration de ce théorème et du théorème de Bertoin ; l
démonstrations étant menées de façon parallèle.

THÉORÈME 3.1 (Kesten–Erickson). –SoientP etN deux subordinateurs indépe
dants tels queE|P1 −N1| = +∞. Les deux points suivants sont équivalents:

∞∫
1

x∫ x

0 π̄N

dπP (x) < ∞,

lim
t→∞Pt − Nt = −∞.

THÉORÈME 3.2 (Rogozin). –SoientP etN deux subordinateurs indépendants.P −
N converge vers−∞ si et seulement si:

∞∫
1

P[Pt − Nt > 0] dt
t

< +∞.

3.2. Résultat

NB. Nous reprenons les notations introduites page 6.

LEMME 3.3. – Soit(Y,Z) un subordinateur bivarié tel queE[Y1] ouE[Z1] est infini.
Si

∞∫
1

x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) < ∞

alors E|U1| = E|Y1 − Z1| est infinie.

Démonstration. –Nous pouvons supposer, sans perdre de généralité, queY etZ n’ont
pas de dérive. En reprenant les notations de la page 6 :

π̄Ỹ+Z̃(x) � π̄Y (x) � π̄P

(
x

2

)
+ π̄Ỹ+Z̃

(
x

2

)
,

π̄Ỹ+Z̃(x) � π̄Z(x) � π̄N

(
x

)
+ π̄Ỹ+Z̃

(
x

)
.

2 2
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Supposons par l’absurde queE[U1] est finie. Les fonctionsπ̄P et π̄N sont alors
intégrables, tandis quēπỸ+Ỹ ne l’est pas (car par hypothèseE[Y1] ou E[Z1] est infinie).
Cela implique notamment que :

∃Cst> 0 ∀x ∈]1,∞[
x∫

0

π̄Z � Cst

x∫
0

π̄Ỹ+Z̃ .

Ainsi
∞∫

1

x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) � 1

Cst

∞∫
1

x∫ x

0 π̄Ỹ+Z̃

dπỸ+Z̃(x).

Un argument classique de symétrie implique que cette dernière intégrale est infin✷
LEMME 3.4. – Soit (Y,Z) un subordinateur bivarié tel queE[Y1] ou E[Z1] est

infinie. On a l’implication suivante:

∞∫
1

x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) < ∞ ⇒ U = Y −Z converge vers−∞.

Démonstration. –Pour montrer ce lemme, d’après le lemme 3.3, nous pou
supposer queE|U1| = +∞. Ainsi, d’après le théorème de Kesten,Ut converge vers
−∞ équivaut àUt/t converge vers−∞. Nous pouvons donc supposer, sans perdr
généralité, queY etZ n’ont pas de dérive.

Par le théorème de Kesten–Erickson 3.1, montrer l’implication du théorème rev
montrer l’implication suivante :

∞∫
1

x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) < ∞ ⇒
∞∫

1

x∫ x

0 π̄N

dπP (x) < ∞.

Pour montrer cette implication, on procède exactement de la même manière qu
le lemme 2.6, le critère de Rogozin en+∞ remplaçant le critère de Rogozin en 0.✷

Grâce au lemme de l’encadreur (1.2), le théorème 1.3 peut-être paraphrasé
suit :

THÉORÈME 3.5. – Soit (Y,Z) un subordinateur bivarié tel queE[Y1] ou E[Z1] est
infinie. Nous avons:

∞∫
1

x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) < ∞ ⇒ lim
t→∞

Yt

Zt

= 0.

Démonstration. –La fonctionx �→ x/
∫ x

0 π̄Z est sous-additive, ainsi :

∞∫
x∫ x

0 π̄Z

dπY (x) < ∞ ⇒ ∀k > 0

∞∫
x∫ x

0 π̄Z

dπkY (x) < ∞.
1 1
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D’après le lemme 3.4, cela implique que pour toutk > 0, kYt − Zt converge vers−∞.
Cette dernière propriété équivaut àlim ∞Yt/Zt = 0. ✷

4. Étude de �Yt

Z−
t

en 0+

NB. – SiZ est un processus càdlàg, nous noteronsZ−
t = Zt− son régularisé à gauch

Avant de passer à l’étudeSt , nous avons besoin de quelques résultats su
comparaison d’un subordinateurZ avec un processus de saut�Y . Dans cette section, l
couple(�Y,Z) vérifiera l’hypothèse suivante :

HYPOTHÈSE 4.1. –
• Z est un subordinateur ayant éventuellement une dérive etZ n’est pas un processu

de Poisson composé.
• Les sauts deZ sont notés�Z. Le couple(�Y,�Z) est un processus de Poiss

ponctuel à valeurs dans(R+ × R
+).

• Pour tout ε > 0, le cardinal de l’ensemble{t < 1: �Yt > ε} est fini (pas
d’accumulation de grands sauts).

Nous notons toujoursVZ(x) = ∫ ∞
0 P[Zt � x]dt . NotonsdπY la mesure caractérisa

�Y et π̄Y sa queue :

π̄Y (x) = E
[
#{s < 1: �Ys > x}].

Attention,dπY n’est pas forcément une mesure de Lévy dans le sens où elle n’in
pas forcémentx �→ x∧1, ni mêmex �→ x2∧1.

THÉORÈME 4.2. –Soit(�Y,Z) satisfaisant l’hypothèse4.1. Nous avons:

1∫
0

VZ dπY < ∞ ⇔ lim
t↓0

�Yt

Z−
t

= 0,

1∫
0

VZ dπY = ∞ ⇔ lim
t↓0

�Yt

Z−
t

= +∞.

Pour montrer ce théorème, nous avons besoin du lemme suivant qui est relati
connu (cf. [2]).

LEMME 4.3. – Soitf une fonction décroissante positive etZ un subordinateur.

E

1∫
0

f (Zt ) dt = ∞ ⇔
1∫

0

f (Zt) dt = ∞ p.s.

Démonstration du théorème4.2. – Nous pouvons considérer, sans perdre de gén
lité, que (�Y,�Z) est un processus de Poisson ponctuel mourant (i.e. il a mêm
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qu’un immortel tué en un temps exponentiel indépendant). AinsiVZ est bornée et :

1∫
0

VZ dπY < ∞ ⇔
∞∫

0

VZ dπY < ∞.

Supposons cette finitude. Soitk < 1. Notonsξ le temps de mort de(�Y,�Z). Par la
formule de compensation, on a :

E
∑
t�ξ

1{�Yt�kZ−
t } =

∞∫
0

VZ

(
y

k

)
dπY (y) � 1

k

∞∫
0

VZ(y) dπY (y) < ∞.

La dernière inégalité vient de la sous-aditivité deVZ. Ainsi les sauts�Yt plus grands
quek Z−

t ne s’accumulent pas en zéro. Comme ceci est vrai pour toutk petit, on a bien

lim
t↓0

�Yt

Z−
t

= 0.

Réciproquement. – Supposons que
∫ 1

0 VZ dπY = ∞. Soit k > 1. La sous-additivité
deVZ implique que

∫ 1
0 π̄Y (kx) dVZ(x) = ∞. Le lemme 4.3 appliqué àf (x) = π̄ (kx)

donne :

1∫
0

π̄Y (kZt) dt = ∞ p.s.

Définissons le temps d’arrêtT k = inf{t : �Yt � kZ−
t }. Nous convenons que�Yξ =

+∞ ; ainsi T k � ξ . Nous allons montrer queT k = 0 p.s. La mesure de Dirac enT k

peut s’écrire :

δT k = ∑
t�ξ

δt 1{�Yt�kZ−
t }1]0,T k ].

Par la formule de compensation, nous obtenons :

1 � P
[
T k > 0

] = E
∑
t

1{�Yt�kZ−
t }1]0,T k ] = E

T k∫
0

π̄Y (kZt) dt.

Si P[T k > 0] était strictement positive, alors la dernière intégrale serait infinie ce q
contradictoire. DoncT k = 0 p.s. et, par définition deT k , cela équivaut àlim 0�Yt/Z

−
t �

k. Ceci est vrai pour toutk > 1.

4.1. Corollaire

Dans cette section nous donnons un corollaire des théorèmes 1.1 et 4.2.
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LEMME 4.4. – Soit Z un subordinateur sans dérive qui n’est pas un processu
Poisson composé, nous avons:

1∫
0

x∫ x

0 π̄Z

dπZ(x) =
1∫

0

VZ(x) dπZ(x) = +∞.

Démonstration. –Soit Z′ une copie indépendante deZ. Le processusZ − Z′ étant
symétrique, il visite]0,∞[ immédiatement et le théorème de Bertoin 2.1 donn
résultat. ✷

COROLLAIRE 4.5. – Soit(�Y,Z) satisfaisant l’hypothèse4.1.
(a) Si

∫ 1
0 x dπY (x) = +∞ alors lim 0�Yt/Zt = +∞.

(b) Si (Zt) n’a pas de dérive et si ce n’est pas un processus de Poisson compos
lim 0�Zt/Z

−
t = +∞.

(c) Si (Zt) n’a pas de dérive et si ce n’est pas un processus de Poisson compos
lim 0�Zt/Zt = 1.

(d) SiZ n’a pas de dérive et si
∫ 1

0 VZ dπY < ∞ alors lim �Zt/Yt = +∞.

Démonstration. –(a) Considérons le subordinateur particulierZt = t . On a alors
VZ(x) = x, le théorème 4.2 implique donclim 0+�Yt/t = +∞. Par suite, pour n’import
quel subordinateurZ, on a encorelim 0+�Yt/Zt = +∞.

(b) Vient directement du lemme 4.4. Le point(c) est une conséquence immédi
de (b).

Montrons (d). Par le théorème 1.1, l’hypothèse de (d) implique : lim0+Zt/Yt = +∞
et donc :

lim
t↓0

�Zt

Yt

� lim
t↓0

�Zt

Zt

lim
t↓0

Zt

Yt

= +∞. ✷

4.2. Comportement de �Yt/Z
−
t en +∞

Le théorème suivant est le pendant du théorème 4.2. Sa démonstration est la
lecteur (cf. [1], exercice 6, p. 99, où le cas particulier(�Y,Z) = (�Y,Y ) est traité).

THÉORÈME 4.6. – Soit(�Y,Z) un couple satisfaisant l’hypothèse4.1. Nous avons:

∞∫
1

VZ dπY < ∞ ⇔ lim
t→∞

�Yt

Z−
t

= 0,

∞∫
1

VZ dπY = ∞ ⇔ lim
t→∞

�Yt

Z−
t

= ∞.
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5. Comportement de St/f (t) en 0+

LEMME 5.1. – Soitf une fonction croissante, nous avons:

lim
t↓0

St

f (t)
= lim

t↓0

S−
t

f (t)
= lim

t↓0

H−
t

f (�t ) .

Démonstration. –L’égalité de gauche vient de la continuité def (t). Montrons celle
de droite. SoitDt = inf{s > t : Ss = Xs}. NotonsL l’inverse continu à droite de�. L est
p.s. continu et c’est un temps local de{S = X}. On a de plus :Dt =�Lt

. Les plus petites
valeurs du rapport(S−

t /f (t)) sont nécessairement prises dans l’ensemble{Du: u � 0}
car, sit n’est pas dans cet ensemble, alorsS−

t = S−
Dt

et donc(S−
t /f (t)) > (S−

Dt
/f (Dt)).

Ainsi :

lim
t↓0

S−
t

f (t)
= lim

u↓0

S−
Du

f (Du)
.

Par ailleurs

lim
u↓0

S−
Du

f (Du)
= lim

u↓0

H−
Lu

f ( �Lu
)

= lim
t↓0

H−
t

f ( �t )
la dernière égalité vient du fait queL est continu. ✷

Démontrons maintenant le théorème1.5. – PuisqueX est à variation inifinie,X
visite immédiatement]−∞,0[ et donc le subordinateur� n’a pas de dérive. D’aprè
le lemme 5.1 nous devons étudier la limite inférieure deH−

t /�t . Supposons qu∫ 1
0 VH [f (x)]dπ(x) < ∞. Notonsf ‘’ l’application inverse def et π̄� la queue dedπ .

On vérifie facilement l’équivalence suivante :

1∫
0

VH

[
f (x)

]
dπ�(x) < ∞ ⇔

1∫
0

π̄�
[
f ‘’ (x)

]
dVH(x) < ∞.

Par ailleurs, la fonction décroissantex �→ π̄�[f ‘’ (x)] est la queue de la mesu
caractérisant le processus de Poisson ponctuelf (��). Cette queue est intégrable s
]0,1[ (car sur]0,1[, VZ(x) � Cstx) et donc lesf (��) sont localement sommable
Ainsi, nous pouvons définir le subordinateur suivant :

�ft = ∑
s�t

f ( �t ).

En appliquant le théorème 1.1 au couple(Y,Z) = (�f ,H) et le théorème 4.2 au coup
(�Y,Z)= (��f ,H) on trouve :

lim
t→∞

�ft
− = lim

t→∞

(�f−
t

− + ��ft
−

)
= 0.
Ht Ht Ht
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Par ailleurs,f étant sous-additive, on af ( �t ) ��ft et donc :

lim
t→∞

f ( �t )
H−

t

= 0.

Réciproquement. – Supposons que
∫ 1

0 VH [f (x)]dπ(x) = ∞. Grâce à la croissance d
f on a :

lim
t→∞

f ( �t )
H−

t

� lim
t→∞

f (��t )
H−

t

,

et le théorème 4.2 montre que le terme de droite est infini.

Remarques. –
(1) Pour la montrer la réciproque, nous n’avons pas utiliser le fait quef est sous-

additive, mais uniquement le fait quef est croissante. Le théorème peut do
être généralisé dans ce sens.

(2) Nous avons exploité le fait que pour toute fonction décroissantef on a :

lim
t↓0

H−
t

�t = lim
t↓0

St

f (t)
.

NotonsX↑ le processus de Lévy conditionné à rester positif. Millar [6] a montré qu

lim
t↓0

Ht

�t = lim
t↓0

X
↑
t

f (t)
.

Malheureusement, le fait de passer deH−
t àHt rend cette égalité extrèmement diffic

à exploiter. En effet, la comparaison des deux sauts finaux�H et�� nécessite une trè
bonne connaissance de la mesure de Lévy du couple(�,H) (pour la comparaison deH−

t

et �t , nous avons réussi à contourner cette méconnaissance de la loi du couple g
théorème 1.1).

6. Comportement de St/f (t) en +∞
6.1. Quand lim∞ f (t)/t = 0

THÉORÈME 6.1. –SoitX un processus de Lévy qui ne tend pas vers−∞. Soitf une
fonction continue, croissante, sous-additive, telle quelim∞ f (t)/t = 0. Nous avons:

∞∫
1

VH

[
f (x)

]
dπ�(x) < ∞ ⇔ lim

t→∞
St

f (t)
= +∞,

∞∫
1

VH

[
f (x)

]
dπ�(x) = ∞ ⇔ lim

t→∞
St

f (t)
= 0.
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Démonstration. –À plusieurs reprises, dans cette démonstration, nous utilise
tacitement la loi des grands nombres à savoir : siY est un subordinateur alors

lim
t→∞

Yt

t
= E[Y1] � +∞.

Nous devons étudier, en l’infini, la limite inférieure deSt/f (t) qui est aussi celle d
S−
t /t , et tout comme dans (5.1), nous établissons sans mal que :

lim
t→∞

S−
t

f (t)
= lim

t→∞
H−

t

f ( �t ) .

Supposons que :
∞∫

1

VH

[
f (x)

]
dπ�(x) < ∞. (2)

SoitA> 0. Par la sous-additivité def on a :

f ( �t )� f (��t )+ f

(∑
s<t

�s1{��s�A}
)

+ f

(∑
s<t

�s1{��s<A}
)

� f (��t )+ ∑
s<t

f ( �s)1{��s�A} + f

(∑
s<t

�s1{��s<A}
)
.

Nous allons montrer que chacun des trois termes est négligeable devantH−
t en l’infini.

(1) En appliquant le théorème 4.6 à la paire(�Yt,Zt) = (f (��t ),Ht), notre
hypothèse (2) implique

lim
t→∞

f (��t )
H−

t

= 0.

(2) Le subordinateurt �→ ∑
s�t ��s1{��s<A} est d’espérance finie. Par hypothè

lim∞ f (x)/x = 0. Nous en déduisons :

lim
t→∞

f (
∑

s<t ��s1{��s<A})
H−

t

= 0.

(3) Pour étudier le troisième terme, nous devons séparer deux cas. Supposons
premier temps queE[H1] = +∞. Nous pouvons alors appliquer le théorème
à la paire (Yt ,Zt) = (

∑
s�t f (��s)1{��s�A},Ht). Ainsi, notre hypothèse (2

implique

lim
t→∞

∑
s�t f (��s)1{��s�A}

H−
t

= 0.

Supposons dans un deuxième temps queE[H1] < ∞. Ainsi sur ]1,∞[ on a
VH(x) � Cstx et notre hypothèse (2) implique

∞∫
π̄

[
f ‘’ (x)

]
dx < ∞.
1
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Ce qui signifie que le subordinateur�At = ∑
s�t f (��s)1{��s�A} est d’espéranc

finie. On a donc

lim
t→∞

�At−
H−

t

= E[�A1 ]
E[H1] .

MaisA peut-être choisi arbitrairement grand, doncE[�A1 ] est arbitrairement peti
En regroupant les trois étapes nous trouvons :

lim
t↓0

f ( �t )
H−

t

= 0.

Réciproquement. – Supposons que
∫ ∞

1 VH [f (x)]dπ�(x) = ∞. D’après le théorème 4
appliqué à(�Y,Z) = (f (��),H )

on a :

lim
t→∞

f ( �t )
H−

t

� lim
t→∞

f (��t )
H−

t

= +∞. ✷
6.2. Le cas f (t) = t

Le casf (t) = t doit être traité à part car les hypothèses surX sont différentes
Regardons tout de suite les cas triviaux :

PROPOSITION 6.2. – SoitX un processus de Lévy qui ne tend pas vers−∞.
• Si E|X1| < ∞ alors

lim
t→∞

St

t
= lim

t→∞
Xt

t
= E[X1].

• Si E|X1| = +∞ et siX tend vers+∞ alors

lim
t→∞

St

t
= lim

t→∞
Xt

t
= +∞.

Démonstration. –Le premier point découle directement de la loi des grands nom
Le deuxième point découle du théorème de Kesten–Erickson dont une conséquen
connue est : siE|X1| = +∞ alors

lim
t→∞Xt = +∞ ⇔ lim

t→∞
Xt

t
= +∞. ✷

THÉORÈME 6.3. –SoitX un processus de Lévy qui oscille en+∞ et tel queE|X1| =
+∞, nous avons:

∞∫
1

VH(x) dπ�(x) < ∞ ⇔ lim
t→∞

St

t
= +∞,

∞∫
1

VH(x) dπ�(x) = ∞ ⇔ lim
t→∞

St

t
= 0.
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Démonstration. –PuisqueX oscille etE|X1| = +∞, on aE[X1 ∨ 0] = +∞. Cela
implique queE[H1] = +∞ (cf. [3] ou ([7], chapitre 6)).

Supposons que
∞∫

1

VH(x) dπ�(x) < ∞. (3)

Nous avons

�t = ��t + ∑
s<t

��s1{��s<1} + ∑
s<t

��s1{��s�1}.

Nous allons montrer que chacun des trois termes est négligeable devantHt .
(1) En appliquant le théorème 4.6 à la paire(�Yt,Zt) = (��t ,Ht), notre hypothèse

(3) implique

lim
t→∞

��t
H−

t

= 0.

(2) Le subordinateurt �→ ∑
s�t�s1{��s<1} est d’espérance finie tandis queH est

d’espérance infinie. Nous en déduisons donc :

lim
t→∞

∑
s<t�s1{��s<1}

H−
t

= 0.

(3) PuisqueE[H1] = +∞, nous pouvons alors appliquer le théorème 1.3 à la p
(Yt ,Zt) = (

∑
s�t�s1{��s�1},Ht). Ainsi, notre hypothèse 3 implique

lim
t→∞

∑
s�t�s1{��s�1}

H−
t

= 0.

En regroupant les trois étapes nous trouvons :

lim
t→∞

�t
H−

t

= 0.

Réciproquement. – Supposons que
∫ ∞

1 VH(x) dπ(x) = ∞. D’après le théorème 4.
appliqué à(�Y,Z) = (��,H) :

lim
t→∞

�t
H−

t

� lim
t→∞

��t
H−

t

= +∞. ✷
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