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RESUME. — Soit(Y, Z) un subordinateur bivarié. Nous donnons une condition suffisante pour
queY;/Z; converge vers zéro quandend vers 0 outoo. Ceci généralise partiellement des
résultats de Bertoin et de Kesten—Erickson.

Soit X un processus de Lévy éf = supX,: s < ¢}. Soit f une fonction sous-additive. En
appliguant le résultat précédent au subordinateur bivarié d’échelle, nous donnons des conditions
nécéssaires et suffisantes pour queylsyy f (¢) etlim ., S:/ f (t) égalent 0 out-oco.
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ABSTRACT. — Let (¥, Z) be a bivariate subordinator. Generalizing theorems of Bertoin and
Kesten—Erickson, we give a sufficient condition 16y Z, to converge to 0 whentends either
to 0 or+oo.

Let X be a Lévy process. Denote [y = supX;: s <t} and let f be any sub-additive
function. Applying our first result to the bivariate ladder process, we give necessary and sufficient
conditions for limy, S, /f () andlim, S;/ f (¢) to be either 0 or-oco.
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1. Introduction

1.1. Comparaison des deux composantes d’un subordinateur bivarié au voisinage
dezé&o

Si Y est un subordinateur, nous notods sa dérive. Nous noton$’y (x) =
f(‘,’o P[Y; < x]dt, la fonction de répartition de la mesure potentielleYdeNous notons
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dmy sa mesure de Lévy aéty la queue de cette mesure :

oy (x) = / dry (y).

Jx, 00[

J. Bertoin a montré dans [2] que Biet Z sont deux subordinateurs indépendants et
sans dérive, alofém oY,/ Z, =0 ssifol V7 dny < oo. Nous généralisons ce résultat dans
une direction lorsquéY, Z) est un subordinateur bivarié, i.e. un processus de Lévy de
dimension 2, dont les deux composantest Z sont croissantes.

THEOREME 1.1. — Soit (Y, Z) un subordinateur bivarié. Supposons guen’a pas
de dérive et qu& n’est pas un processus de Poisson composé. Nous avons

1
—— Y,
lim — =0.

/Vzdrry<oo = mz 0

0

Ce théoréme sera démontré dans la section 2. Dans cette méme section nous donnerons
un contre-exemple explicite montrant sa réciproque est fausse.

Remarques-

(1) Nous avons perdu le caractére nécessaire du critere de J. Bertoin. Cependant,
notre critére est pratique : Bien que formulé avec les lois marginal€g,d®), il
impose un comportement au cougle 7).

(2) Le critere intégralfo1 V,dmy < oo est, en réalité, équivalent [am ¢,
Nous verrons cela dans la section 4.

(3) Signalons enfin que le critére intégral utilisé dans le théoréme précédent peut
s'exprimer differemment. Par le théoréme de Fubini et par un argument de
restriction classique, nous avons :

AY, _
7

1 1
/Vzdny<oo & /ﬁdeZ<oo.
0 0

Par ailleurs, rappelons le lemme classique suivant (cf. [7] ou p. 83 ou [1], p. 74) :

LEMME 1.2 (de I'encadreur). —Soit Z un subordinateur. On a I'encadrement
suivant:
3x

X
Vi>0 —F— <V;0) < ——7—,
z(x) 4, + i 7

dZ+f0 7_[Z
Ol]fg Ty = fg mTz(u)du.

En appliguant ce lemme, on obtient :

1 1
X

Vydny <00 & /7_ dmy < 00.

O/Z Y Odz-i-foﬂz Y
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1.2. Lesgrandstemps

Le théoreme de Bertoin a un équivalent pour les grands temps, c'est le théoréme
de Kesten—Erickson : s et Z sont deux subordinateurs d’espérance infinie, alors
[ Vzdry < oo équivaut alim . Y,/Z, = 0. Nous généralisons ce théoreme de la
maniére suivante :

THEOREME 1.3. — Soit (Y, Z) un subordinateur bivarié. Supposons dggY;] ou
E[Z] est infinie. Nous avons

Y,
/Vzdny<oo = Im— 0.
—~o 7,

Ce théoreme sera démontré section 3. En s’inspirant du contre-exemple relatif au
théoréme 1.1, on peut construire un contre-exemple infirmant la réciproque du théoréme
ci-dessus.

1.3. Etude du processus des suprema passés en 0+

Soit X un processus de Lévy. Saft = sup(X,: s < ¢} le processus des suprema
passés. Citons un grand classique :

THEOREME 1.4 (B.A. Rogozin). -Si X est a variation infinie alors

X,
im — = +oc0.
tJ0 ¢t

Ceci implique qudim oS,/ = +o0. Mais la limite inférieure n’est pas déterminée.

THEOREME 1.5.— Soit X un processus de Lévy a variation infinie. Notgnke
subordinateur d'échelle temporel dé. NotonsH le subordinateur d’échelle spatial
de X. Soit f une fonction croissante, continue, sous-additive. Nous avons

1
/VH [f(0)]dm(x) <o < lim S = 400,
5 t{0 f(t)

S;
O/VH [f)]dm&x)=00 <% zwf(t)

Ce théoreme sera démontré section 5.
1.4. Etude du processus des suprema passés en +oo

THEOREME 1.6. — SoitX un processus de Lévy qui ne tend pas vess. Soit f une
fonction continue, croissante, sous-additive, telle iime, f(z) /¢ = 0. Nous avons

/VH [f(X)]dr(x) <oco < lim Si =400,
1

t—o00 S (1)
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=0.

100 f (1)

Le casf (r) =t doit étre traité a part. Grace a la loi des grands nombres et aigthéo
de Kesten—Erickson, s¥ tend verst+oo ou E|X4| < 0o, ce cas est relativement trivial
(pour plus de détails, cf. proposition 6.2 plus loin). Sinon :

/VH[f(x)}dm(x)zoo & lim S
1

THEOREME 1.7.—Soit X un processus de Lévy qui oscilleeno et tel queE|X4| =
+00, NOUS avons

/VH(x)dn1(x)<oo & lim = =400,
1

o0
.S
/VH(x)dm(x) =0 & lim 7’ =0.
1
Les deux derniers théorémes seront démontrés section 6.

2. EtudedeY,/Z, en O+
2.1. Rappel desrésultats nécessaires

Réécrivons maintenant le théoréme de J. Bertoin [2] sous une forme adaptée a notre
démonstration.

THEOREME 2.1 (J. Bertoin). —Soient P et N deux subordinateurs indépendants
sans dérive. Supposons de plus gue N n’est pas un processus de Poisson compose.
Les deux points suivants sont équivalents

1
X
/—_ dmp(x) < o0,
5 Jo 7n
P — N ne visite pag0, oo[ immédiatement
Pour généraliser ce théoréme, nous ferons appel au critere de Rogozin ([1], p. 167) :

THEOREME 2.2 (Rogozin). —SoientP et N deux subordinateurs indépendants—
N ne visite pag0, oo[ immédiatement si et seulement si

1
dt
/P[PI_N[>0]T<OO.
0

2.2. Notations et lemmes préiminaires

Les notations suivantes seront utilisées a plusieures reprises :
Soit (¥, Z) un subordinateur bivarié sans dérive. Nous notéhs= ¥ — Z et
définissons les subordinateurs sans déFy#/, Y et Z par :
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AP =(AY —AZ) VO, P,=> AP,

st

AN =(AZ — AY) V0, N, =) _AN,,
s<t

AY = AYLiay-az), ?IZZA?S’
st

AZ =AZ1iaz-ny) Z =) AZ,.
st

Le lemme suivant découle directement de ces définitions :

LEMME 2.3.-0On ales relations suivantes

U=P—N,
Y=P+Y+7Z,
Z=N+Y+7Z.

La décompositio/ = P — N est la décomposition classique teen différence de deux
subordinateurs indépendants.

LEMME 2.4.— Soit(Y, Z) un subordinateur bivarié. On a

_ e (X _ [(x
Ty+z(x) \ﬂy(é) +7Tz(§)-

Démonstration. —
7_TY+Z(X)=/ dmy,z)(y,2) < // dmy,z)(y, 2)
{y+z>x} {y>x/2}U{z>x/2}
_[x _ (x
STy > + 7z 5) g
2.3. Réaulats

Nous allons maintenant procéder a la démonstration du théoreme 1.1, en commengant
par deux lemmes, dont le deuxiéme contient I'astuce essentielle de la démonstration.

LEMME 2.5.— Soit(Y, Z) un subordinateur bivarié sans dérive tel gti®u Z n’est
pas un processus de Poisson composé. Si

/

alorsY — Z n’est pas un processus de Poisson composé.

X
X

I dmy(x) < o0
[ A4

Démonstration. -En utilisant les notations introduites page 6 on a :
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7p47 () < Ty (¥) < 7p (§> I (§>
Ty (1) < 2 (X) < i <§) L, (5>

Supposons par I'absurde qéieé=Y — Z est un processus de Poisson composé. Les
fonctionswp et 7y sont alors bornées, tandis gfig, ; ne I'est pas (car par hypothese
Y ou Z n'est pas un processus de Poisson composé). Cela implique notamment que :

X

ICst> 0Vx €10, 1[ /ﬁz < Cst/ﬁhz.
0 0

Ainsi

1 1
X 1 X
T dmy () > o [ T dmy ).
0/ foaz " CStO JoTgpz
Un argument classique de symétrie (voir par exemple le lemme 4.4) implique que cette

derniére intégrale est infinie.

LEMME 2.6. — Soit(Y, Z) un subordinateur bivarié sans dérive tel gieu Z n’est
pas un processus de Poisson composé. On a I'implication suivante

1
X .. . T
/ —dny(x) <oo = Y — Z nevisite pag0, oo[ immédiatement
Jo 7z
0
Démonstration. -D'aprés le lemme 2.5, nous pouvons supposer fue ¥ — Z
n'est pas un processus de Poisson composé. Grace au théoréme Bertoin 2.1, montrer
l'implication du lemme revient a montrer I'implication suivante :

1 1
/ xx_ dny(x) <oo = /%an(X) < 00.
5 Jo 7tz 5 Jo v

Montrons la contraposée de cette derniére, supposons que

1
X
[ dmr = oo (1)
Jo v
0

Par définition deAY et AZ, on a:AY + AZ < AY,doncAZ < AN + AY et donc
77(2) < Anyy (2). Parailleurs(N, Y) est un subordinateur bivarié ; d’aprés le lemme 2.4
ona:

7z(2) < A4y (@) < 7y (%) + 7y <%)
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Ainsi [3 7, <2 [P (e + 7y) < 2 f5 (R + 7y), pUis :

<
1 1
/ dmy(x) > 1'/ — dmy(x)
/ Jo 7z 24 Jom N+f0

x def
2_/f dm (x)+d7T (x) =

40 fcf”N"‘fo”( ' r®)

SoientY’, Y” etY” trois copies d€ telles que les quatre processusY’, Y” etY”
soient indépendants. D’aprés le théoreme de Bertoin, montrel egtanfinie revient &
montrer que le processus de L&+ Y” — Y — N visite 10, oo[ immédiatement. Pour
se faire, utilisons le critére de Rogozin (2.2) :

d
/P[Yt'—l—Yt"—Yt"’—Nt>O]%2 P[Y/ — Y > O]P[Y” N,>o}

O\H

| =

1
dt
/ Y”—N,>O]T.

Montrons que cette derniére intégrale est infinie. Par I'hypothése (1), le processus de
Lévy P — N visite 10, oo[ immédiatement. Donnons no& une copie deV qui soit
indépendante deéY, Z). Le processus® — N’ a méme loi queP — N, donc il visite

10, oo[ immédiatement. Par construction oiYa> P donconaauss¥ — N' > P — N’
(trajectoire par trajectoire). Ainst, — N’ visite 10, oo[ immédiatement. Mais ce dernier
processus a méme loi QW& — N, ainsi, par le critére de Rogozinon a;

1
/P[Y[’—N,>O]?=oo.
0

~2

NI =

Ce qui conclut la démonstration du lemmez

Grace au lemme de I'encadreur (1.2), le théoréme 1.1 peut-étre paraphrasé comme
ceci:

THEOREME 2.7. — Soit (Y, Z) un subordinateur bivarié. Supposons due’ait pas
de dérive et qu& ne soit pas un processus de Poisson composé. Nous avons

/7)6 dry(x) <00 = fim =0
Ty (X) < — =
dz—f‘foﬁz Y 110 Z,

(dz est la dérive dez).
Démonstration. -Supposons pour commencer glie> 0. Dans ce cas :

X X

enO'i- 7)6_’\’—.
dz+f07'[z dz
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Donc l'intégrale du théoréme 2.7 converge. Par ailleurs, puisgué& pas de dérive,
onalim,0Y,/Z, =0. Ainsi, dans le cad; > 0, le théoréme est trivial mais vrai. Nous
supposons maintenant qlfeet Z n'ont pas de dérive.

La fonctionx — x/ [ 7, est sous-additive, ainsi :

1 1
/ xx_ dny(x) <oco = Vk>0 /xx—_dﬂky(X) < 00.
5 Jo 7tz 5 Jo 7tz

D’aprés le lemme 2.6, cela implique que pour téut 0, kY — Z; ne visite pag0, oo[
immédiatement. Cette derniere propriété équivdihaY;/Z, =0. O

2.4. Contre-exemple

La proposition ci-dessous montre que la réciproque du théoréme 1.1 est fausse :

PROPOSITION 2.8. —Soit Z un subordinateur sans dérive tel que
en0+ w,(x)~x"% (x€]0,1].

Soit f une fonction telle que

_ 7 rO1
TS S”}’Z[

et que l'on prolonge en une fonction continue et croissante Rt Soit Y le
subordinateur sans dérive dont les sauts sont définis par

AY, = f(AZ).

La paire (Y, Z) est un subordinateur bivarié et vérifie

1
/Vd + etmy’ 0
Ty = o0 — = U.
/ z 4y 10 Z,

Démonstration. -Soit f° la fonction inverse def, elle vérifie en & : f° (x) ~
x|In(x)|. La queue de la mesure de Lévy Hevérifie donc :

Ty () =7z [f* ()] ~

xe|In(x)le”

Ainsi ;

1 1 1 1
dry ~ [ Fydv,~ [ ———d(»"
/VZ ™ /ny vz /x“lln(x)|°‘ ).
0 0 0
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et cette derniére intégrale diverge. Par ailleurs, la foncfiorérifie limg f(x)/x = 0.
PuigueA Z, tend vers 0 quandtend vers zéroon a:

AY, _[(AZ) _

VedigVt <ty —— = < E.
AZ, AZ,

ParsommationYe g Ve <t Y, < e Z,. O

3. Comportement de Y, /Z; en + o0
3.1. Rappelsdesthéorémes nécessaires

Le théoréeme de Kesten—Erickson fut démontré en deux temps par Kesten [5] en
1970 puis Erickson [4] en 1973. Nous référons aussi a ([7], chapitres 8 et 9), ol nous
donnons une nouvelle démonstration de ce théoréme et du théoréme de Bertoin ; les deux
démonstrations étant menées de fagon paralléele.

THEOREME 3.1 (Kesten—Erickson). -SoientP et N deux subordinateurs indépen-
dants tels qué&| P, — N1| = +00. Les deux points suivants sont équivalents

/L_dnp(X) < 00,
4 Jo v

mPI_Nt:_OO.

—00
THEOREME 3.2 (Rogozin). —SoientP et N deux subordinateurs indépendants—
N converge vers-oo si et seulement si

7 dt
/P[P,—N,>0]7<+oo.
1

3.2. Réaultat

NB. Nous reprenons les notations introduites page 6.

LEMME 3.3.— Soit(Y, Z) un subordinateur bivarié tel que[Y;] ouE[Z1] est infini.
Si

o0
/L_dﬂY(x) <0
] Jo 7z

alorsE|U,| = E|Y; — Z4| estinfinie.

Démonstration. Nous pouvons supposer, sans perdre de généralité, qug n’ont
pas de dérive. En reprenant les notations de la page 6 :

7p47 () < Ty (¥) < 7p (§> I (§>

X

Typ7(X) STz(x) S TN @) + g,z <§>
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Supposons par I'absurde queU,] est finie. Les fonctionstp, et 7y sont alors
intégrables, tandis que;_ ; ne I'est pas (car par hypotheEgY:] ou E[Z1] est infinie).
Cela implique notamment que :

X X

ICst> 0Vx €]1, oo /ﬁz < Cst/ﬁ;+2.
0 0

Ainsi

(0.¢] o
[ e dm@> o [ e dmy 0
—x - any\X) =2 — - aty, 7+(X).
) Jo 7z CStl Jo iz
Un argument classique de symétrie implique que cette derniere intégrale est infinie.

LEMME 3.4.— Soit (Y, Z) un subordinateur bivarié tel qu&[Y,] ou E[Z;] est
infinie. On a I'implication suivante

o

X
/—_dny(x) <oo = U=Y — Z converge vers-oo.
1 Jo 7z

Démonstration. Pour montrer ce lemme, d'aprés le lemme 3.3, nous pouvons
supposer qué&|U;| = +oo. Ainsi, d'apres le théoréme de Kesteli, converge vers
—o0 équivaut al;/t converge vers-oco. Nous pouvons donc supposer, sans perdre de
généralité, qué et Z n'ont pas de dérive.

Par le théoreme de Kesten—Erickson 3.1, montrer I'implication du théoréme revient a
montrer I'implication suivante :

/L_dﬂy(X) <0 = /L_dnp(x) < 0.
] Jo 7tz ] Jo v

Pour montrer cette implication, on procéde exactement de la méme maniére que pour
le lemme 2.6, le critere de Rogozin emo remplagant le critere de Rogozin en 0

Grace au lemme de I'encadreur (1.2), le théoréme 1.3 peut-étre paraphrasé comme
suit :

THEOREME 3.5. — Soit (¥, Z) un subordinateur bivarié tel quE[Y;] ou E[Z,] est
infinie. Nous avons

7 X .
/ ——dny(x) <co = lim — =0.
1 fO Tz t—00 Zt

Démonstration. +a fonctionx — x/fc;‘ 7T, est sous-additive, ainsi :

o0

o0
/ xx_ dny(x) <oo = Vk=>0 /Xx—_dnky(x) < 00.
1 Jo 7z ] Jo 7z
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D’apres le lemme 3.4, cela implique que pour tbut 0, kY, — Z; converge vers-oo.
Cette derniére propriété équivaulia ..Y;/Z, =0. O

4. Etudede % en O+

NB. — Si Z est un processus cadlag, nous noterdns= Z,_ son régularisé a gauche.

Avant de passer a l'étude,, nous avons besoin de quelques résultats sur la
comparaison d’un subordinatedravec un processus de saur'. Dans cette section, le
couple(AY, Z) vérifiera I'hypothése suivante :

HYPOTHESE 4.1. —

e Z estun subordinateur ayant éventuellement une dériergest pas un processus
de Poisson composé.

e Les sauts de&Z sont notésAZ. Le couple(AY, AZ) est un processus de Poisson
ponctuel a valeurs dan@®*t x R*).

e Pour tout ¢ > 0, le cardinal de I'ensemblg: < 1: AY; > ¢} est fini (pas
d’accumulation de grands salis

Nous notons toujour¥z (x) = f0°° P[Z, < x]dt. Notonsdry la mesure caractérisant
AY etwy sa queue :

Ty (x) = E[#{s < 1. AY, > x}].

Attention, dmry n'est pas forcément une mesure de Lévy dans le sens ou elle n’intégre
pas forcément — xA1, ni mémex — x?Al.

THEOREME 4.2. —Soit(AY, Z) satisfaisant I'hypothésé.1 Nous avons

1
/v d < lim AL, 0
Ty <00 =0,
zamy o Z-
0
1
__AY,
/Vzdny:oo & lim — = +4o0.
/ t}0 Z,

Pour montrer ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant qui est relativement
connu (cf. [2]).

LEMME 4.3. — Soit f une fonction décroissante positiveZun subordinateur.

1 1
Eo/f(Z,)dt:oo & O/f(Zt)dt:oo p.s.

Démonstration du théorém&2 —Nous pouvons considérer, sans perdre de généra-
lité, que (AY, AZ) est un processus de Poisson ponctuel mourant (i.e. il a méme loi
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gu’'un immortel tué en un temps exponentiel indépendant). Algsst bornée et :

1 00
/Vzdﬂy<00 & /Vzdny<oo.
0 0

Supposons cette finitude. Séit< 1. Notons¢ le temps de mort deAY, AZ). Par la
formule de compensation, on a :

1<§

o o
y 1
Ezl{Ay,gkz;} = /VZ<E)d7TY(y) < % /Vz(y) dmy(y) < oo.
0 0
La derniére inégalité vient de la sous-aditivité g Ainsi les sautsAY, plus grands
quek Z; ne s’accumulent pas en zéro. Comme ceci est vrai pouktpatit, on a bien :

_AY,
lim —
10 Z;

=0.

Réciproguement- Supposons qu¢’01 Vzdmny = oco. Soit k > 1. La sous-additivité
de V; implique quefolf[y(kx)de(x) = 0o. Le lemme 4.3 appliqué &(x) = 7 (kx)
donne :

1
/ﬁy(kzt)dt =00 Pp.S
0

Définissons le temps d'arrét* = inf{r: AY, > kZ,}. Nous convenons quAY; =
+o00; ainsi T* < £. Nous allons montrer qu&* = 0 p.s. La mesure de Dirac eff
peut s'écrire :

8Tk - Z 61 l{AY[}kZI_}l]O,Tk]'

1<§

Par la formule de compensation, nous obtenons :

Tk

1>P[T">01=EY Ly sz Lo = E/ﬁy(kZ,)dt.
t
0

SiP[T* > 0] était strictement positive, alors la derniére intégrale serait infinie ce qui est
contradictoire. Dond’* = 0 p.s. et, par définition d&*, cela équivaut &m gAY, /Z; >

k. Ceci est vrai pour tout > 1.

4.1. Corallaire

Dans cette section nous donnons un corollaire des théorémes 1.1 et 4.2.
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LEMME 4.4.— Soit Z un subordinateur sans dérive qui n’est pas un processus de
Poisson composé, nous avans

/l
0
Démonstration. -Soit Z’ une copie indépendante d& Le processus — Z’ étant

symétrique, il visite]0, co[ immédiatement et le théoréme de Bertoin 2.1 donne le
résultat. O

1
fc;‘xﬁz dry(x) = 0/ VY, (x) dry (x) = +00.

COROLLAIRE 4.5. — Soit(AY, Z) satisfaisant I'hypothésé.1

(@) Si [y xdmy(x) = +oo alorslim gAY,/ Z, = +o0.

(b) Si(Z;) n'a pas de dérive et si ce n'est pas un processus de Poisson composé alors
limoAZ,/Z = +oo.

(c) Si(Z,) n'a pas de dérive et si ce n'est pas un processus de Poisson composé alors
limoAZ,/Z, =1.

(d) SiZ mapas de dérive et sy V; drry < oo alorslim AZ, /Y, = +oo.

Démonstration. {a) Considérons le subordinateur particulier = ¢. On a alors
Vz(x) = x, le théoreme 4.2 implique doti o AY; /¢ = +o0. Par suite, pour n'importe
guel subordinateuZ, on a encordim o, AY;/Z; = +o0.

(b) Vient directement du lemme 4.4. Le poi@t) est une conséquence immédiate
de (b).

Montrons (d). Par le théoreme 1.1, 'hypothése de (d) implique g/ lif/Y; = 400

etdonc :
— AZ, Z,

— AZ, : .
lim > lim [im— = +o0. O
110 Y, 110 Z, 10 Y,

4.2. Comportement de AY;/Z; en 400

Le théoréme suivant est le pendant du théoreme 4.2. Sa démonstration est laissée au
lecteur (cf. [1], exercice 6, p. 99, ou le cas particuliarY, Z) = (AY, Y) est traité).

THEOREME 4.6. — Soit(AY, Z) un couple satisfaisant I'hypothédel. Nous avons

o0
— AY,
/Vzdny<oo & lim =L =0,
t—00 Zt
1
o0
 — AYt
/Vzdny:oo & lim — =o0.
t—00 Zt
1
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5. Comportement de S,/ f (¢) en O+
LEMME 5.1. — Soit f une fonction croissante, nous avans

. S ST . H~
lim—— = lim— = lim —.

o f® o f@® o fd)

Démonstration. +'égalité de gauche vient de la continuité @€ ). Montrons celle
de droite. SoitD, = inf{s > ¢: S, = X,}. NotonsL l'inverse continu a droite dé. L est
p.s. continu et c’est un temps local &= X}. On a de plus D, =],,. Les plus petites
valeurs du rapportS,;”/f (t)) sont nécessairement prises dans I'enserfible « > 0}
car, sit n’est pas dans cet ensemble, al§ys= S;, et donc(S, /f(t)) > (Sp,/f (D).
Ainsi :

SI Dy

lim =lim ———.
10 f(t) ul0 f(Du)
Par ailleurs
. Sp . H, . H~
lim —2« — [im —£«— — lim —.

w0 f(Dw) w0 (L) w0 fC1)
la derniére égalité vient du fait queest continu. O

Démontrons maintenant le théoremeb. —Puisque X est a variation inifinie, X
visite immédiatement—oo, O] et donc le subordinatedr n'a pas de dérive. D'aprés
le lemme 5.1 nous devons étudier la limite inférieure Mg /1,. Supposons que
folVH[f(x)]dn(x) < oo. Notons f* I'application inverse def et 7y la queue deirw.
On vérifie facilement I'équivalence suivante :

1

1
/VH[f(x)}dm(x)mo & /7%W [f* ()] dVu(x) < oo.
0

0

Par ailleurs, la fonction decroissanter [ f° (x)] est la queue de la mesure
caractérisant le processus de Poisson poncfyal]). Cette queue est intégrable sur
10, 1[ (car sur]0, 1[, Vz(x) > Cstx) et donc lesf (A1) sont localement sommables.
Ainsi, nous pouvons définir le subordinateur suivant :

17=> 0.

s<t

En appliquant le théoréme 1.1 au couple Z) = (1/, H) et le théoréme 4.2 au couple
(AY, Z)= (A1, H) on trouve :
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Par ailleurs,f étant sous-additive, on A(7;) g],f etdonc:

N

t—00 Ht_

0.

Réciproguement- Supposons qu}%1 Vulf(x)]dr(x) = co. Grace a la croissance de
fona:

im f(T:) > iim f(Ajz)
t—00 Ht t—00 Ht

et le théoréme 4.2 montre que le terme de droite est infini.

’

Remarques-
(1) Pour la montrer la réciproque, nous n‘avons pas utiliser le fait fjest sous-
additive, mais uniqguement le fait qué est croissante. Le théoréme peut donc
étre généralisé dans ce sens.
(2) Nous avons exploité le fait que pour toute fonction décroissfrir a :
lim 2 — fim >

wo 1t o f@)’

NotonsX' le processus de Lévy conditionné a rester positif. Millar [6] a montré que

T
. H X
lim— = lim—.
10 -|t t¢0f(l)

Malheureusement, le fait de passeriie a H, rend cette égalité extrémement difficile

a exploiter. En effet, la comparaison des deux sauts filakixet A] nécessite une trés
bonne connaissance de la mesure de Lévy du caiipl¢) (pour la comparaison dé,”

et],, nous avons réussi a contourner cette méconnaissance de la loi du couple grace au
théoreme 1.1).

6. Comportement de S;/ f(¢) en +o0

6.1. Quandlimy f(¢)/t =0

THEOREME 6.1. —Soit X un processus de Lévy qui ne tend pas vess. Soit f une
fonction continue, croissante, sous-additive, telle iyime, f(z) /¢ = 0. Nous avons

/VH[f(x)}dn1(x)<oo & lim S = 400,
1

im0 (1)

/Mﬂﬂmhhww:w o lm - —o.
/ 1—o0 f (1)
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Démonstration. A plusieurs reprises, dans cette démonstration, nous utiliserons
tacitement la loi des grands nombres a savoirt: sst un subordinateur alors

.Y
lim = = E[¥;] < +o0.
t—o00 t

Nous devons étudier, en l'infini, la limite inférieure dg/ f (¢) qui est aussi celle de
S, /t, et tout comme dans (5.1), nous établissons sans mal que :

, ST , .
lim —— =lim ——.
i—oo (1) 1500 f(T10)

Supposons que :

/VH [f(x)] dmy(x) < o0. (2)
1
Soit A > 0. Par la sous-additivité dé on a:

700 < £+ (St zn) + £ ( et on)

s<t s<t

PO+ ALtz + (b )

s<t s<t
Nous allons montrer que chacun des trois termes est négligeable dgvaart I'infini.
(1) En appliguant le théoréme 4.6 a la paifAY;, Z;) = (f(A],), H,), notre
hypothése (2) implique

im f(Ajz)

—>0o0

=0.
H,
(2) Le subordinateur — 3 , Al;1a,<4) €St d’espérance finie. Par hypothese
lims f(x)/x = 0. Nous en déduisons :
— AL, <
lim f(25<t -|_ {As A})
t—00 Ht

=0.

(3) Pour étudier le troisieme terme, nous devons séparer deux cas. Supposons dans un
premier temps qu&[H;] = +oo. Nous pouvons alors appliquer le théoréme 1.3
a la paire (Y, Z,) = <, f(Al9)L{a1, >4}, H). Ainsi, notre hypothése (2)
implique

0.

”Tn ngt f(A-|s)l{A'\52A} -
t—00 H~ -

Supposons dans un deuxiéme temps BU&1] < oo. Ainsi sur]l, oo on a
Vi (x) > Cstx et notre hypothése (2) implique

/ﬁ[f’(x)]dx<oo.
1
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Ce qui signifie que le subordinatelt = > os<t F(AT9)1(a1,>4) €St d’espérance
finie. On a donc

A E A
jim 1= — Ei]
t—~oo H; E[Hi]
Mais A peut-étre choisi arbitrairement grand, dd#(d4 ] est arbitrairement petit.
En regroupant les trois étapes nous trouvons :

i £ _

— 0.
10 H,

Réciproguement- Supposons qug™ V[ f (x)]dm (x) = co. D'apres le théoreme 4.6
appliqué aAY, Z) = (f(Al),H)ona:

im L0 i £A1) _

t—00 Ht_ t—00 Ht_

—+00. O

6.2. Lecas f(t) =t

Le cas f(r) =t doit étre traité a part car les hypothéses Xuisont différentes.
Regardons tout de suite les cas triviaux :

PROPOSITION 6.2. — Soit X un processus de Lévy qui ne tend pas vers.
e SiE|X;| < o0 alors

S X
lim = = lim =L = E[X4].

t—>00 t t—oo t

e SIiE|X| =+o00 etsiX tend verst+oo alors

.S X
lim 2L = lim =X = +00.

t—>o0 t—>o0 f

Démonstration. e premier point découle directement de la loi des grands nombres.

Le deuxiéme point découle du théoreme de Kesten—Erickson dont une conséquence bien
connue est : 9E| X1| = +o0 alors

. . ¢
im X, =400 < lim — =+o0. O

t—00 t—oo t

THEOREME 6.3. —Soit X un processus de Lévy qui oscilleeno et tel queE|X4| =
+00, NOUS avons

/VH(x)dm(x)<oo & Hﬂ§:+w,
1

—>00

7 .S
/VH(x)dm(x):oo & lim TI:O.
1

—>0o0
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Démonstration. PuisqueX oscille etE|X,| = +00, on aE[X; v 0] = +00. Cela
implique queE[H1] = +o0 (cf. [3] ou ([7], chapitre 6)).
Supposons que

/VH(x) dm(x) < oo. 3)
1

Nous avons
T =AY 4> Aldia,<y + Y Al a1

s<t s<t

Nous allons montrer que chacun des trois termes est négligeable dgvant
(1) En appliquant le théoréme 4.6 a la paireY;, Z,) = (A7, H;), notre hypothése
(3) implique
‘T A
lim —1’ =0.
t—>00 Ht

(2) Le subordinateur — > ., 1;1(a7, <1 €st d’espérance finie tandis qué est
d’espérance infinie. Nous en déduisons donc :

Zs<t-|sl{A]‘ <1}

t

lim =0.

t—0o0

(3) PuisqueE[H;] = +00, nous pouvons alors appliquer le théoréme 1.3 a la paire
(Y1, Z1) = s« 1s14a1,21), Hy). Ainsi, notre hypothese 3 implique

fim Zs<r sty

—>00

0.

t

En regroupant les trois étapes nous trouvons :

Réciproquement- Supposons qué™ Vy (x) dr(x) = co. D'apres le théoréeme 4.6
appliqué aAY, Z) = (A1, H) :

— A
|Im-|—t_2llm—-|_t=+oo O
t—o0 H; t—oo0 H
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