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APPROXIMATION DIOPHANTIENNE
SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES

PAR GAEL REMOND

RESUME. — Nous prouvons I'énoncé suivant. Soiehtine variété semi-abélienne sQr h une hauteur

canonique sud(Q) et X un sous-schéma fermé intégre dejui n'est pas le translaté d'une sous-variété
semi-abélienne. Podt une partie de4(Q) ete un réel, on notd’. I'ensemble formé des sommes+ y
avecz € T eth(y) < e. SiT est un sous-groupe de rang fini.déQ) alors il existes > 0 tel queX (Q) NT.
n'est pas dense dads. Ceci démontre la conjecture Mordell-Lang plus Bogomolov de B. Poonen. Nous
obtenons ce théoréme a partir de la propriété de Bogomolov démontrée par S. David et P. Philippon (c’est-
a-dire le cag” = 0) grace a une inégalité de Vojta généralisée.

O 2003 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. — Let A be a semi-abelian variety ovéy, I" a subgroup ofA(Q) of finite rank andX
a subvariety ofA which is not a translate of a semi-abelian subvariety4dofWork by P. Vojta and
M. McQuillan shows thatX (Q) N T is not dense inX. B. Poonen has then conjectured that the same
remains true ifl" is replaced by a fatteninh. = {z + y | x € I, h(y) < ¢} for a certaire > 0 whereh is
a canonical height. B. Poonen and S. Zhang have shown independently this to hold veha&imost split.
On the other hand, the statement contains the Bogomolov property I{witB) now proven by S. David
and P. Philippon. In this paper, we prove Poonen’s conjecture forallye also consider the slightly more
general set€(I',e) ={x +y |z €T, h(y) <e(l+ h(z))} instead ofl'.. We use the cask = 0 as well
as a generalized Vojta inequality.
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1. Résultats

SoientA une variété semi-abélienne sQret hea, : A(Q) — R une hauteur canonique (les

définitions sont précisées plus bas). Lorsquest une partie ded(Q) et e un réel, nous
définissons :

T.= {x+y|xef, y € A(Q) et hean(y) ge}
et

CTe)={z+y|zel, yc AQ) et hean(y) <&(1+ hcan()) }.

Le premier résultat que nous établissons avait été conjecturé par B. Poonen (voir [6]) et
montré dans le cas particulier ofiest isogene au produit d’'un tore par une variété abélienne
indépendamment par B. Poonen et S. Zhang (voir [12]).

THEOREME 1.1.— SiT est un sous-groupe de rang fini d¢Q) et si X est un sous-schéma
fermé integre ded qui n'est pas le translaté d’'une sous-variété semi-abéliennd @dors il

existes > 0 tel queX (Q) NT'. n'est pas dense dans.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE
0012-9593/03/021 2003 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. All rights reserved



192 G. REMOND

Il est facile de voir que cet énoncé devient faux si I'on remplBggpar C(T',¢) : dés que

dim Stab(X) > 0, il suffit de choisirT' C Stab(X)(Q) non de torsion pour qu& (Q) NC(T,¢)

soit dense dans(. Si nous associons & l'union Zx des translatés de sous-variétés semi-
abéliennes non nulles dé qu'’il contient, I'hypothésedim Stab(X) > 0 est équivalente a
Zx = X. Il est donc raisonnable d’espérer un résultat paiQ) N C(T,¢) seulement si
Zx # X. Nous allons en fait montrer le

THEOREME 1.2. — SiT est un sous-groupe de rang fini déQ) et si X est un sous-schéma

fermé intégre ded alors il existes > 0 tel que(X \ Zx)(Q) NC(T,¢) est fini.

Si A est un tore, on consultera [4, th. 1.7] qui donne une précision quantitative sude
plusdim X = 1, nous donnons dans [9] un résultat entierement explicite. Dans le casstl
une variété abélienne, un énonceé voisin figure dans [12, 1.3] mais omet I'hypdtkegeX
nécessaire pour avoir la non-densité.

La majeure partie de l'article est en fait consacrée a la preuve d’'une inégalité de \Vojta
suffisamment explicite, analogue a celles de [7] et [9], qui permet de montrer que, sous les
hypothéses du théoréme 1.2, il existe 0 tel queh..., est bornée sur 'ensembl& \ Zx)(Q)N
C(T',e). Pour conclure il nous faut des informations sur les points de petite hauteur.

Rappelons que lorsqué= 0 le théoréme 1.1 devient une « propriété de Bogomolov » qui a
été démontrée dans différents cas particuliers par E. Ullmo, S. Zhang et A. Chambert-Loir puis
en toute généralité par S. David et P. Philippon (voir [3]). En conséquengeX3gidésigne le
maximum des réelgtels que I'ensemble

{x € (X\ZX)(@) | hcan(x) < Q}

soit fini, nous avong(X') > 0 pour toutX . Par la méthode des variétés déterminantes introduite
par H.-P. Schlickewei appliquée comme dans [1, pp. 789-792], cela entraine que l'on peut
minorerq(X) en fonction seulement déeg X et dim X. Pour recouvrir les points de hauteur
bornée par de tels ensembles, nous utiliserons le résultat d’'uniformité (faible) qui s’en déduit, a
savoir quenin{¢(X +y) |y €T} > 0.

Aprés avoir introduit les variétés semi-abéliennes et les hauteurs canoniques (paragraphe 2), le
coeur du travail consistera en I'établissement du théoreme 4.1. Cet énoncé constitue une inégalité
de Vojta au sens de [7] et est par conséquent trés voisin du résultat établi par P. Vojta pour
démontrer la finitude déX \ Zx)(Q) NT lorsquel est de type fini (voir [11, §4]). Toutefois,
nous précisons dans notre version que les constantes intervenant sont indépendantes d’'un corps
de définition, ce qui est crucial pour passét(&, ) (voir paragraphe 5).

De plus, la démarche adoptée differe sensiblement de celle de [11]. Ici, nous nous appuyons sur
I'inégalité de [10]. Celle-ci donne une comparaison de hauteurs assez générale (en particulier,
il N’y est pas question de groupes algébriques mais d’'un schéma projectif muni de faisceaux
vérifiant certaines conditions) prouvée avec les méthodes de [7]. Ainsi intervient notamment
un complexe de Faltings dont le terme médian est une somme de faisceaux inversibles
Par suite, nous travaillons avec la méme compactificatioA'deue dans [11] mais I'essentiel
au paragraphe 3 sera de construire un faisceau inversible ample convenable sur celle-ci. Cette
variante dans la méthode apparait déja dans [9], ou est traité le casstiun tore, que I'on
pourra consulter pour une description plus simple. En revanche, lorsque nous montrerons que
sont réunies toutes les conditions d’application du résultat de [10] (voir paragraphe 4), nous
utiliserons le théoréme d’homogénéité du nombre d'intersection de [11, 5.5].

Enfin au dernier paragraphe nous établissons les théorémes 1.1 et 1.2.
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SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 193

2. Variétés semi-abéliennes

Nous fixons une fois pour toutes un entiee= 0, une variété abéliennel, sur Q et
My, ..., M; des éléments dBic”(Ap).
Pour chaqué avecl < £ < t, nous avons donc un isomorphisme canonique

M@V My~ pi My @psM,

ou s, v, p1,p2: Ag X Ag — Ag désignent respectivement I'addition dg, la fleche nulle et les
deux projections (voir [5, p. 74]). Poure Z, si [n]: Ag — Ao désigne la multiplication pat,
un isomorphisme canonique

()" My @ [0 ME" ! 22 MG

s’en déduit. Si nous fixons une trivialisation d¢, en I'élément neutré : Spec Q — A, c’est-
a-dire un isomorphisme* M, ~ Og,,. g, Nous obtenons des isomorphismes

S*Mg ZpTMg ®p;./\/lg et [n]*./\/lg ~ M?n

bien déterminés.

Nous associons aux données ci-dessus un schéma en grbepe® de la maniére suivante :
pour toutQ-schémas, I'ensembletiomg (S, A) est forme degt + 1)-uplets(g, ¢1, ..., ¢:) OU
g € Homg(S, Ao) etye: g* M, = Og est un isomorphisme pour toftl < ¢ < t. Sa structure
de groupe abélien est donnée par :

(gaspla"wgot)—’—(hawla--'awt):(So(g7h)axla"'axt)

ou(g,h): S — Ay x Ag estle morphisme produit gt la composée
(so(g, h))*Mé ~ (g, h)" (PIMe @ psMy) ~g" M ® WM P2 Os @ Og = Og.

Il est clair que ceci donne bien un groupe (le neutre se déduit des trivialisations fixées). Le fait
que le foncteur ainsi décrit est représentable par un schemapose pas de difficultés. Nous
pouvons le montrer en le réalisant comme ouvert de la compactification que nous utiliserons dans
la suite & savoir
t
A= >< P(O4, ® My).

=14,

En effet, un élément délomg(S,A) consiste eng € Homg(S, Ao) et en des quotients
inversibles deOs @ g* M, pour1 < £ < t. Par suite Homg(S, A) correspond aux éléments
pour lesquels, quel que sditles composées de chacune des injectiBgs— Og @ g* M, et
g* My — Og @ g* M, avec le quotient sont des isomorphismes.

Il apparait maintenant que le schéma en groupesnsi défini est une extension dk, par
le tore G,. Sur le fait que toute variété semi-abélienne s'obtient ainsi, on se reportera a [11,
lemme 2.2]. Qu'il nous suffise ici de travailler avec un tel

Nous noterong : A — A, le morphisme structural et,: O; @ f* M, — L, des quotients
universels (c’est-a-dire qugf, 1, . . ., x¢) décritid ;). Sin € Z, la multiplication parn sur A
est encore noté] ainsi que I'unique extension de ce morphismeen: A. Cette derniére se
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194 G. REMOND

définit simplement en associanfa un quotient d&) ; & f*M$™ ; pourn < 0 il faut échanger
les facteurs ce qui fait que|* L, ~ ,Cg@" sin>0etn|*Ly~ ﬁ%’_" ® f*/\/l%)" sin <0.
Il ressort de ceci que le faisceau inversible symétrique associé asera :

t

t
Lin=Q)Le® [-1]"Le=Q L @ fFMP™
=1 =1

qui a la propriété de «linéarité» qirg* Ly, ~ Lfﬂ"‘ pour toutn € Z. En conséquence (voir [6]),
Si hz,, estune hauteur de Weil quelconque associég.ala limite

hin(z) = lim lhglin([n]:zc)

n—4oon

existe pour tout € A(Q), différe deh,,, (z) par une quantité bornée et vérifie
hiin ([n]z) = [n|hiin (@)

pour toutn € Z.

Le faisceaul);, n'est bien entendu pas ample et il nous faut rajouter une hauteur provenant
de la base. Soit dong, un faisceau inversible trés ample et symétrique dyrtel que
['(Ag, Lo)®™ — T'(Ag, LT™) est surjectif pour tout > 1. Nous désignons par |2 la hauteur de
Néron-Tate associéey sur Ay (Q).

DEFINITION 2.1. - La hauteur canonique d’un point A(Q) est

hean(%) = b (2) + (¢ + 1)| f(2)] .

Le coefficient (¢t + 1) intervient pour des raisons techniques et non fondamentales. De
toute maniere, le choix précis de la hauteur n'a pas d'influence sur la validité des énoncés
du paragraphe précédent. En effeth§i, est une hauteur canonique s@(Q) obtenue soit
comme ci-dessus avec des choix différents soit comme dans [6], il existe ynXéelel que
p  hean < AL, < phean. Ainsi, par exemple, nous avoidd(T', p~2¢) C C(T',¢) si ces deux
ensembles sont définis ave(,,, ethc.n respectivement (voir aussi [6, 84] pour I'indépendance
par rapport a la hauteur de I'énoncé du théoréeme 1.1).

Pour la suite, il est commode de disposer d’un plongement explicité dans un espace

projectif relié a la hauteur choisie. Tout d’abord, puisquedee déduit un épimorphisme
Kp:Ox® fF* M@ fFMP = L2 @ frMP
il est naturel de considérer le morphisme de Veronese
P(Oa, & M) = P(S2(On, ® M) =P(On, & M & MF?) =P(On, & Med MP™)
de sorte que par 'immersion fermée

t
A >< P(OAO HMyd ./\/lz@_l)
£=14,

I'image réciproque du faisceau inversible naturel £gif .
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SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 195

Par ailleurs, par amplitude d&, il existe des point#,..., P; de Ao(Q) tels que
My~7p, Lo ® 539—1

(voir [5], théoreme 1 p. 77) oup: Ag — Ay désigne la translation par un poift Ainsi
My ® Ly est trés ample. Si nous fixons un épimorphisﬁh@owrl — Ly (c’est-a-dire un
plongementy: Ag — ]P’(%) qui soit un isomorphisme sur les sections globales, nous disposons de

Oa," ™ — M, ® L, par translation et, de mém@,,," ™ — MP~! @ L, puisque
MZ®_1 ~ T[*—I]Pgﬁo ® E?_l.
Alors

P(On, @ M@ MP™) ~P(Lo® (M ® Lo) B (MP™'® L))
< P(04,%" %) = Ag x ]P’%"”

est une immersion fermée ainsi donc que
T 3n+2\t 3n+2\t _ mn 3 (n+1)" -1
Af—>(]P’Q ) x Ag— (]P’Q ) x P — Py

en faisant usage de, puis d’'un morphisme de Segre. Notons = 3'(n + 1)"*' — 1 et
11:A— ]P’(g cette immersion. Ce sera le plongement privilégiéAddd_a construction est telle

quetO(1) ~ L, ® L8 donc il existe une constante que nous désignerons,patle
que

| Pcan (%) = hproj(@)] < co

pour toutz € A(Q) Si hproj = h o 11 désigne la hauteur induite par le plongemantQuitte &
augmenter cette constante, nous supposerons égalemehntigLigh (vo(zo)) — |7o]?| < co pour
toutzy € Ap(Q).

A titre de remarque sur la définition de la hauteur, il faut noter/gueest positive suri(Q).
En effet, le produit des, fournit une section global® ; — £y, qui ne s’annule pas sut.

Il s’ensuit que toute hauteur de Weil,. est minorée surl(Q) et, par passage a la limite, la
positivité deh,;, en découle.

Nous aurons besoin d'une derniere propriété générale des hauteurs introduites, a savoir que
hiin Vérifie linégalité triangulaire sur(Q). Ceci n’est pas immédiat car, contrairemerihp
I'addition de A ne s’étend pas en un morphisme< A — A. Il faut donc raisonner a partir d’'un
éclatement del? et nous verrons cela comme cas particulier de la situation plus générale étudiée
au paragraphe suivant.

Dorénavant, siX est un schéma sup et ¢ un entier, nous noterons systématiquement
pi: X9 — X lai-éme projection pout < < gq.

Signalons encore ici nos conventions pour les multi-indices utilisées dans toute la suite. Si
est un élément dé™, de coordonnées, ..., a,,, le symbolea| désignes; + - - - + a,,. Nous
introduisons également un élément fix& Z™, tel quen; =n, =l ety =2sil <i<m.

Le cas échéant, un élémenk Z sera identifié &d,...,d) € Z™. Enfin nous employons la
multiplication coordonnée par coordonnée &iif ; par exemple, si € Z™, |3na?| vaudra

3a? 4+ 6a3 + -+ 6a2,_, + 3a2,.
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196 G. REMOND

3. Compactification de A™

Pour ce paragraphe, nous fixons un entiee 2 eta € (N '\ {0})™. A ces données, nous
associons deux morphismess: A™ — A™~1 définis sur les points par

a(z1,. .., Tm) = (AT — Qig1Zi41)1<i<m—1

et

B(x1,...,Tm) = (alzxi - azz+1xi+1)1<i<m—1'
Un morphisme défini comme est au cceur de la méthode de Vojta—Faltings tant dans le cas
abélien (voir [7]) que torique (voir [9]). Ici, comme dans [11], nous avons toutefois besoin a la
fois de« et de3 pour respecter 'homogénéité. En effet, nous allons travailler avec le faisceau

m—1 R(t+1) m—1
M=a*<®p2‘f"£o) @5*(®pr£1in)
i=1 i=1

qui présente bien une homogénéité de degré 2 esi a est remplacé pada pourd € N, il
devientM®7°,

Afin de pouvoir manipuler une hauteur associéaf@asur A(Q)™, il nous faut étendre ce
faisceau a une compactification d&. Celle dont nous disposons déja, a savbit, convient
pour la partie provenant decar le morphismg™ ' oa: A™ — Ag”‘l s’étend sans problémes
enA™ — Ag”_l (il suffit d’écrire f(a;2; — a;412i41) = aif (x;) — a1 f(zi+1)). En revanche,
la seconde partie de notre faisceau ne s’étend pas, en généfalNous sommes donc amenés a
considérer une compactificatiad hog dépendant en particulier @e c’est la principale source
de difficultés car nous devons assurer malgré cela que 'homogénéitgeeconserve.

DEFINITION 3.1.-SoientG le graphe def, sous-schéma fermé dé®"—!, et G son
adhérence dand®™~'. Soient encorg, : AJ* — A7~ ' le morphisme défini commiepar

Bo(x1,. ..\ Tm) = (Q?Ii - a§+1xi+1)1<i<m—1’

Gy son graphe, fermé dﬂgmfl, etg l'image réciproque de, par le morphisme structural
fAm=1 A2m=1 — AF™1 Finalement, soif3: G — A™~! le morphisme induit par la projec-
tion A2m—1 — A™—1 surlesm — 1 derniers facteurs.

Bien entenduG ~ A™ (par lesm premiéres projections) etja cet isomorphisme3 étend
bien 3. Par ailleurs, commg, o f™ = f™~1 0 3, nous avon&’ C G et donc des inclusions de
sous-schémas fermésc G ¢ A2~ 1,

Nous désirons maintenant plonger la compactifica@loabtenue dans un produit d’espaces
projectifs de fagon quéM s’obtienne & partir de faiscea*(1). La maniére naive — a partir
d’un plongement dei?”~! — ne convient pas car nous ne pouvons pas utiliser le faisteay

— 4
sur les derniers facteurs puisque cela ferait appanétrg des termes eﬁg@“?‘ . Nous pouvons
contourner ce probléme en nous restreignafit(@est la raison de I'introduction de ce schéma
intermédiaire).

LeEmME 3.1.-Il'y a unisomorphisme

t m—1

G AT X X X P(OAS” & (p?M?a? ®p2‘+1/\42®_ai“))

AP t=1 i=1
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SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 197
tel que d’une part la projectiol — A™ qui s’en déduit coincide avec la restrictionGade

la projection A?™~1 — A™ sur lesm premiers facteurs et d’autre part si; , désigne pour
1<i<m—1etl </<tlaprojection

% ) g0a; ®—a}
G—=P(Oap @ (P M, @pi M, ‘ )

alorsm} ,O(1) ~ i, ;Lo OUPy 1 : A2m—=1 _, A

Démonstration. -Ceci découle de I'isomorphisme crucial <

* ~ % ®a? * ®_‘1?+1
PryiMe=p; My @ pi M,
pourl <i<m —1etl</<tquiestconséquence del, € Pic’(Ay). En effet, la définition
deG montre que, pour uk-schémas quelconque, un élément dmg (S, G) correspond a un
morphisme;: S — G, et a une famille d’épimorphismes polK i <2m — letl <<t
Os®g*'pi My — Qi

ou Q; ¢ estinversible. Dans cette description, nous remplagpns.M, par la formule ci-dessus
et, comme alors n’apparaissent plus que les projectiornﬁl‘.i’ieTl sur sesn premiers facteurs,
nous voyongy comme morphismeS — A{* via l'isomorphismeG, ~ Aj* donné par cesn
projections. De la sort&} est bien présenté comme le produit fibré au-dessu§jtie’une part
de la famille de® (O © p; M) pourl <i<metl <<t (dontle produit formed™) et
d’autre part de la famille des

—a?
P(Oay @ (p:M?a? ®p?+1MZ® al“))

pourl <i<m—1etl <<t Laformule donnantr;é(’)(l) est alors claire puisque des
épimorphismes structuraux sdf™ !

O gom—1 EBpff*/\/le — pfﬁz
pourl <i<2m — 1 etl < /<t nousdéduisons st par restriction
w %y @07 *, % ®*a?+1 *
Og & (f piM, @ i M, ) — Ptile

pourl <i<m—1etl</¢<tquiconstituent bien les quotients universels sur la deuxieme
famille de facteurs. O

Pour alléger, nous notons dorénavantdgrpourl <i<m—1letl <£<t
®a? ®—a?
j\/l}é :P?Mg ¢ ®pf+1M5 A

Afin de plongerP(O 4y @ N; ¢) nous imitons le procédé qui nous a fourni 'immersion fermée
P(O4, & My) — Ag X IE%“r2 au paragraphe précédent. Tout d’abord, de I'isomorphisme

S?(Oag ®Nie) ONZ T~ Oup &N BN,
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198 G. REMOND
nous déduisons une immersion fermge (de Veronese)

P(Oap ®Nie) = B(S*(Oap & Ni)) 2 P(Oap & Nie @NT).
De cette facon, nous avons sur

005 O(1) = (4 5L0) 2 @ (F") N =i (L9 @ fFFMPT)
ou f™:G — Ay". Nous utilisons ensuite

2 a2
P(Oap ®Nie O N 2P((Oap & Nie ®NGT) @ piL5™ @l Ly )

qui permet de faire apparaitre un faisceau engendré par ses sections globales car c’est le cas de

* a? * ®a? * a? * — a?
Nix ®pi£? QP Ly T i (Me® Lo)2% @ piyy (M L ® Lo)®%i+

o kK ®a? * * ®af+1
~pitpLo " @PiaT p Lo
et nous avons grace.g des épimorphismes
2 2
On," " = (75,L0)%% et Oa," ™ — (77 p,Lo) %+
qui fournissent

2 2
(3.1) OAo(nJrl)2 — Ny ®pf£?ai ®p;‘k+1ﬁf)§a”1 ;

de maniéere absolument analogue (en échang@aegit— P;) nous obtenons un épimorphisme
2 - ®a? ®a;
(3.2) 04, — /\/’?} '@p; Ly " @i Lo B
En utilisant encore le plus évident
2 « p®a2 4 ®al
(3.3) O, " = prLg” ®piyly T
nous trouvons une immersion fermée
_ 2 2_
P(Oap ®Nig @ NFT) o P(Oap D7)~ A x BEHDL
Nous avons donc abouti a une immersion fermée
3(n+1)? 3(n+1)2-1
wi e P(Oap &N g) = P(Oap "0 = A7 x PV
telle que
* * O(1) ~ p* £®2 *M®71 * *£®a? * *£®a?+1
7 ow; ,O( )—peri( @ fTM; )®Pif 0 @piafLy .

Nous faisons maintenant le produit suet/ ; si Ny = (3f(n + 1)2*)™~1 — 1 ceci fournit grace
au lemme un plongement

g;»]lmegl
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tel que I'image réciproque du faisce@{1) du deuxieme facteur est

m—1 m 2
* * px pOtN;a;
<®pm+i£lin> ® <®p1f Ly e >
i=1 i=1

Notre but est donc atteint : nous avons exprime le produit des faisggauxi;, (qui se restreint

surG enj3* &R pl *L1in) €N termes d'urO(1) et de faisceaux correctifs provenantd& et
guadratiques ea. Si nous réinterprétons la construction, nous avons utilisé I'épimorphisme

—1

t
(o} ®Og@ ze@(fm -,_ — ®pm+1£hn

1 /=1

3

%

(indépendant d&) puis effectué le produit tensoriel av@Z 1Difr £®t’“  donnant, disons,
. La source del posséde alors des sections globales qui I engendrent provenant de

O, = Lo

(etbaties a I'aide des épimorphismes (3.1), (3.2) et (3.3)) et finalement nous defn@issdﬁ(%Z
grace aux images de ces sectionspar

Pour fixer un plongement multiprojectif dg il reste & en choisir un pout™. Nous tirons bien
s(r parti des définitions du paragraphe précédent mais nous avons besoin d’un peu plus de liberté
(pour gérer les termes correctifs évoqués plus haut). Aussi n’utiliserons-nous pas I'immersion
1:A— PQJ\[ mais plut6t I'étape antérieure qu’est

A<—»1Pg2 x g

ou N, = (3n+3)t — 1. Rappelons que 'image réciproque@él1) sur le premierrgsp.second)
facteur est isomorphe Ay, ® f*L5" (resp. f*Lo) et quer; s'obtient & partir de 1a par un
plongement de Segre.

DEFINITION 3.2.— Nous considérons le plongement
Na\m n\ M N
G— (P©2) x (]P’@) x Py

et, si qi,...,qm,q,---,q0m,q" désignent respectivement les projections sur les différents
facteurs de ce produit, nous notons pbur € Z™ etd” € Z

m

Ob,b,b") = Q) (7 Ob:) ® 4" O1})) @ ¢""Ob").

=1

Grace a cette notation abrégée, nous pouvons écri@ sur

0(0,1,0) ®plf Lo, O(1,~,0)~ Q)p; Lin et
i=1

(9(0, —tna?, 1) ~ ® P4 Llin-
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Nous nous tournons a présent véfsLe lemme ci-dessous contient le dernier fait essentiel de
ce paragraphe.

LEMME 3.2. — Il existe surG un morphisme de faisceaux
£:0(0,0,1) = O(na®,0,0)

dont la restriction aG est un isomorphisme et par lequel I'image d’'une coordonné®

(vue comme section globale d@0,0,1)) est un monéme unitaire de multidegyé? en les
coordonnées deP3*)™.

Démonstration. Par restriction des épimorphismes structuraug deoir lemme précédent)
nous avons sufr des épimorphismes

pie:Og@p; f*Me— p; Ly
et
Vi O & (f")* Nie — v iLe
pourl < ¢ <t etrespectivemerit<:<moul <i<m— 1 (rappelons que
(f™) Nie = propi f* Ma).
Par produit tensoriel aveg f*M$ ™! nous obtenons
i Og @ "M = piLy@p] ffMP™
qui n'est autre qué—1]*p; ¢. Si nous restreignons alors
o2 @ ¢ " (06 @ M) © (O @ i f MPT) ™ 0

2 2 2
* p®a; * ®ajiq * w g 4O
—=p; L, @pi Ly Qpiy1f "M,

aux deux termes extrémes du développement en somme de la source, nous trouvons un
morphisme

« p®a’ ®a; ®@—a?
Xie: 06 ® (f") ' Niw = 0i L, @pi Ly T @pi ffM,

(qui n’est plus nécessairement un épimorphisme). Le point crucial estguse factorise a
traversy; ¢. En effet, si nous nous plagons skr~ A™, les isomorphismes

(f") Nie— Og
induits part; , et x;, respectivement sont les mémes car dans chacun des deux cas la
collection de ces isomorphismes pouk ¢ < ¢ (: fixé) représente I'élément,,.; = p; o
de Homg (G, A) @ pour; , c’est la définition tandis que la construction gg, correspond

exactement a formes’p; — afﬂpiﬂ dans ce groupe (se reporter a la présentatiod demme
schéma en groupes). Ainsi s@irnous avons un isomorphisme

L% « p®aZ * ®af+1 * * ®_‘1?+1
§it i Pmrile—DiLy T @pi L, @ pip1f M,
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tel quex; ¢ = &.¢ o ¢ 0. Puisquey; o est un épimorphisme entre faisceaux localement libres,
cette factorisation s etend(ﬁ (nous notons encoig (). Pour faire |nterven|£®2 ® f* /\/l® L
nous conS|deron$ @ (f™)*NE™! (c'est-a- dire¢; ; @ [—1]*¢; ) et aprés prodwt tensonel
sur/
®a? ®a?
& PrmriLiin — Pj Em? ®pz+1‘clirl11 o
Compte tenu des isomorphismes qui précedent I'énoncé, le prodyi tlegnit

(’)(O, —tna®, 1) — O(naz, —tna?, 0)

dont¢ se déduit immédiatement. Par construction, sa restricti@reat bien un isomorphisme.
Pour la derniére assertion, nous pouvons fixet ¢ (tous les plongements étant batis avec
des morphismes de Segre). La définition des coordonnéﬁgﬂeansite alors pap; ¢ ; pour

chercher 'image paf, nous examinons donc par compositigry : or celui-ci est obtenu a partir

dey; ¢ ety;t+1,¢, qui eux-mémes donnent les coordonnées sur les factetifst 1 de(IP’NZ)
uniquement par produit tensoriel

Ce résultat permet notamment de montrer I'inégalité triangulaire pguannoncée a la fin
du paragraphe précédent.

COROLLAIRE 3.1.—Pourz,y € A(Q) nous avonsu;, (z + y) < hiin(x) + hin (y)-
Démonstration. -En voyant ert; une section globale de

£®al ®p1+1£ 1+1 ®pm+z£® !

lin lin lin

qui engendre la restriction@ de ce faisceau, nous déduisons que la quantité

hl:lin (afx - 0“12+1y) - a’LZhL"lin (‘T) - a’ZZJrth:lin (y)

est majorée sud(Q)2. En passant a la limite, il vient

hiin (a?:v z+1y) a; hlm( )+a12+1hlin(y)

et le corollaire en découle (avagc=a;11 =1 ethyin(—y) = hiin(y)). O

Le lemme décrit essentiellement I'action deur L3, : une fois le bon plongement construit,
la situation devient trés proche du cas torique (traité dans [9]). Il nous reste a faire intervenir
et son action suf*L,. La tache est bien sir plus aisée puisque tout se passk stiil suffit de
relever la situatiovia G — A™ — A7, En particulier, le morphismd™ — A7"~* donné sur
les points par

(@1, m) — (@i f (23) £ aip1 f(@ip1))1<icm—1)

s'étend enry : G — At (doncr_ étend f™1 o a). Nous unifions par commodité nos
notations sur les faisceaux deen posant pous, b’ € Z™ etb”,c,c’ € Z

®Kc m—1
O, b, c,d) = Ob, b, b)) @ <®p?£o) ®ri<®p;“ﬁo>
1=1

Cela revient a utiliser_ etr pour plonger

®c’

G— (sz)m X (P%)m X Pgl X ]P’(g?’ x ]P’(g?’
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ou N3 = (n+1)™~! — 1. Avec ces notations, le faisceau que nous avons introduit au début du
paragraphe a l'aide de et 5 s’étend suiG en

M= (9(0, —tna®,1,t + 1,0)

qui jouera un réle central dans la preuve de l'inégalité de Vojta au paragraphe suivant.
Ici nous donnons simplement pour terminer I'analogue abélien du lemme précédent. Pour
clarifier 'énoncé, nous allons distinguer les coordonnées des différents facteurs du produit

d’espaces projectifs ci-dessus : nous noteWéQ W(iz celles dui-eéme facteur d(a]P’gz)m

puis X, i) .. X(l pour lei-éme facteurde]P’")m etVo,...,Vn, etVy, ..., Vy, pour les deux
derniers facteurs

LEMME 3.3. — Il existe surG un isomorphisme
¢:0(0,0,0,1,1) — 0(0,2na*,0,0,0)

et un réelh,qq Ne dépendant que dely, (o) ayant la propriété suivantepour toutd € N et
k€ {0,...,n}™, il existe des polyndmes’, ;o<1 <N, de multidegréldna? en Iesz(.l), dont
la famille est de hauteur au pluBna?|h.qq €t de sorte que si

&gy 0(0,2dna?,0,d,d) — O(0,4dna?,0,0,0)
est déduit d&’ par produit tensoriel alors
m S\ R®2d ia?
§la) <(®X,§? ! ) RVE® Vl£®d> = Py (XD, x(),
=1

Démonstration. t'existence de¢’ est une conséquence facile du théoreme du cube; la
propriété de hauteur se déduit, elle, de la proposition 5.2 de [7]. En effet, avec les notations
de cette derniére,

Mov)= ®p”+1 lai, i) (p; XV @ 2X(1+1))

Sipiit1 =pi X pi+1 €tl (commel’) estidentifié a un élémentde, ..., n}™ ! (ceci correspond
au plongement de Segre). Par suite, nous pouvons donc choisir

m m—1

i 2dni(a?—f(a1,)) i i d

P = <HX151) ) < H Paiaai+17/€i7/€i+l7li;l; (X( )7X( +1)) )
i=1 =1

Le nombre de mondmes apparaissant lorsque I'on développe le produit est majoré par

m—1 d
<4a +n> <4af+1 —|—n) < (n+1)4d\na2\
1

n

1=
donc
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h((P)iyr) Zdh i1 okskis s AN AN )+ 4d|na®|log(n 4 1)

< d‘na |(h1 + 6n + 4log(n + 1))

et le lemme est donc acquis en choisissant = h1 + 6n +4log(n+1). O

4. Inégalité de Vojta

Nous notons dorénavahlu.a(z) = (t + 1)| f(z)|? pourz € A(Q) de sorte que
hcan = hlin + hquad-

Ces trois hauteurs s’étendent naturellemes{@) @7 R.
Ce paragraphe est dévolu a la preuve du théoréme ci-dessous.

THEOREME 4.1. — Soit X un sous-schéma ferme integre deet soitm = dim X + 1. Il
existe des réels,, co, c3 > 0 tels que sizq, . . ., x, sont des éléments d&(Q) vérifiant

T Tit1 1 i Tit1 1
hlin( - ) <_7 h uad( - ) <_7
hean(i)  hean(Tiy1) 1 4 \/hcan () \/hcan (@it1) C%

hcan(xiJrl) 2 Cghcan(xi) et hcan (Il) 2 C3
(pour1 <i<m— 1) alors il existei tel quez; € Zx(Q).

FixonsX comme dans I'énoncé. Nous commencons par traduire les hypothéses du théoréme a
l'aide d’entiersaq, . . ., a,, auxquels s’appliqueront les considérations du paragraphe précédent.

LEMME 4.1. -Soient;, ¢z, c3 > 0 de sorte ques € N etey > ¢ > 2. Sizy, ..., 2, € X(Q)
vérifient les hypothéses du théoréme relativement a ces constantes alors i ex{$e, {0})™
tel quecsa;r1 <a; pourl <i<m—1et

§ : 2 2 § :
hlin (ai Tq — ai+1xi+l) + hquad(aixz a1+1xz+1 77104 hcan xz

Démonstration. -Nous choisissons:,,, = 1 puis fixons successivement les valeurs de
am—1,---,a1 €N iMmposant que;/a;+1 Soit I'entier le plus proche dq/hcan(:ciﬂ)/hcan(:ci).
Ceci assure bien; /a;+1 > co pourl < <m — 1. Nous avons en outre

} \/ can I’L — Q41 \/ can lerl | az+1 can(xi)

et donc
1
}azghcan(xi) - a12+1 hcan(Iz‘+1)| < 9 (aiaiﬂhcan(fci) + a12+1 \/hcan(xi)hcan(x”l))
1
< 20 (CL hcan(ilfl) +al+1hcan(xz+1))

En utilisant I'inégalité triangulaire poutr;,,, nous majorons
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2 2
hiin (@52 — a7y 1 @iq1)

xX; xX;
g a12+1 hcan ('ri+1)hlin ( : - il ) > +

2 2 hcan ('ri+1) hlin(«ri)

a: —as
hcan(xi) hcan(xi+1 ¢ B hcan(xi)
< 202, hean(a 2 hean(23) — a2, hean (2
X c ai+1 can(IlJrl)"' |ai can(xz) ai+1 can(IlJrl)‘
1
1 2 3 2
< 2—61(11' hean (i) + 2_Clai+1hcan(xi+l)-

Si nous calculons de maniére analogue pglirqu.a (qui vérifie 'inégalité triangulaire), nous
obtenons

2
1 1
hquad (@i — aip1Zi41) < (- + —> aZhean () <

3

2 2

hcan [ g o ihcan 1)
C1 262 (:C ) 201 “ (:C )

5 Uy
4ct

La conclusion s’obtient en sommant ces inégalités pogr < m —1. O

Nous montrons a présent queassie (X \ Zx)(Q)™ alors le résultat de [10] fournit une
inégalité en sens contraire et nous aurons une contradiction en choisissant convenablement les
constantes, co et cs. Le théoréme étant clair st est un point, nous supposons désormais
dim X > 1.

Nous allons appliquer le théoréme principal de [10] au sch&madhérence d& dansA,
muni de I'immersion fermée: X — ]Pg déduite de; : A — ]P’g introduite plus haut (rappelons

queN = 3(n+1)! — 1). Le faisceau’ sur X est donc la restriction dé;;, ® f*E?(Hl).
Les valeurs des paramétres de [10] sont données par :

m=dimX +1, w=0, §=2"", t;=t+2,
t2=4(t+1), M:(N2+1)m(N3+1) et 6=(t+1)hadd.

Nous en déduisons des constamﬁéscf, 03# par les formules explicites de ce texte. Nous posons
¢y =4c, co =¥ ety = ¢ + ¢y ; remarquons, e N ety > ¢ > 2.

Soient maintenanty, ..., z,, € (X \ Zx)(Q) des points vérifiant les hypothéses du théoréme
aveccy, cz et c5. Nous pouvons donc appliquer le lemme 4.1 qui fournit (N \ {0})™.

Le m-uplet notéa dans [10] sera ici désigné paF et choisi égal &a?. Notons déja que
H)H 2 2 2 2 2 #
aj [aly =miai/miyrai, 2 ai /205, > /2> cf.

Le parametren permet d’introduire les autres données nécessaires au théoreme de [10].
En effet, nous lui associons comme au paragraphe précédent un schégquaest muni
d’une projectionG — A™ induisant un isomorphisme au-dessus#leNous considérons donc
I'adhérencet dansG de X™ C A™ et la projection induit un morphisme: X — X™ propre
et birationnel. Le faisceau essentiel suestM = O(0, —tna?,1,t + 1,0) si nous utilisons les
notations du paragraphe précédent pour les faisceaux aimsi que leurs restrictions®. Avec
nos définitions, nous avons égalemaft: = O(na?,na?,0,0,0).

Finalement, nous introduiso®= O((t + 1)na?, (t + 2)na?,1,0,0). D’'une part, ce faisceau
est trés ample sukt’ (ou G) et nous pouvons I'écrire*O(1) pour une immersion fermée
VX — Pg/. Nous construisons celle-ci a partir de

G (P3*)" x (Py)™ x P!

et d’'un plongement de Segre-Veronese en considérant tous les monémes de multidegré
((t + 1)na?, (t + 2)na,1) dans les coordonnées de cet espace multiprojectif. Arisiépend
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dea mais ceci est loisible puisqu'il n’intervient pas dans les constarites? etc? . Ensuite, le
morphisme donne naissance par produit tensoriel a I'injectjipnP @Nﬁfl etle lemme 3.2

assure que les images des coordonnéeE’g{e vues comme sections de, sont bien des
mondmes unitaires de multidegréa? en les coordonnées (ﬂ’%’
De plus, nous avonga ¢’ un isomorphisme

PR MO =0((t + 1)na®, 2(t + 1)na®,0, —(t +1),0) = O((t + 1)na®,0,0,0,¢ + 1)

qui nous permet de défintt comme la famille des images réciproques par cet isomorphisme des

m ) ®(t+1)
((&wer ) ev)
=1

ol 0 < k; < Ny et 0 <!’ < N3. Ce choix vérifie bienCardX = M. Pour bétirj,, nous
considérons une section globale@€3(t + 1)na?,2(t + 1)na?,0,t + 1,0) de la forme

m O O Q(t+1)
Qo o x" ) oy

=1

(avecO < ki < No, 0 < k; < n et0 <1< N3)quisoit non nulle erx. Linjection

i
j22P®M®_1;’N§;2

est alors simplement donnée par produit tensoriel avec cette section.

L'expression des éléments de(X) comme polyndmes se déduit du lemme 3.3 : nous
appliquons celui-ci aved = t + 1, les termes supplémentairesiéi®) , ..., W™ n’intervenant
gue par des mondmes. De la sorte, la hauteur des polyndmes repréggidtamest bien majorée
par|na?|s.

Tous les ingrédients apparaissant dans le théoréme de [10] sont donc réunis. Il nous reste
simplement a montrer qu’est vérifiée I'hypothése principale sur le nombre d’intersection.
Nous utilisons le résultat d’homogénéité de Vojta; signalons aussi que c’est ici qu’intervient
I'hypothéser; ¢ Zx (Q).

Soientdond =Y x --- x ¥}, un produit de sous-schémas fermés intégreX dgii contient
x, puis Z; = Y; N X pourl <i < m qui sont des sous-schémas fermésid@®ien sirZ; = Y;
donc 'adhérence d& = Z; x --- x Z,, dansG coincide avec 'adhérendédeY N U dansX
considérée dans [10] et nous devons montrer

MYy > 0 T (mia?) B
=1

Vu la valeur dé&, il suffit méme d’avoir

m

[M]dimY V> Hafdiin.
=1

Voyons d’abord pourquoi ceci est vrai si chacun dgest remplacé palr (c’est-a-dire tant dans
le membre de droite que dans la définitionelsous-jacente a celles geet M). Dans ce cas,

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



206 G. REMOND

nous avons

m—1

M3 Q) vt (Lim @ £7L5)

=1
puisqu’ici « = 3. La restriction deM a ) est donc l'image réciproque pat:) — A™!
d’'un faisceau ample. Génériqguement, ce morphisme coincide @v&c— A™! qui est
génériquement fini puisque; € Z, entraineZ,; ¢ Zx doncZ, # Zz, : ceci s'obtient grace a
une démonstration identique a celle du lemme 2.1 de [7] ou d'aprés [11, 5.1]. Ainsi nous avons
bien dans ce cgsV(|4imY . Y > 1.

L'inégalité avec les; qui nous intéressent en découle pat]4imY . ) est homogéne eny de
degré2dimY; : c’'estle résultat de [11, 85]. En fait, le théoréme 5.5 de [11] donne cette propriété
pour un faisceal , qui difféere Iégérement da1 : dans la définition d¢, au lieu de regarder
seulement lesfz; — a7, x;11 pourl <i<m — 1, P. Vojta considere tous le§z; — ajx;
pourl < i < j < m. Toutefois, ceci na pas d’'influence dans la preuve du théoréme puisque la
décomposition en somme évoquée des le début (premiére ligne, page 144) est valable dans les
deux cas.

Ainsi, en rappelantc € U'(Q) (car par définitionj, et j, sont des |som0rph|smes arn,
cfal, | <af etcd <he(wi) = hpwj(z;) (en effet nous avons suppobéu (=) > cf + co et
NOUS SavoN&can < hproj + o), le théoréme de [10] s’applique et donc

U C
D miadhproj(i) < Zth (z).

Pour combiner ceci avec le lemme 4.1, nous devons passer aux hauteurs normalisées. Pour le
membre de gauche, I'inégalit§,..; > hcan — co SUffit tandis que le lemme 4.2 ci-apres traite le

cas déehr(x). Terminons la démonstration du théoréme en admettant ce dernier. Nous avons, en
combinant les trois inégalités,

an Can :Ez ana hcan xz 00‘77(1 |

Ceci est absurde Biay () = 2¢o + c1¢}/2. Nous choisissons domrg = max(cj, 2¢o + ¢1¢/2)
et le théoréme 4.1 est établi.

LEMME 4.2. - Il existe une constani€ indépendante de (donc deu) telle que

Z hhn a Ty — 1+1x1+1) + hquad(azxz - a1+1xz+1) + |77a |C()

Démonstration. Notons

m—1

h/( ) h./\/l Z hqudd (azxz - a/H—lxz-ﬁ-l)
i=1

Ceci est une hauteur associé@@, —tna?,1,0,0) = 6*((2)Z 1 plﬁhn) donc

lim p 1h’ (pz) Z hhn a T; —a12+1xi+1).

p—+o0
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Il nous suffit alors de montreXh’(z) < h/(2x) + |na?|c}. En effet, cela donne
W (x) <27PR (2Pz) + (1 —277)|na®|c)

par récurrencey(€ N) et entraine le lemme par passage a la limite. B
Si nous désignons pat* le morphismeG — ]P’g1 déduit de notre plongement degrace a

q" (voir définition 3.2), nous pouvons écrire
h(L’(;U)) —|—an t—|— 1 proj(l'i)—i-h(bo(f(ibi))))

tandis quew(X(x)) vaut

m—1
t+1 an hproj xz _h(LO(f( t+1 Zh al‘i+ai+1f£i+1))).
=1

Comme par définitioth v (x) = h(//(z)) — h(2(x)) nous trouvons, en utilisant
(t+1)|h(e0(z0)) — |zol*| <co €t |zo —yol® + |zo + yol* = 2|z0]* + 2yo?

si 2,90 € Ao(Q), quel’(z) différe de la hauteur

#a) — Y ma?| f(a:)|”
=1

par au plustcg|na?|. Par conséquent, il est suffisant de montrer
2h (8% (x)) +2t Y miah(io(f(x:))) < h(B%(22)) + [na®|ch
=1

avec ¢j indépendant de:. Explicitons pour cela les sections définissant les hauteurs qui
apparaissent. Rappelons que nous avons un épimorphisme

m—1 t 1
@: D ()N - ®pm+z£hn
i=1 {=1e=-1
Dans 'idée de passerfg 37 (2z)), notons qué2]*® coincide avec la fleche
m—1 t 1
@ (fm) A/;%QE - ®pm+l lin

i=1 {=1e=-1

obtenue par élévation au carré de chacune des
(F7™) N = P (L% @ F M),
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D’un autre cc“)té nous avons vu que donnait, par produit tensoriel avec le faisceau

®z 1p zf £®t771

m—1 ¢ 1

* px ok ® f * ®aj
\I/5® p; TsPeﬁoa @pif T .p, Ly e (5#) o(1).

i=1 b=1e=-1

C'est cet épimorphisme qui définit(5# (x)) si 'on utilise les différentsO4," " — 5Ly
(P € Ap(Q)) déduits da,. Par suitep (37 (2z)) est définie de la méme fagon gaj* ¥

m—1

t 1
* * * % ®a? * *
Q D i1 (@270, £0) " @ 0L f (1277 o £0) ° — [ (5%)7O(1)
i=1 {=1e=-1
tandis qu’en élevant chacun des termestldau carré (comme ci-dessus) et en appliquant le

2,
produit tensoriel paQ)!” , p: f*£5*"**, nous trouvons

m—1

to1
® @ ;[ (7p, Lo © Lo)®? TPl 51%50‘5950)@2&1+1 — 0(0,2tna?,2)
i=1 (=1 e=—1

qui définit2h (5% (x)) + 2t > | niaZh(eo(f(2:))). Maintenant, ces deux épimorphismes sont
isomorphes si I'on utilise a gauche (palire Ay(Q))

(T;ﬁo X £0)®2 ~ [2]*7’;5,60

et a droite

[2]*(8%)*O(1) ~ 0(0,2tna?,2).
La compatibilité est assurée grace a la remarque ci-dessyg]sir le reste de I'action de
[2]* se faisant sur les termes €y qui ont simplement été rajoutés a gauche et a droite par
produit tensoriel. Nous pouvons donc décrire la situation de la maniére suivante : nous avons un
épimorphisme de la forme

DR -

p=1i=1

ouF,,; etF sontdes faisceaux inversibles guici v = 3t(m=1)) et nous disposons pour chaque

couple(u,i) de deux familles de sections globales Hg; engendrant ce faisceau. Les deux

hauteurs & comparer sont données par les images respectives de ces familfeslaarésultat

escompté suit : en écrivant place par place les comparaisons sur chag(iedépendantes de

a) puis en les élevant a la puissance nous aboutissons a borner la différence linéairement en
2l < |na?|/2

2| < [pa?l/2. O

Remargues- Il est possible d’expliciter;, si le plongement, est connu, par exemple dans le
cas d'un plongement théta (car il suffit de décrire les isomorphismes

®2
(TpLo® Lo) " = [2]" 5 Lo).
Notons aussi que, comme la preuve le rend clair, nous aurions pu également écrire une

comparaison dans l'autre sens (et bien sdr il n’est pas utile dans I'énoncé quetesnt ceux
définis a partir der).

4€ SERIE— TOME 36 — 2003 -N° 2



SUR LES VARIETES SEMI-ABELIENNES 209

5. Démonstration des théorémes principaux

Pour exploiter notre inégalité de Vojta, nous avons besoin d'un résultat de répartition des points
deC(T',¢). Nous le donnons dans I'énoncé suivant (élémentaire) ainsi que deux autres assertions
de méme nature utilisées dans la preuve du théoréme 1.2. Tout ceci constitue I'analogue du
lemme 2.1 de [9] avec la différence qlig, ethquaqa doivent se traiter séparément.

LEMME 5.1. —Soientl’ un sous-groupe de rangde A(Q) ete > 0 un réel.

1. Sic; etes sontdeux réels tels que > 1, c3 > 5 ete < 2—8cf2, il existe une partition de
{x €C(T,€) | hean(z) = c3} en au plug8c; + 1)*" ensembles dans chacun desquels deux
points quelconques, y vérifient

T Y 1 T Y 1
hlm( - )é— et huad< — ><_.
hean(@)  hean(y)) 1 "\ Vhcan(@)  Vhean(y))
2. Sic>1estunréelet < 2~* alors
{z€C(T,e) | hean(z) < ¢} CTyee.

3. Sip et sont des réels avee > 0, i > 0 ete < p/4u il existe une partieE de I" de
cardinal au plus(7,/z + 5)*" de sorte que

{z €T: | hean(x) <p} C | {w €Te | heanlz —y) < p/u}.
yeE

Démonstration. Pour alléger les notations, notons dans cette prefusey/hq,,. Comme
hiin €t \/ﬁquad vérifient I'inégalité triangulaire, il en va de méme deAinsi, par exemple, si
=y + z aveChcan(z) < (1 + hean(y)), NOUS avons

|f(2) = )| < VE(1+ f(v).

En particulier, si < 1 cela entraing (y) < (f(z) + v/2)/(1 — v/£). Sous les hypothéses de la
deuxiéme assertion, il vient alors sans péing, (z) < 4ce, ce qui la démontre.
A présent il faut séparer les parties linéaire et quadratique. L'ensemble

th—{ZCEA |h1m —0}

est un sous-groupe saturé A€Q) et hiin induit une norme suA(Q Q)/Hyn. Il en va de méme
pour Hyyaa = {7 € A(Q) | hquad(7) = 0} €t \/hquad SUr A(Q)/Hquaa. Ainsi

Eyin = (F/F n Hlin) QR et Equad = (F/F n Hquad) RR
Z Z

sont deux espaces vectoriels réels normés de dimensions au plus égalsud appliquons
le lemme 6.1 de [8] & la boule unité de chacun aye¢ 4¢;. Cela fournit au plug8c; + 1)”
boules dans chaque espace et nous notons respectivémgat et (y;);cs leurs centres. Si
F; ; désigne I'ensemble

X

1 x€X 1
C(T,e) | hean(z) = e3, hiin| 7= — i | < s— et hquad | = — ¥ | < =5 ¢>
{IE e )=l <hcan($) x) 2ep O d(f(w) yj) 4cf}
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la premiére assertion sera acquise si nous montrons que ces ensembles recouvrent
{z € C(T,€) | hcan(x) = c3}. Soit doncz un élément d& (T, &) aveChcan(z) > c3 que nous
écrironse =y + z avecy € I' ethean(z) < (1 + hean(y)). En calculant comme plus haut, nous
trouvons que:s > 5 entrainef (y) > 2 puis

£@) = F0 < SVEFW) et [hean(®) — hean(0)] < oBhean(v)
Ceci assure
T Y hean(2) + [hean () — hean (Y)] 1
hlin <hCan (CE) a hcan (y)) s hcan (y) < 4\/5 < E
et

— 1
m( r Yy ><f(2)+|f($) f(y)|<4\/g<_.
f(@)  f(y) f() 4ey
D’un autre coté, les élémengghcan(y) € Eiin €ty/ f(y) € Equaa appartiennent chacun a I'une
des boules obtenues, c’est-a-dire qu'il existel etj € J avec

Yy 1 Yy 1
hlin<7_$i> <— et huad<—_y’) <—
hean(y) dcq 4 f(y) ! 166%

En combinant avec les relations précédentes, nous trouvons bidn ;.

Pour la troisieme assertion, notafis= {y € I' | f(y) <,/p+ +/c}. Nous appliquons le lemme
6.1 de [8] de maniére imbriquée : d’abord & 'image HedansEy;, avecy = 3(2/m + 1)%.
Comme cette image est incluse dans la boule centrée a l'origine et de gélyenl /2,/n)?,
nous obtenons une famille de bou(d,);c; de rayornp/12u. Si B, désigne I'image réciproque
de B; dansF, nous réappliquons le méme lemme, pour chaqael'image deB; dansEq,aq
avecy = v/3(2,/z + 1). En raisonnant de méme, nous trouvons donc une famille de boules de
rayon./p/12u. Soit alorsE une partie d&" dont I'image est formée de la famille des centres
de ces boules et montrons qu’elle convient.

Siz € T'. aveche., () < p, NOuUs écrivons a nouveau= y + z avecy € I' et, ici, hean(2) < €.
Choisissons tel quey € B; puisy, € E tel queyy € B} ethquaa (¥ —y0) < p/12u. En transitant
par le centre dés., il vient hy, (v — o) < (p/12u) + (p/121) < p/61 €t donc

hean(y — yo) < p/4p.

Finalementican (2 — y0) = hean(y — %o + 2) < p/p. Ceci montre l'inclusion de I'énoncé et la
définition deF est telle que I'on peut choisir

Card E< (6(2y+1)"+1)" (2v3(2ya+1) +1)" < (2V3(2yi+1) +1)”
<(tyr+5)7. O

La prem_iére assertion de ce lemme réunie au théoréme 4.1 assuhg,guest bornée sur
(X \ Zx)(Q)nc(r,278¢ %), pour la valeur de; donnée par le théoréme. D’aprés la seconde
assertion, nous pouvons donc écrire désqgge—Sc;

(X\Zx)(Q)NC(T,e) CTee
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pour une certaine constante- 0. Pour aboutir au théoréme 1.2, il suffit donc d’établir la finitude
de

(X \ ZX)(@) N {,T el. | hcan(x) < /)}

pour p fixé ete > 0 assez petit. Cela résulte alors de la troisiéme assertion du lemme en
choississanj: de sorte quep/i < ¢(X — y) pour touty € T puise < p/4p (nous utilisons
ZXfy = ZX - y)

Démontrons pour terminer le théoreme 1.1. Dans le cadre de celuiLi $t X le résultat
devient évident. Sinodim Stab(X) > 0 et en posanB = Stab’(X), qui est une sous-variété
semi-abélienne del, et X' = X/B — A/B, nous avonZx. # X’. Si I" désigne encore
limage deT dans(A/B)(Q), il est suffisant d’établir que I'image dE. est incluse dans

I, pour un certain > 0 indépendant de (puisque I'image deX (Q) NT'. sera incluse dans

X'(Q) NI, qui n'est pas dense dai§' poure assez petit). Or cela résulte du lemme suivant
qui clét donc la démonstration.

LEMME 5.2.-Si B est une sous-variété semi-abéliennedet i, une hauteur canonique

sur (A/B)(Q), il existe u > 0 tel que hl,,(z') < phean(z) pour toutz € A(Q) d'image
' e X'(Q).

Démonstration. -Notons By la sous-variété abélienne d&) image deB etU =B N T
le sous-tore du tord” = Ker(A — Ay) noyau deB — B, de sorte & avoir un diagramme
commutatif

0 0 0
0 U B By 0
0 T A Ao 0
0 T/U A/B Ao/By—=0
0 0 0

Le morphismed — A/B se dévisse ed — A/U suivide A/U — A/B et par conséquent il
suffit d’établir le lemme dans les cas extrémes ou I'un des deux gr@tpesB, est trivial.

Si U est trivial, c’est-a-dire sB ~ By, nous constatons que les restrictions désa By sont
triviales. D'apreés la suite exacte duale

0 — Pic’(Ag/By) — Pic(4g) — Pic’(By) — 0,

ces faisceaux proviennent donc de/ B, et il suit finalement qu¢éA — A/B)* L}, ~ Liin.
Pour les hauteurs, il y a donc une égalifg (z') = hin () tandis que dangy — Ay /By nous
avons bien une inégalité de la forrhglad(:c’) < phguad ().

Si maintenantB,, est triviale, il y a bien sdr égalité des hauteurs de Néron-Tate et donc
Rl 2q(®") < hquaa(z). D’'un autre coté I'extensiom/B = A/U de Ay est associée a des

quad

ANNALES SCIENTIFIQUES DE LECOLE NORMALE SUPERIEURE



212 G. REMOND

faisceaux
®b
My, = ® M,

avecl < ¢ <t =rang(T/U) etb, € Z. En revenant alors a la définition dg,,, il vient

(voir aussi le lemme 6.1 de [9] ou est traité explicitement le4as-0). O
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