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APPROXIMATION DIOPHANTIENNE
SUR LES VARIÉTÉS SEMI-ABÉLIENNES

PAR GAËL RÉMOND

RÉSUMÉ. – Nous prouvons l’énoncé suivant. SoientA une variété semi-abélienne surQ̄, h une hauteur
canonique surA(Q̄) et X un sous-schéma fermé intègre deA qui n’est pas le translaté d’une sous-vari
semi-abélienne. PourΓ une partie deA(Q̄) et ε un réel, on noteΓε l’ensemble formé des sommesx + y
avecx ∈ Γ eth(y) � ε. SiΓ est un sous-groupe de rang fini deA(Q̄) alors il existeε > 0 tel queX(Q̄)∩Γε

n’est pas dense dansX. Ceci démontre la conjecture Mordell-Lang plus Bogomolov de B. Poonen.
obtenons ce théorème à partir de la propriété de Bogomolov démontrée par S. David et P. Philippo
à-dire le casΓ = 0) grâce à une inégalité de Vojta généralisée.

 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. – Let A be a semi-abelian variety over̄Q, Γ a subgroup ofA(Q̄) of finite rank andX
a subvariety ofA which is not a translate of a semi-abelian subvariety ofA. Work by P. Vojta and
M. McQuillan shows thatX(Q̄) ∩ Γ is not dense inX. B. Poonen has then conjectured that the s
remains true ifΓ is replaced by a fatteningΓε = {x + y | x ∈ Γ, h(y) � ε} for a certainε > 0 whereh is
a canonical height. B. Poonen and S. Zhang have shown independently this to hold whenA is almost split.
On the other hand, the statement contains the Bogomolov property (withΓ = 0) now proven by S. David
and P. Philippon. In this paper, we prove Poonen’s conjecture for anyA. We also consider the slightly mo
general setsC(Γ, ε) = {x + y | x ∈ Γ, h(y) � ε(1 + h(x))} instead ofΓε. We use the caseΓ = 0 as well
as a generalized Vojta inequality.

 2003 Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Résultats

SoientA une variété semi-abélienne surQ̄ et hcan :A(Q̄)→ R une hauteur canonique (le
définitions sont précisées plus bas). LorsqueΓ est une partie deA(Q̄) et ε un réel, nous
définissons :

Γε =
{
x+ y | x ∈ Γ, y ∈A(Q̄) et hcan(y)� ε

}
et

C(Γ, ε) =
{
x+ y | x ∈ Γ, y ∈A(Q̄) et hcan(y)� ε

(
1+ hcan(x)

)}
.

Le premier résultat que nous établissons avait été conjecturé par B. Poonen (voir
montré dans le cas particulier oùA est isogène au produit d’un tore par une variété abélie
indépendamment par B. Poonen et S. Zhang (voir [12]).

THÉORÉME 1.1. – SiΓ est un sous-groupe de rang fini deA(Q̄) et siX est un sous-schém
fermé intègre deA qui n’est pas le translaté d’une sous-variété semi-abélienne deA alors il
existeε > 0 tel queX(Q̄)∩ Γε n’est pas dense dansX .
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192 G. RÉMOND

Il est facile de voir que cet énoncé devient faux si l’on remplaceΓε par C(Γ, ε) : dès que
dimStab(X)> 0, il suffit de choisirΓ⊂ Stab(X)(Q̄) non de torsion pour queX(Q̄)∩ C(Γ, ε)
soit dense dansX . Si nous associons àX l’union ZX des translatés de sous-variétés semi-
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abéliennes non nulles deA qu’il contient, l’hypothèsedimStab(X) > 0 est équivalente
ZX = X . Il est donc raisonnable d’espérer un résultat pourX(Q̄) ∩ C(Γ, ε) seulement s
ZX �=X . Nous allons en fait montrer le

THÉORÉME 1.2. – SiΓ est un sous-groupe de rang fini deA(Q̄) et siX est un sous-schém
fermé intègre deA alors il existeε > 0 tel que(X \ZX)(Q̄) ∩ C(Γ, ε) est fini.

Si A est un tore, on consultera [4, th. 1.7] qui donne une précision quantitative surε ; si de
plusdimX = 1, nous donnons dans [9] un résultat entièrement explicite. Dans le cas oùA est
une variété abélienne, un énoncé voisin figure dans [12, 1.3] mais omet l’hypothèseZX �= X
nécessaire pour avoir la non-densité.

La majeure partie de l’article est en fait consacrée à la preuve d’une inégalité de
suffisamment explicite, analogue à celles de [7] et [9], qui permet de montrer que, so
hypothèses du théorème 1.2, il existeε > 0 tel quehcan est bornée sur l’ensemble(X \ZX)(Q̄)∩
C(Γ, ε). Pour conclure il nous faut des informations sur les points de petite hauteur.

Rappelons que lorsqueΓ = 0 le théorème 1.1 devient une « propriété de Bogomolov » q
été démontrée dans différents cas particuliers par E. Ullmo, S. Zhang et A. Chambert-Lo
en toute généralité par S. David et P. Philippon (voir [3]). En conséquence, siq(X) désigne le
maximum des réelsq tels que l’ensemble

{
x∈ (X \ZX)(Q̄) | hcan(x)� q

}
soit fini, nous avonsq(X)> 0 pour toutX . Par la méthode des variétés déterminantes introd
par H.-P. Schlickewei appliquée comme dans [1, pp. 789–792], cela entraîne que l’o
minorerq(X) en fonction seulement dedegX et dimX . Pour recouvrir les points de haute
bornée par de tels ensembles, nous utiliserons le résultat d’uniformité (faible) qui s’en dé
savoir quemin{q(X + y) | y ∈ Γ}> 0.

Après avoir introduit les variétés semi-abéliennes et les hauteurs canoniques (paragrap
cœur du travail consistera en l’établissement du théorème 4.1. Cet énoncé constitue une
de Vojta au sens de [7] et est par conséquent très voisin du résultat établi par P. Voj
démontrer la finitude de(X \ ZX)(Q̄) ∩ Γ lorsqueΓ est de type fini (voir [11, §4]). Toutefois
nous précisons dans notre version que les constantes intervenant sont indépendantes d
de définition, ce qui est crucial pour passer àC(Γ, ε) (voir paragraphe 5).

De plus, la démarche adoptée diffère sensiblement de celle de [11]. Ici, nous nous appu
l’inégalité de [10]. Celle-ci donne une comparaison de hauteurs assez générale (en pa
il n’y est pas question de groupes algébriques mais d’un schéma projectif muni de fai
vérifiant certaines conditions) prouvée avec les méthodes de [7]. Ainsi intervient notam
un complexe de Faltings dont le terme médian est une somme de faisceaux inversiblesamples.
Par suite, nous travaillons avec la même compactification deAm que dans [11] mais l’essenti
au paragraphe 3 sera de construire un faisceau inversible ample convenable sur celle-
variante dans la méthode apparaît déjà dans [9], où est traité le cas oùA est un tore, que l’on
pourra consulter pour une description plus simple. En revanche, lorsque nous montrer
sont réunies toutes les conditions d’application du résultat de [10] (voir paragraphe 4)
utiliserons le théorème d’homogénéité du nombre d’intersection de [11, 5.5].

Enfin au dernier paragraphe nous établissons les théorèmes 1.1 et 1.2.
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SUR LES VARIÉTÉS SEMI-ABÉLIENNES 193

2. Variétés semi-abéliennes

Nous fixons une fois pour toutes un entiert � 0, une variété abélienneA0 sur Q̄ et

:

Le fait
us
ns dans

s
ts

à [11,

e

M1, . . . ,Mt des éléments dePic0(A0).
Pour chaque
 avec1� 
 � t, nous avons donc un isomorphisme canonique

s∗M� ⊗ ν∗M� 
 p∗1M� ⊗ p∗2M�

où s, ν, p1, p2 :A0 ×A0 → A0 désignent respectivement l’addition deA0, la flèche nulle et les
deux projections (voir [5, p. 74]). Pourn ∈ Z, si [n] :A0 → A0 désigne la multiplication parn,
un isomorphisme canonique

[n]∗M� ⊗ [0]∗M⊗n−1
� 
M⊗n

�

s’en déduit. Si nous fixons une trivialisation deM� en l’élément neutre0 : Spec Q̄ →A0 c’est-
à-dire un isomorphisme0∗M� 
OSpec Q̄, nous obtenons des isomorphismes

s∗M� 
 p∗1M� ⊗ p∗2M� et [n]∗M� 
M⊗n
�

bien déterminés.
Nous associons aux données ci-dessus un schéma en groupesA surQ̄ de la manière suivante

pour toutQ̄-schémaS, l’ensembleHomQ̄(S,A) est formé des(t+ 1)-uplets(g,ϕ1, . . . , ϕt) où
g ∈HomQ̄(S,A0) etϕ� : g∗M�

∼→OS est un isomorphisme pour tout
, 1� 
 � t. Sa structure
de groupe abélien est donnée par :

(g,ϕ1, . . . , ϕt) + (h,ψ1, . . . , ψt) =
(
s ◦ (g, h), χ1, . . . , χt

)
où (g, h) :S →A0 ×A0 est le morphisme produit etχ� la composée

(
s ◦ (g, h)

)∗M� 
 (g, h)∗(p∗1M� ⊗ p∗2M�)
 g∗M� ⊗ h∗M�
ϕ�⊗ψ�−→ OS ⊗OS 
OS .

Il est clair que ceci donne bien un groupe (le neutre se déduit des trivialisations fixées).
que le foncteur ainsi décrit est représentable par un schémaA ne pose pas de difficultés. No
pouvons le montrer en le réalisant comme ouvert de la compactification que nous utilisero
la suite à savoir

Ā=
t×

�=1A0

P(OA0 ⊕M�).

En effet, un élément deHomQ̄(S, Ā) consiste eng ∈ HomQ̄(S,A0) et en des quotient
inversibles deOS ⊕ g∗M� pour 1 � 
 � t. Par suite,HomQ̄(S,A) correspond aux élémen
pour lesquels, quel que soit
, les composées de chacune des injectionsOS →OS ⊕ g∗M� et
g∗M� →OS ⊕ g∗M� avec le quotient sont des isomorphismes.

Il apparaît maintenant que le schéma en groupesA ainsi défini est une extension deA0 par
le toreGt

m. Sur le fait que toute variété semi-abélienne s’obtient ainsi, on se reportera
lemme 2.2]. Qu’il nous suffise ici de travailler avec un telA.

Nous noteronsf : Ā → A0 le morphisme structural etκ� :OĀ ⊕ f∗M� → L� des quotients
universels (c’est-à-dire que(f,κ1, . . . , κt) décrit idĀ). Si n ∈ Z, la multiplication parn surA
est encore notée[n] ainsi que l’unique extension de ce morphisme enĀ→ Ā. Cette dernière s
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194 G. RÉMOND

définit simplement en associant àL� un quotient deOĀ ⊕ f∗M⊗n
� ; pourn < 0 il faut échanger

les facteurs ce qui fait que[n]∗L� 
L⊗n
� si n � 0 et [n]∗L� 
L⊗−n

� ⊗ f∗M⊗n
� si n � 0.

Il ressort de ceci que le faisceau inversible symétrique associé auxL� sera :

),

enant

. De
noncés
t

nce

e

Llin =
t⊗

�=1

L� ⊗ [−1]∗L� =
t⊗

�=1

L⊗2
� ⊗ f∗M⊗−1

�

qui a la propriété de «linéarité» que[n]∗Llin 
L⊗|n|
lin pour toutn ∈ Z. En conséquence (voir [6]

si hLlin est une hauteur de Weil quelconque associée àLlin, la limite

hlin(x) = lim
n→+∞

1
n
hLlin

(
[n]x

)
existe pour toutx ∈ Ā(Q̄), diffère dehLlin(x) par une quantité bornée et vérifie

hlin

(
[n]x

)
= |n|hlin(x)

pour toutn ∈ Z.
Le faisceauLlin n’est bien entendu pas ample et il nous faut rajouter une hauteur prov

de la base. Soit doncL0 un faisceau inversible très ample et symétrique surA0 tel que
Γ(A0,L0)⊗n → Γ(A0,L⊗n

0 ) est surjectif pour toutn � 1. Nous désignons par| · |2 la hauteur de
Néron-Tate associée àL0 surA0(Q̄).

DÉFINITION 2.1. – La hauteur canonique d’un pointx ∈ Ā(Q̄) est

hcan(x) = hlin(x) + (t+1)
∣∣f(x)∣∣2.

Le coefficient (t + 1) intervient pour des raisons techniques et non fondamentales
toute manière, le choix précis de la hauteur n’a pas d’influence sur la validité des é
du paragraphe précédent. En effet, sih′

can est une hauteur canonique surA(Q̄) obtenue soi
comme ci-dessus avec des choix différents soit comme dans [6], il existe un réelµ � 1 tel que
µ−1hcan � h′

can � µhcan. Ainsi, par exemple, nous avonsC′(Γ, µ−2ε) ⊂ C(Γ, ε) si ces deux
ensembles sont définis avech′

can ethcan respectivement (voir aussi [6, §4] pour l’indépenda
par rapport à la hauteur de l’énoncé du théorème 1.1).

Pour la suite, il est commode de disposer d’un plongement explicite deĀ dans un espac
projectif relié à la hauteur choisie. Tout d’abord, puisque deκ� se déduit un épimorphisme

κ′
� :OĀ ⊕ f∗M� ⊕ f∗M⊗−1

� →L⊗2
� ⊗ f∗M⊗−1

� ,

il est naturel de considérer le morphisme de Veronese

P(OA0 ⊕M�) ↪→ P
(
S2(OA0 ⊕M�)

)
= P

(
OA0 ⊕M� ⊕M⊗2

�

)

 P

(
OA0 ⊕M� ⊕M⊗−1

�

)
de sorte que par l’immersion fermée

Ā ↪→
t×

�=1A0

P
(
OA0 ⊕M� ⊕M⊗−1

�

)

l’image réciproque du faisceau inversible naturel soitLlin.
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Par ailleurs, par amplitude deL0, il existe des pointsP1, . . . , Pt deA0(Q̄) tels que

M� 
 τ∗ L0 ⊗L⊗−1

ns de

e

la

voir que

n
tudiée

ent

te. Si

a

P� 0

(voir [5], théorème 1 p. 77) oùτP :A0 → A0 désigne la translation par un pointP . Ainsi
M� ⊗ L0 est très ample. Si nous fixons un épimorphismeOA0

n+1 → L0 (c’est-à-dire un
plongementι0 :A0 ↪→ Pn

Q̄
) qui soit un isomorphisme sur les sections globales, nous disposo

OA0
n+1 →M� ⊗L0 par translation et, de même,OA0

n+1 →M⊗−1
� ⊗L0 puisque

M⊗−1
� 
 τ∗[−1]P�

L0 ⊗L⊗−1
0 .

Alors

P
(
OA0 ⊕M� ⊕M⊗−1

�

)

 P

(
L0 ⊕ (M� ⊗L0)⊕

(
M⊗−1

� ⊗L0

))
↪→ P

(
OA0

3n+3
)

A0 × P3n+2

Q̄

est une immersion fermée ainsi donc que

Ā ↪→
(
P3n+2

Q̄

)t ×A0 ↪→
(
P3n+2

Q̄

)t × Pn
Q̄
↪→ P

3t(n+1)t+1−1

Q̄

en faisant usage deι0 puis d’un morphisme de Segre. NotonsN = 3t(n + 1)t+1 − 1 et
ι1 : Ā ↪→ PN

Q̄
cette immersion. Ce sera le plongement privilégié deĀ. La construction est tell

queι∗1O(1) 
 Llin ⊗ f∗L⊗(t+1)
0 donc il existe une constante que nous désignerons parc0 telle

que ∣∣hcan(x)− hproj(x)
∣∣� c0

pour toutx ∈ Ā(Q̄) si hproj = h ◦ ι1 désigne la hauteur induite par le plongementι1. Quitte à
augmenter cette constante, nous supposerons également que(t+1)|h(ι0(x0))−|x0|2| � c0 pour
toutx0 ∈A0(Q̄).

A titre de remarque sur la définition de la hauteur, il faut noter quehlin est positive surA(Q̄).
En effet, le produit desκ′

� fournit une section globaleOĀ → Llin qui ne s’annule pas surA.
Il s’ensuit que toute hauteur de WeilhLlin est minorée surA(Q̄) et, par passage à la limite,
positivité dehlin en découle.

Nous aurons besoin d’une dernière propriété générale des hauteurs introduites, à sa
hlin vérifie l’inégalité triangulaire surA(Q̄). Ceci n’est pas immédiat car, contrairement à[n],
l’addition deA ne s’étend pas en un morphismeĀ× Ā→ Ā. Il faut donc raisonner à partir d’u
éclatement deA2 et nous verrons cela comme cas particulier de la situation plus générale é
au paragraphe suivant.

Dorénavant, siX est un schéma sur̄Q et q un entier, nous noterons systématiquem
pi :Xq →X la i-ème projection pour1� i � q.

Signalons encore ici nos conventions pour les multi-indices utilisées dans toute la suia
est un élément deZm, de coordonnéesa1, . . . , am, le symbole|a| désignea1 + · · ·+ am. Nous
introduisons également un élément fixéη ∈ Zm, tel queη1 = ηm = 1 et ηi = 2 si 1 < i < m.
Le cas échéant, un élémentd ∈ Z sera identifié à(d, . . . , d) ∈ Zm. Enfin nous employons l
multiplication coordonnée par coordonnée surZm ; par exemple, sia ∈ Zm, |3ηa2| vaudra
3a2

1+ 6a
2
2 + · · ·+ 6a2

m−1+ 3a
2
m.
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196 G. RÉMOND

3. Compactification deAm

Pour ce paragraphe, nous fixons un entierm � 2 et a ∈ (N \ {0})m. A ces données, nous

e cas
n à la
eau

e

s
,
s à
e

l
-

e

es
ir

a

associons deux morphismesα,β :Am →Am−1 définis sur les points par

α(x1, . . . , xm) = (aixi − ai+1xi+1)1�i�m−1

et

β(x1, . . . , xm) =
(
a2
ixi − a2

i+1xi+1

)
1�i�m−1

.

Un morphisme défini commeα est au cœur de la méthode de Vojta–Faltings tant dans l
abélien (voir [7]) que torique (voir [9]). Ici, comme dans [11], nous avons toutefois besoi
fois deα et deβ pour respecter l’homogénéité. En effet, nous allons travailler avec le faisc

M= α∗
(m−1⊗

i=1

p∗i f
∗L0

)⊗(t+1)

⊗ β∗
(m−1⊗

i=1

p∗iLlin

)

qui présente bien une homogénéité de degré 2 ena : si a est remplacé parda pour d ∈ N, il
devientM⊗d2

.
Afin de pouvoir manipuler une hauteur associée àM sur A(Q̄)m, il nous faut étendre c

faisceau à une compactification deAm. Celle dont nous disposons déjà, à savoirĀm, convient
pour la partie provenant deα car le morphismefm−1 ◦α :Am →Am−1

0 s’étend sans problème
enĀm →Am−1

0 (il suffit d’écriref(aixi − ai+1xi+1) = aif(xi)− ai+1f(xi+1)). En revanche
la seconde partie de notre faisceau ne s’étend pas, en général, àĀm. Nous sommes donc amené
considérer une compactificationad hoc, dépendant en particulier dea : c’est la principale sourc
de difficultés car nous devons assurer malgré cela que l’homogénéité ena se conserve.

DÉFINITION 3.1. –SoientG le graphe deβ, sous-schéma fermé deA2m−1, et Ḡ son
adhérence dans̄A2m−1. Soient encoreβ0 :Am

0 →Am−1
0 le morphisme défini commeβ par

β0(x1, . . . , xm) =
(
a2
ixi − a2

i+1xi+1

)
1�i�m−1

,

G0 son graphe, fermé deA2m−1
0 , et G l’image réciproque deG0 par le morphisme structura

f2m−1 : Ā2m−1 → A2m−1
0 . Finalement, soit̄β : Ḡ→ Ām−1 le morphisme induit par la projec

tion Ā2m−1 → Ām−1 sur lesm− 1 derniers facteurs.

Bien entendu,G 
 Am (par lesm premières projections) et,via cet isomorphisme,̄β étend
bienβ. Par ailleurs, commeβ0 ◦ fm = fm−1 ◦ β, nous avonsG⊂ G et donc des inclusions d
sous-schémas fermés̄G⊂ G ⊂ Ā2m−1.

Nous désirons maintenant plonger la compactificationḠ obtenue dans un produit d’espac
projectifs de façon queM s’obtienne à partir de faisceauxO(1). La manière naïve – à part
d’un plongement dēA2m−1 – ne convient pas car nous ne pouvons pas utiliser le faisceauf∗L0

sur les derniers facteurs puisque cela ferait apparaîtrevia β̄ des termes enL⊗a4
i

0 . Nous pouvons
contourner ce problème en nous restreignant àG (c’est la raison de l’introduction de ce schém
intermédiaire).

LEMME 3.1. –Il y a un isomorphisme

G 
 Ām ×
Am

0

t×
�=1

m−1×
i=1

P
(
OAm

0
⊕
(
p∗iM

⊗a2
i

� ⊗ p∗i+1M
⊗−a2

i+1
�

))
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tel que d’une part la projectionG → Ām qui s’en déduit coïncide avec la restriction àG de
la projection Ā2m−1 → Ām sur lesm premiers facteurs et d’autre part siπi,� désigne pour
1� i � m− 1 et1� 
 � t la projection

s
,

s

ème

ée
G → P
(
OAm

0
⊕
(
p∗iM

⊗a2
i

� ⊗ p∗i+1M
⊗−a2

i+1
�

))
alorsπ∗

i,�O(1)
 p∗m+iL� oùpm+i : Ā2m−1 → Ā.

Démonstration. –Ceci découle de l’isomorphisme crucial surG0

p∗m+iM� 
 p∗iM
⊗a2

i

� ⊗ p∗i+1M
⊗−a2

i+1
�

pour1� i � m− 1 et 1� 
 � t qui est conséquence deM� ∈ Pic0(A0). En effet, la définition
deG montre que, pour un̄Q-schémaS quelconque, un élément deHomQ̄(S,G) correspond à un
morphismeg :S →G0 et à une famille d’épimorphismes pour1� i � 2m− 1 et1� 
 � t

OS ⊕ g∗p∗iM� →Qi,�

oùQi,� est inversible. Dans cette description, nous remplaçonsp∗m+iM� par la formule ci-dessu
et, comme alors n’apparaissent plus que les projections deA2m−1

0 sur sesm premiers facteurs
nous voyonsg comme morphismeS → Am

0 via l’isomorphismeG0 
 Am
0 donné par cesm

projections. De la sorte,G est bien présenté comme le produit fibré au-dessus deAm
0 d’une part

de la famille desP(OAm
0
⊕ p∗iM�) pour1� i � m et 1 � 
 � t (dont le produit formeĀm) et

d’autre part de la famille des

P
(
OAm

0
⊕
(
p∗iM

⊗a2
i

� ⊗ p∗i+1M
⊗−a2

i+1
�

))
pour 1 � i � m − 1 et 1 � 
 � t. La formule donnantπ∗

i,�O(1) est alors claire puisque de
épimorphismes structuraux sur̄A2m−1

OĀ2m−1 ⊕ p∗i f
∗M� → p∗iL�

pour1� i � 2m− 1 et 1� 
 � t nous déduisons surG par restriction

OG ⊕
(
f∗p∗iM

⊗a2
i

� ⊗ f∗p∗i+1M
⊗−a2

i+1
�

)
→ p∗m+iL�

pour1 � i � m − 1 et 1 � 
 � t qui constituent bien les quotients universels sur la deuxi
famille de facteurs. ✷

Pour alléger, nous notons dorénavant surAm
0 pour1� i � m− 1 et1� 
 � t

Ni,� = p∗iM
⊗a2

i

� ⊗ p∗i+1M
⊗−a2

i+1
� .

Afin de plongerP(OAm
0
⊕Ni,�) nous imitons le procédé qui nous a fourni l’immersion ferm

P(OA0 ⊕M�) ↪→A0 × P3n+2
Q̄

au paragraphe précédent. Tout d’abord, de l’isomorphisme

S2(OAm
0
⊕Ni,�)⊗N⊗−1

i,� 
OAm
0
⊕Ni,� ⊕N⊗−1

i,� ,
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nous déduisons une immersion ferméevi,� (de Veronese)

P(OAm
0
⊕Ni,�) ↪→ P

(
S2(OAm

0
⊕Ni,�)

)

 P

(
OAm

0
⊕Ni,� ⊕N⊗−1

i,�

)
.

e cas de
De cette façon, nous avons surG

π∗
i,�v

∗
i,�O(1)
 (p∗m+iL�)⊗2 ⊗ (fm)∗N⊗−1

i,� 
 p∗m+i

(
L⊗2
� ⊗ f∗M⊗−1

�

)
oùfm :G →Am

0 . Nous utilisons ensuite

P
(
OAm

0
⊕Ni,� ⊕N⊗−1

i,�

)

 P

((
OAm

0
⊕Ni,� ⊕N⊗−1

i,�

)
⊗ p∗iL

⊗a2
i

0 ⊗ p∗i+1L
⊗a2

i+1
0

)
qui permet de faire apparaître un faisceau engendré par ses sections globales car c’est l

Ni,� ⊗ p∗iL
⊗a2

i
0 ⊗ p∗i+1L

⊗a2
i+1

0 
 p∗i (M� ⊗L0)⊗a2
i ⊗ p∗i+1(M⊗−1

� ⊗L0)⊗a2
i+1


 p∗i τ
∗
P�
L⊗a2

i
0 ⊗ p∗i+1τ

∗
−P�

L⊗a2
i+1

0

et nous avons grâce àι0 des épimorphismes

OA0
n+1 → (τ∗P�

L0)⊗a2
i et OA0

n+1 → (τ∗−P�
L0)⊗a2

i+1

qui fournissent

OA0
(n+1)2 →Ni,� ⊗ p∗iL

⊗a2
i

0 ⊗ p∗i+1L
⊗a2

i+1
0 ;(3.1)

de manière absolument analogue (en échangeantP� et−P�) nous obtenons un épimorphisme

OA0
(n+1)2 →N⊗−1

i,� ⊗ p∗iL
⊗a2

i
0 ⊗ p∗i+1L

⊗a2
i+1

0 .(3.2)

En utilisant encore le plus évident

OA0
(n+1)2 → p∗iL

⊗a2
i

0 ⊗ p∗i+1L
⊗a2

i+1
0 ,(3.3)

nous trouvons une immersion fermée

P
(
OAm

0
⊕Ni,� ⊕N⊗−1

i,�

)
↪→ P

(
OAm

0

3(n+1)2
)

Am

0 × P
3(n+1)2−1

Q̄
.

Nous avons donc abouti à une immersion fermée

wi,� :P(OAm
0
⊕Ni,�) ↪→ P

(
OAm

0

3(n+1)2
)

Am

0 × P
3(n+1)2−1

Q̄

telle que

π∗
i,�w

∗
i,�O(1)
 p∗m+i

(
L⊗2
� ⊗ f∗M⊗−1

�

)
⊗ p∗i f

∗L⊗a2
i

0 ⊗ p∗i+1f
∗L⊗a2

i+1
0 .

Nous faisons maintenant le produit suri et 
 ; si N1 = (3t(n+ 1)2t)m−1 − 1 ceci fournit grâce
au lemme un plongement

G ↪→ Ām × P
N1
Q̄
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tel que l’image réciproque du faisceauO(1) du deuxième facteur est

(m−1⊗ ) ( m⊗ ⊗tη a2
)

t

e

,

e liberté
ersion

n

ents
i=1

p∗m+iLlin ⊗
i=1

p∗i f
∗L i i

0 .

Notre but est donc atteint : nous avons exprimé le produit des faisceauxp∗m+iLlin (qui se restrein

sur Ḡ en β̄∗⊗m−1
i=1 p∗iLlin) en termes d’unO(1) et de faisceaux correctifs provenant deĀm et

quadratiques ena. Si nous réinterprétons la construction, nous avons utilisé l’épimorphism

Φ:
m−1⊗
i=1

t⊗
�=1

OG ⊕
(
fm
)∗Ni,� ⊕

(
fm
)∗N⊗−1

i,� →
m−1⊗
i=1

p∗m+iLlin

(indépendant deL0) puis effectué le produit tensoriel avec
⊗m

i=1 p
∗
i f

∗L⊗tηia
2
i

0 donnant, disons
Ψ. La source deΨ possède alors des sections globales qui l’engendrent provenant de

OA0
n+1 →L0

(et bâties à l’aide des épimorphismes (3.1), (3.2) et (3.3)) et finalement nous définissonsG → P
N1
Q̄

grâce aux images de ces sections parΨ.
Pour fixer un plongement multiprojectif deG, il reste à en choisir un pour̄Am. Nous tirons bien

sûr parti des définitions du paragraphe précédent mais nous avons besoin d’un peu plus d
(pour gérer les termes correctifs évoqués plus haut). Aussi n’utiliserons-nous pas l’imm
ι1 : Ā ↪→ PN

Q̄
mais plutôt l’étape antérieure qu’est

Ā ↪→ P
N2
Q̄

× Pn
Q̄

oùN2 = (3n+3)t− 1. Rappelons que l’image réciproque deO(1) sur le premier (resp.second)
facteur est isomorphe àLlin ⊗ f∗L⊗t

0 (resp. f∗L0) et queι1 s’obtient à partir de là par u
plongement de Segre.

DÉFINITION 3.2. – Nous considérons le plongement

G ↪→
(
P
N2
Q̄

)m ×
(
Pn

Q̄

)m × P
N1
Q̄

et, si q1, . . . , qm, q′1, . . . , q
′
m, q′′ désignent respectivement les projections sur les différ

facteurs de ce produit, nous notons pourb, b′ ∈ Zm et b′′ ∈ Z

O(b, b′, b′′) =
m⊗
i=1

(
q∗i O(bi)⊗ q′i

∗O(b′i)
)
⊗ q′′

∗O(b′′).

Grâce à cette notation abrégée, nous pouvons écrire surG

O(0,1,0)

m⊗
i=1

p∗i f
∗L0, O(1,−t,0)


m⊗
i=1

p∗iLlin et

O
(
0,−tηa2,1

)



m−1⊗
i=1

p∗m+iLlin.
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Nous nous tournons à présent versḠ. Le lemme ci-dessous contient le dernier fait essentiel de
ce paragraphe.

¯

)

vons un

cas la
LEMME 3.2. – Il existe surG un morphisme de faisceaux

ξ :O(0,0,1)→O
(
ηa2,0,0

)
dont la restriction àG est un isomorphisme et par lequel l’image d’une coordonnée deP

N1
Q̄

(vue comme section globale deO(0,0,1)) est un monôme unitaire de multidegréηa2 en les
coordonnées de(PN2

Q̄
)m.

Démonstration. –Par restriction des épimorphismes structuraux deG (voir lemme précédent
nous avons sur̄G des épimorphismes

ϕi,� :OḠ ⊕ p∗i f
∗M� → p∗iL�

et

ψi,� :OḠ ⊕ (fm)∗Ni,� → p∗m+iL�

pour1� 
 � t et respectivement1� i � m ou1� i � m− 1 (rappelons que

(fm)∗Ni,� 
 p∗m+if
∗M�).

Par produit tensoriel avecp∗i f
∗M⊗−1

� nous obtenons

ϕ′
i,� :OḠ ⊕ p∗i f

∗M⊗−1
� → p∗iL� ⊗ p∗i f

∗M⊗−1
�

qui n’est autre que[−1]∗ϕi,�. Si nous restreignons alors

ϕ
⊗a2

i

i,� ⊗ ϕ′
i+1,�

⊗a2
i+1 :

(
OḠ ⊕ p∗i f

∗M�

)⊗a2
i ⊗

(
OḠ ⊕ p∗i+1f

∗M⊗−1
�

)⊗a2
i+1

→ p∗iL
⊗a2

i

� ⊗ p∗i+1L
⊗a2

i+1
� ⊗ p∗i+1f

∗M⊗−a2
i+1

�

aux deux termes extrêmes du développement en somme de la source, nous trou
morphisme

χi,� :OḠ ⊕ (fm)∗Ni,� → p∗iL
⊗a2

i

� ⊗ p∗i+1L
⊗a2

i+1
� ⊗ p∗i+1f

∗M⊗−a2
i+1

�

(qui n’est plus nécessairement un épimorphisme). Le point crucial est queχi,� se factorise à
traversψi,�. En effet, si nous nous plaçons surG
Am, les isomorphismes

(fm)∗Ni,� →OG

induits parψi,� et χi,� respectivement sont les mêmes car dans chacun des deux
collection de ces isomorphismes pour1 � 
 � t (i fixé) représente l’élémentpm+i = pi ◦ β
deHomQ̄(G,A) : pour ψi,� c’est la définition tandis que la construction deχi,� correspond
exactement à formera2

i pi − a2
i+1pi+1 dans ce groupe (se reporter à la présentation deA comme

schéma en groupes). Ainsi surG nous avons un isomorphisme

ξi,� :p∗m+iL� → p∗iL
⊗a2

i

� ⊗ p∗i+1L
⊗a2

i+1
� ⊗ p∗i+1f

∗M⊗−a2
i+1

�
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tel queχi,� = ξi,� ◦ ψi,�. Puisqueψi,� est un épimorphisme entre faisceaux localement libres,
cette factorisation s’étend à̄G (nous notons encoreξi,�). Pour faire intervenirL⊗2

� ⊗ f∗M⊗−1
� ,

nous considéronsξ⊗2
i,� ⊗ (fm)∗N⊗−1

i,� (c’est-à-direξi,� ⊗ [−1]∗ξi,�) et après produit tensoriel

e.
ec

ir

it,
enir

s

sur


ξi :p∗m+iLlin → p∗iL
⊗a2

i

lin ⊗ p∗i+1L
⊗a2

i+1
lin .

Compte tenu des isomorphismes qui précèdent l’énoncé, le produit desξi fournit

O
(
0,−tηa2,1

)
→O

(
ηa2,−tηa2,0

)
dontξ se déduit immédiatement. Par construction, sa restriction àG est bien un isomorphism
Pour la dernière assertion, nous pouvons fixeri et 
 (tous les plongements étant bâtis av
des morphismes de Segre). La définition des coordonnées deP

N1
Q̄

transite alors parψi,� ; pour
chercher l’image parξ, nous examinons donc par compositionχi,� : or celui-ci est obtenu à part
deϕi,� etϕi+1,�, qui eux-mêmes donnent les coordonnées sur les facteursi et i+ 1 de(PN2

Q̄
)m,

uniquement par produit tensoriel.✷
Ce résultat permet notamment de montrer l’inégalité triangulaire pourhlin annoncée à la fin

du paragraphe précédent.

COROLLAIRE 3.1. –Pourx, y ∈A(Q̄) nous avonshlin(x+ y)� hlin(x) + hlin(y).

Démonstration. –En voyant enξi une section globale de

p∗iL
⊗a2

i

lin ⊗ p∗i+1L
⊗a2

i+1
lin ⊗ p∗m+iL⊗−1

lin

qui engendre la restriction àG de ce faisceau, nous déduisons que la quantité

hLlin

(
a2
ix− a2

i+1y
)
− a2

ihLlin(x)− a2
i+1hLlin(y)

est majorée surA(Q̄)2. En passant à la limite, il vient

hlin

(
a2
ix− a2

i+1y
)
� a2

ihlin(x) + a2
i+1hlin(y)

et le corollaire en découle (avecai = ai+1 = 1 ethlin(−y) = hlin(y)). ✷
Le lemme décrit essentiellement l’action deβ surLlin : une fois le bon plongement constru

la situation devient très proche du cas torique (traité dans [9]). Il nous reste à faire intervα
et son action surf∗L0. La tâche est bien sûr plus aisée puisque tout se passe surA0 et il suffit de
relever la situationvia Ḡ → Ām → Am

0 . En particulier, le morphismeAm → Am−1
0 donné sur

les points par

(x1, . . . , xm) �−→
(
(aif(xi)± ai+1f(xi+1))1�i�m−1

)
s’étend enr± : Ḡ → Am−1

0 (donc r− étendfm−1 ◦ α). Nous unifions par commodité no
notations sur les faisceaux dēG en posant pourb, b′ ∈ Zm et b′′, c, c′ ∈ Z

O(b, b′, b′′, c, c′) =O(b, b′, b′′)⊗ r∗−

(m−1⊗
i=1

p∗iL0

)⊗c

⊗ r∗+

(m−1⊗
i=1

p∗iL0

)⊗c′

.

Cela revient à utiliserr− et r+ pour plonger

Ḡ ↪→
(
P
N2
Q̄

)m ×
(
Pn

Q̄

)m × P
N1
Q̄

× P
N3
Q̄

× P
N3
Q̄
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oùN3 = (n+ 1)m−1 − 1. Avec ces notations, le faisceau que nous avons introduit au début du
paragraphe à l’aide deα etβ s’étend surḠ en

t. Pour
produit

; la
tations
M=O
(
0,−tηa2,1, t+ 1,0

)
qui jouera un rôle central dans la preuve de l’inégalité de Vojta au paragraphe suivant.

Ici nous donnons simplement pour terminer l’analogue abélien du lemme précéden
clarifier l’énoncé, nous allons distinguer les coordonnées des différents facteurs du
d’espaces projectifs ci-dessus : nous noteronsW

(i)
0 , . . . ,W

(i)
N2

celles dui-ème facteur de(PN2
Q̄
)m

puisX(i)
0 , . . . ,X

(i)
n pour lei-ème facteur de(Pn

Q̄
)m etV0, . . . , VN3 etV ′

0 , . . . , V
′
N3

pour les deux
derniers facteurs.

LEMME 3.3. – Il existe surḠ un isomorphisme

ξ′ :O(0,0,0,1,1)→O
(
0,2ηa2,0,0,0

)
et un réelhadd ne dépendant que de(A0, ι0) ayant la propriété suivante: pour toutd ∈ N et

k ∈ {0, . . . , n}m, il existe des polynômes(Pl,l′ )0�l,l′�N3 de multidegré4dηa2 en lesX(i)
j , dont

la famille est de hauteur au plusd|ηa2|hadd et de sorte que si

ξ′[d] :O
(
0,2dηa2,0, d, d

)
→O

(
0,4dηa2,0,0,0

)
est déduit deξ′ par produit tensoriel alors

ξ′[d]

(( m⊗
i=1

X
(i)
ki

⊗2dηia
2
i

)
⊗ V ⊗d

l ⊗ V ′
l′
⊗d
)
= Pl,l′

(
X(1), . . . ,X(m)

)
.

Démonstration. –L’existence deξ′ est une conséquence facile du théorème du cube
propriété de hauteur se déduit, elle, de la proposition 5.2 de [7]. En effet, avec les no
de cette dernière,

ξ′(Vl ⊗ V ′
l′) =

m−1⊗
i=1

p∗i,i+1[ai, ai+1]∗
(
p∗iX

(i)
li

⊗ p∗2X
(i+1)
l′
i

)

si pi,i+1 = pi×pi+1 et l (commel′) est identifié à un élément de{0, . . . , n}m−1 (ceci correspond
au plongement de Segre). Par suite, nous pouvons donc choisir

Pl,l′ =

(
m∏
i=1

X
(i)
ki

2dηi(a
2
i−f(ai))

)(
m−1∏
i=1

Pai,ai+1,ki,ki+1,li,l′i

(
X(i),X(i+1)

)d)
.

Le nombre de monômes apparaissant lorsque l’on développe le produit est majoré par

m−1∏
i=1

(
4a2

i + n

n

)d(4a2
i+1 + n

n

)d

� (n+ 1)4d|ηa
2|

donc
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h
(
(Pl,l′)l,l′

)
�

m−1∑
i=1

dh
(
(Pai,ai+1,ki,ki+1,λ,λ′)λ,λ′

)
+4d

∣∣ηa2
∣∣ log(n+1)

∣ ∣( )

orème à
dent.

de
� d∣ηa2∣ h1 +6n+ 4 log(n+ 1)

et le lemme est donc acquis en choisissanthadd = h1 +6n+ 4 log(n+ 1). ✷

4. Inégalité de Vojta

Nous notons dorénavanthquad(x) = (t+ 1)|f(x)|2 pourx ∈ Ā(Q̄) de sorte que

hcan = hlin+ hquad.

Ces trois hauteurs s’étendent naturellement àA(Q̄)⊗Z R.
Ce paragraphe est dévolu à la preuve du théorème ci-dessous.

THÉORÉME 4.1. – Soit X un sous-schéma fermé intègre deA et soitm = dimX + 1. Il
existe des réelsc1, c2, c3 > 0 tels que six1, . . . , xm sont des éléments deX(Q̄) vérifiant

hlin

(
xi

hcan(xi)
− xi+1

hcan(xi+1)

)
� 1

c1
, hquad

(
xi√

hcan(xi)
− xi+1√

hcan(xi+1)

)
� 1

c21
,

hcan(xi+1)� c22hcan(xi) et hcan(x1)� c3

(pour1� i � m− 1) alors il existei tel quexi ∈ ZX(Q̄).

FixonsX comme dans l’énoncé. Nous commençons par traduire les hypothèses du thé
l’aide d’entiersa1, . . . , am auxquels s’appliqueront les considérations du paragraphe précé

LEMME 4.1. –Soientc1, c2, c3 > 0 de sorte quec2 ∈ N etc2 � c1 � 2. Six1, . . . , xm ∈X(Q̄)
vérifient les hypothèses du théorème relativement à ces constantes alors il existea ∈ (N \ {0})m
tel quec2ai+1 � ai pour1� i � m− 1 et

m−1∑
i=1

hlin

(
a2
i xi − a2

i+1xi+1

)
+ hquad(aixi − ai+1xi+1)� 2

c1

m∑
i=1

ηia
2
i hcan(xi).

Démonstration. –Nous choisissonsam = 1 puis fixons successivement les valeurs
am−1, . . . , a1 en imposant queai/ai+1 soit l’entier le plus proche de

√
hcan(xi+1)/hcan(xi).

Ceci assure bienai/ai+1 � c2 pour1� i � m− 1. Nous avons en outre

∣∣ai√hcan(xi)− ai+1

√
hcan(xi+1)

∣∣� 1
2
ai+1

√
hcan(xi)

et donc∣∣a2
ihcan(xi)− a2

i+1hcan(xi+1)
∣∣� 1

2
(
aiai+1hcan(xi) + a2

i+1

√
hcan(xi)hcan(xi+1)

)
� 1
2c2

(
a2
ihcan(xi) + a2

i+1hcan(xi+1)
)
.

En utilisant l’inégalité triangulaire pourhlin, nous majorons
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hlin

(
a2
ixi − a2

i+1xi+1

)
� a2

i+1hcan(xi+1)hlin

(
xi − xi+1

)
+
∣∣∣∣a2

i − a2
i+1

hcan(xi+1)
∣∣∣∣hlin(xi)

s

e
ment les
ais

s

ons

me

e [10].

c

u
e

ltidegré
hcan(xi) hcan(xi+1) hcan(xi)

� 1
c1

a2
i+1hcan(xi+1) +

∣∣a2
i hcan(xi)− a2

i+1hcan(xi+1)
∣∣

� 1
2c1

a2
ihcan(xi) +

3
2c1

a2
i+1hcan(xi+1).

Si nous calculons de manière analogue pour
√

hquad (qui vérifie l’inégalité triangulaire), nou
obtenons

hquad(aixi − ai+1xi+1)�
(
1
c1
+

1
2c2

)2

a2
ihcan(xi)�

9
4c21

a2
ihcan(xi)� 3

2c1
a2
ihcan(xi).

La conclusion s’obtient en sommant ces inégalités pour1� i � m− 1. ✷
Nous montrons à présent que six ∈ (X \ ZX)(Q̄)m alors le résultat de [10] fournit un

inégalité en sens contraire et nous aurons une contradiction en choisissant convenable
constantesc1, c2 et c3. Le théorème étant clair siX est un point, nous supposons désorm
dimX � 1.

Nous allons appliquer le théorème principal de [10] au schémaX̄ adhérence deX dansĀ,
muni de l’immersion ferméeι : X̄ ↪→ PN

Q̄
déduite deι1 : Ā ↪→ PN

Q̄
introduite plus haut (rappelon

queN = 3t(n+ 1)t − 1). Le faisceauL surX̄ est donc la restriction deLlin ⊗ f∗L⊗(t+1)
0 .

Les valeurs des paramètres de [10] sont données par :

m= dimX + 1, ω = 0, θ = 2m
2
, t1 = t+2,

t2 = 4(t+ 1), M = (N2 + 1)m(N3 + 1) et δ = (t+1)hadd.

Nous en déduisons des constantesc#1 , c#2 , c#3 par les formules explicites de ce texte. Nous pos
c1 = 4c

#
1 , c2 = c#2 et c′3 = c#3 + c0 ; remarquonsc2 ∈ N et c2 � c1 � 2.

Soient maintenantx1, . . . , xm ∈ (X \ZX)(Q̄) des points vérifiant les hypothèses du théorè
avec c1, c2 et c′3. Nous pouvons donc appliquer le lemme 4.1 qui fournita ∈ (N \ {0})m.
Le m-uplet notéa dans [10] sera ici désigné para# et choisi égal àηa2. Notons déjà que
a#
i /a#

i+1 = ηia
2
i /ηi+1a

2
i+1 � a2

i /2a
2
i+1 � c22/2� c#2 .

Le paramètrea permet d’introduire les autres données nécessaires au théorème d
En effet, nous lui associons comme au paragraphe précédent un schémaḠ qui est muni
d’une projectionḠ → Ām induisant un isomorphisme au-dessus deG. Nous considérons don
l’adhérenceX dansḠ deXm ⊂Am et la projection induit un morphismeπ :X → X̄m propre
et birationnel. Le faisceau essentiel surX estM=O(0,−tηa2,1, t+ 1,0) si nous utilisons les
notations du paragraphe précédent pour les faisceaux surḠ ainsi que leurs restrictions àX . Avec
nos définitions, nous avons égalementNa# =O(ηa2, ηa2,0,0,0).

Finalement, nous introduisonsP =O((t+ 1)ηa2, (t+2)ηa2,1,0,0). D’une part, ce faiscea
est très ample surX (ou Ḡ) et nous pouvons l’écrireι′∗O(1) pour une immersion fermé
ι′ :X ↪→ PN ′

Q̄
. Nous construisons celle-ci à partir de

Ḡ ↪→
(
P
N2
Q̄

)m × (Pn
Q̄
)m × P

N1
Q̄

et d’un plongement de Segre–Veronese en considérant tous les monômes de mu
((t+ 1)ηa2, (t+ 2)ηa2,1) dans les coordonnées de cet espace multiprojectif. AinsiN ′ dépend
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dea mais ceci est loisible puisqu’il n’intervient pas dans les constantesc#1 , c#2 etc#3 . Ensuite, le
morphismeξ donne naissance par produit tensoriel à l’injectionj1 :P ↪→N⊗t1

a# et le lemme 3.2

assure que les images des coordonnées dePN ′
, vues comme sections deP , sont bien des

e des

ous

us reste
ction.
rvient

s
,

Q̄

monômes unitaires de multidegrét1ηa2 en les coordonnées dePN
Q̄

.
De plus, nous avonsvia ξ′ un isomorphisme

P ⊗M⊗−1 =O
(
(t+ 1)ηa2,2(t+ 1)ηa2,0,−(t+1),0

)

O

(
(t+ 1)ηa2,0,0,0, t+ 1

)
qui nous permet de définirΣ comme la famille des images réciproques par cet isomorphism

((
m⊗
i=1

W (i)
κi

⊗ηia
2
i

)
⊗ V ′

l′

)⊗(t+1)

où 0 � κi � N2 et 0 � l′ � N3. Ce choix vérifie bienCardΣ = M . Pour bâtirj2, nous
considérons une section globale deO(3(t+ 1)ηa2,2(t+1)ηa2,0, t+ 1,0) de la forme

((
m⊗
i=1

W
(i)
κ′

i

⊗3ηia
2
i ⊗X

(i)
ki

⊗2ηia
2
i

)
⊗ Vl

)⊗(t+1)

(avec0� κ′
i � N2, 0� ki � n et0� l � N3) qui soit non nulle enx. L’injection

j2 :P ⊗M⊗−1 ↪→N⊗t2
a#

est alors simplement donnée par produit tensoriel avec cette section.
L’expression des éléments dej2(Σ) comme polynômes se déduit du lemme 3.3 : n

appliquons celui-ci avecd= t+1, les termes supplémentaires enW (1), . . . ,W (m) n’intervenant
que par des monômes. De la sorte, la hauteur des polynômes représentantj2(Σ) est bien majorée
par|ηa2|δ.

Tous les ingrédients apparaissant dans le théorème de [10] sont donc réunis. Il no
simplement à montrer qu’est vérifiée l’hypothèse principale sur le nombre d’interse
Nous utilisons le résultat d’homogénéité de Vojta ; signalons aussi que c’est ici qu’inte
l’hypothèsexi /∈ZX(Q̄).

Soient doncY = Y1×· · ·×Ym un produit de sous-schémas fermés intègres deX̄ qui contient
x, puisZi = Yi ∩X pour1 � i � m qui sont des sous-schémas fermés deA. Bien sûrZ̄i = Yi

donc l’adhérence deZ = Z1 × · · · ×Zm dansḠ coïncide avec l’adhérenceY deY ∩U dansX
considérée dans [10] et nous devons montrer

[M]dimY · Y � θ−1
m∏
i=1

(
ηia

2
i

)dimYi
.

Vu la valeur deθ, il suffit même d’avoir

[M]dimY · Y �
m∏
i=1

a2dimYi

i .

Voyons d’abord pourquoi ceci est vrai si chacun desai est remplacé par1 (c’est-à-dire tant dan
le membre de droite que dans la définition deḠ sous-jacente à celles deY etM). Dans ce cas
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nous avons

M
 β̄∗
m−1⊗

p∗i
(
Llin ⊗ f∗L⊗(t+1))

à
avons

priété
r

ue la
dans les

. Pour le
le

ons, en
i=1

0

puisqu’ici α = β. La restriction deM à Y est donc l’image réciproque par̄β :Y → Ām−1

d’un faisceau ample. Génériquement, ce morphisme coïncide avecβ :Z → Am−1 qui est
génériquement fini puisquexi ∈ Zi entraîneZi �⊂ ZX doncZi �= ZZi : ceci s’obtient grâce
une démonstration identique à celle du lemme 2.1 de [7] ou d’après [11, 5.1]. Ainsi nous
bien dans ce cas[M]dimY · Y � 1.

L’inégalité avec lesai qui nous intéressent en découle car[M]dimY · Y est homogène enai de
degré2dimYi : c’est le résultat de [11, §5]. En fait, le théorème 5.5 de [11] donne cette pro
pour un faisceauL0,a qui diffère légèrement deM : dans la définition deβ, au lieu de regarde
seulement lesa2

ixi − a2
i+1xi+1 pour 1 � i � m − 1, P. Vojta considère tous lesa2

ixi − a2
jxj

pour1 � i < j � m. Toutefois, ceci n’a pas d’influence dans la preuve du théorème puisq
décomposition en somme évoquée dès le début (première ligne, page 144) est valable
deux cas.

Ainsi, en rappelantx ∈ U ′(Q̄) (car par définitionj1 et j2 sont des isomorphismes enx),
c#2 a#

i+1 � a#
i et c#3 � hL(xi) = hproj(xi) (en effet nous avons supposéhcan(xi) � c#3 + c0 et

nous savonshcan � hproj + c0), le théorème de [10] s’applique et donc

m∑
i=1

ηia
2
ihproj(xi)� c1

4
hM(x).

Pour combiner ceci avec le lemme 4.1, nous devons passer aux hauteurs normalisées
membre de gauche, l’inégalitéhproj � hcan − c0 suffit tandis que le lemme 4.2 ci-après traite
cas dehM(x). Terminons la démonstration du théorème en admettant ce dernier. Nous av
combinant les trois inégalités,

m∑
i=1

ηia
2
i

(
hcan(xi)− c0

)
� 1
2

m∑
i=1

ηia
2
ihcan(xi) +

c1
4
c′0
∣∣ηa2

∣∣.
Ceci est absurde sihcan(xi)� 2c0+ c1c

′
0/2. Nous choisissons doncc3 =max(c′3,2c0+ c1c

′
0/2)

et le théorème 4.1 est établi.

LEMME 4.2. – Il existe une constantec′0 indépendante dex (donc dea) telle que

hM(x)�
m−1∑
i=1

hlin

(
a2
ixi − a2

i+1xi+1

)
+ hquad(aixi − ai+1xi+1) + |ηa2|c′0.

Démonstration. –Notons

h′(x) = hM(x)−
m−1∑
i=1

hquad(aixi − ai+1xi+1).

Ceci est une hauteur associée àO(0,−tηa2,1,0,0)= β̄∗(
⊗m−1

i=1 p∗iLlin) donc

lim
p→+∞

p−1h′(px) =
m−1∑
i=1

hlin

(
a2
ixi − a2

i+1xi+1

)
.
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Il nous suffit alors de montrer2h′(x)� h′(2x) + |ηa2|c′0. En effet, cela donne

h′(x)� 2−ph′(2px)+ (1− 2−p
)∣∣ηa2

∣∣c′0

qui
par récurrence (p ∈ N) et entraîne le lemme par passage à la limite.
Si nous désignons parβ# le morphismeḠ→ P

N1
Q̄

déduit de notre plongement dēG grâce à
q′′ (voir définition 3.2), nous pouvons écrire

h
(
ι′(x)

)
= h
(
β#(x)

)
+

m∑
i=1

ηia
2
i

(
(t+ 1)hproj(xi) + h

(
ι0
(
f(xi)

)))

tandis queh(Σ(x)) vaut

(t+ 1)
m∑
i=1

ηia
2
i

(
hproj(xi)− h

(
ι0
(
f(xi)

)))
+ (t+1)

m−1∑
i=1

h
(
ι0
(
f(aixi + ai+1xi+1)

))
.

Comme par définitionhM(x) = h(ι′(x))− h(Σ(x)) nous trouvons, en utilisant

(t+ 1)
∣∣h(ι0(x0)

)
− |x0|2

∣∣� c0 et |x0 − y0|2 + |x0 + y0|2 = 2|x0|2 + 2|y0|2

si x0, y0 ∈A0(Q̄), queh′(x) diffère de la hauteur

h
(
β#(x)

)
− t

m∑
i=1

ηia
2
i

∣∣f(xi)∣∣2

par au plus4c0|ηa2|. Par conséquent, il est suffisant de montrer

2h
(
β#(x)

)
+2t

m∑
i=1

ηia
2
ih
(
ι0
(
f(xi)

))
� h
(
β#(2x)

)
+
∣∣ηa2

∣∣c′′0
avec c′′0 indépendant dea. Explicitons pour cela les sections définissant les hauteurs
apparaissent. Rappelons que nous avons un épimorphisme

Φ:
m−1⊗
i=1

t⊗
�=1

1⊕
ε=−1

(
fm
)∗N⊗ε

i,� →
m−1⊗
i=1

p∗m+iLlin.

Dans l’idée de passer àh(β#(2x)), notons que[2]∗Φ coïncide avec la flèche

m−1⊗
i=1

t⊗
�=1

1⊕
ε=−1

(
fm
)∗N⊗2ε

i,� →
m−1⊗
i=1

p∗m+iL⊗2
lin

obtenue par élévation au carré de chacune des

(
fm
)∗N⊗ε

i,� → p∗m+i

(
L⊗2
� ⊗ f∗M⊗−1

�

)
.
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D’un autre côté, nous avons vu queΦ donnait, par produit tensoriel avec le faisceau⊗m
i=1 p

∗
i f

∗L⊗tηia
2
i

0 ,

t le

ont

par
vons un

ue
ux

e
t en

le

ire une
Ψ:
m−1⊗
i=1

t⊗
�=1

1⊕
ε=−1

p∗i f
∗τ∗εP�

L⊗a2
i

0 ⊗ p∗i+1f
∗τ∗−εP�

L⊗a2
i+1

0 → (β#)∗O(1).

C’est cet épimorphisme qui définith(β#(x)) si l’on utilise les différentsOA0
n+1 → τ∗PL0

(P ∈A0(Q̄)) déduits deι0. Par suite,h(β#(2x)) est définie de la même façon par[2]∗Ψ

m−1⊗
i=1

t⊗
�=1

1⊕
ε=−1

p∗i f
∗([2]∗τ∗εP�

L0

)⊗a2
i ⊗ p∗i+1f

∗([2]∗τ∗−εP�
L0

)⊗a2
i+1 → [2]∗(β#)∗O(1)

tandis qu’en élevant chacun des termes deΨ au carré (comme ci-dessus) et en appliquan

produit tensoriel par
⊗m

i=1 p
∗
i f

∗L⊗2tηia
2
i

0 , nous trouvons

m−1⊗
i=1

t⊗
�=1

1⊕
ε=−1

p∗i f
∗(τ∗εP�

L0 ⊗L0)⊗2a2
i ⊗ p∗i+1f

∗(τ∗−εP�
L0 ⊗L0)⊗2a2

i+1 →O
(
0,2tηa2,2

)

qui définit2h(β#(x)) + 2t
∑m

i=1 ηia
2
ih(ι0(f(xi))). Maintenant, ces deux épimorphismes s

isomorphes si l’on utilise à gauche (pourP ∈A0(Q̄))

(τ∗PL0 ⊗L0)⊗2 
 [2]∗τ∗PL0

et à droite

[2]∗(β#)∗O(1)
O
(
0,2tηa2,2

)
.

La compatibilité est assurée grâce à la remarque ci-dessus sur[2]∗Φ, le reste de l’action de
[2]∗ se faisant sur les termes enL0 qui ont simplement été rajoutés à gauche et à droite
produit tensoriel. Nous pouvons donc décrire la situation de la manière suivante : nous a
épimorphisme de la forme

ν⊕
µ=1

m⊗
i=1

F⊗a2
i

µ,i →F

oùFµ,i etF sont des faisceaux inversibles surḠ (ici ν = 3t(m−1)) et nous disposons pour chaq
couple(µ, i) de deux familles de sections globales deFµ,i engendrant ce faisceau. Les de
hauteurs à comparer sont données par les images respectives de ces familles dansF . Le résultat
escompté suit : en écrivant place par place les comparaisons sur chaqueFµ,i (indépendantes d
a) puis en les élevant à la puissancea2

i , nous aboutissons à borner la différence linéairemen
|a2|� |ηa2|/2. ✷

Remarques. – Il est possible d’expliciterc′0 si le plongementι0 est connu, par exemple dans
cas d’un plongement thêta (car il suffit de décrire les isomorphismes

(
τ∗PL0 ⊗L0

)⊗2 
 [2]∗τ∗PL0).

Notons aussi que, comme la preuve le rend clair, nous aurions pu également écr
comparaison dans l’autre sens (et bien sûr il n’est pas utile dans l’énoncé que lesai soient ceux
définis à partir dex).
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5. Démonstration des théorèmes principaux

Pour exploiter notre inégalité de Vojta, nous avons besoin d’un résultat de répartition des points
sertions
gue du

eux

i

la

i

deC(Γ, ε). Nous le donnons dans l’énoncé suivant (élémentaire) ainsi que deux autres as
de même nature utilisées dans la preuve du théorème 1.2. Tout ceci constitue l’analo
lemme 2.1 de [9] avec la différence quehlin ethquad doivent se traiter séparément.

LEMME 5.1. –SoientΓ un sous-groupe de rangr deA(Q̄) et ε � 0 un réel.
1. Si c1 et c3 sont deux réels tels quec1 � 1, c3 � 5 et ε � 2−8c−2

1 , il existe une partition de
{x ∈ C(Γ, ε) | hcan(x)� c3} en au plus(8c1+1)2r ensembles dans chacun desquels d
points quelconquesx, y vérifient

hlin

(
x

hcan(x)
− y

hcan(y)

)
� 1

c1
et hquad

(
x√

hcan(x)
− y√

hcan(y)

)
� 1

c21
.

2. Si c � 1 est un réel etε � 2−4 alors

{
x ∈ C(Γ, ε) | hcan(x)� c

}
⊂ Γ4cε.

3. Si ρ et µ sont des réels avecρ � 0, µ > 0 et ε � ρ/4µ il existe une partieE de Γ de
cardinal au plus(7

√
µ+ 5)3r de sorte que

{
x ∈ Γε | hcan(x)� ρ

}
⊂
⋃
y∈E

{
x∈ Γε | hcan(x− y)� ρ/µ

}
.

Démonstration. –Pour alléger les notations, notons dans cette preuvef =
√
hcan. Comme

hlin et
√
hquad vérifient l’inégalité triangulaire, il en va de même def . Ainsi, par exemple, s

x= y+ z avechcan(z)� ε(1 + hcan(y)), nous avons

∣∣f(x)− f(y)
∣∣�√

ε
(
1 + f(y)

)
.

En particulier, siε < 1 cela entraînef(y)� (f(x) +
√
ε)/(1−

√
ε). Sous les hypothèses de

deuxième assertion, il vient alors sans peinehcan(z)� 4cε, ce qui la démontre.
A présent il faut séparer les parties linéaire et quadratique. L’ensemble

Hlin =
{
x ∈A(Q̄) | hlin(x) = 0

}
est un sous-groupe saturé deA(Q̄) et hlin induit une norme surA(Q̄)/Hlin. Il en va de même
pourHquad = {x∈A(Q̄) | hquad(x) = 0} et

√
hquad surA(Q̄)/Hquad. Ainsi

Elin = (Γ/Γ∩Hlin)⊗
Z

R et Equad = (Γ/Γ∩Hquad)⊗
Z

R

sont deux espaces vectoriels réels normés de dimensions au plus égales àr. Nous appliquons
le lemme 6.1 de [8] à la boule unité de chacun avecγ = 4c1. Cela fournit au plus(8c1 + 1)r

boules dans chaque espace et nous notons respectivement(xi)i∈I et (yj)j∈J leurs centres. S
Fi,j désigne l’ensemble

{
x∈ C(Γ, ε) | hcan(x)� c3, hlin

(
x

hcan(x)
− xi

)
� 1
2c1

et hquad

(
x

f(x)
− yj

)
� 1
4c21

}
,
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la première assertion sera acquise si nous montrons que ces ensembles recouvrent
{x ∈ C(Γ, ε) | hcan(x) � c3}. Soit doncx un élément deC(Γ, ε) avechcan(x) � c3 que nous
écrironsx= y+ z avecy ∈ Γ ethcan(z)� ε(1+ hcan(y)). En calculant comme plus haut, nous

e

e

e

les de
res

t

la

r
nde
trouvons quec3 � 5 entraînef(y)� 2 puis

∣∣f(x)− f(y)
∣∣� 3

2
√
εf(y) et

∣∣hcan(x)− hcan(y)
∣∣� 7

2
√
εhcan(y).

Ceci assure

hlin

(
x

hcan(x)
− y

hcan(y)

)
� hcan(z) + |hcan(x)− hcan(y)|

hcan(y)
� 4

√
ε � 1

4c1

et √
hquad

(
x

f(x)
− y

f(y)

)
� f(z) + |f(x)− f(y)|

f(y)
� 4

√
ε � 1

4c1
.

D’un autre côté, les élémentsy/hcan(y) ∈Elin et y/f(y)∈Equad appartiennent chacun à l’un
des boules obtenues, c’est-à-dire qu’il existei∈ I et j ∈ J avec

hlin

(
y

hcan(y)
− xi

)
� 1
4c1

et hquad

(
y

f(y)
− yj

)
� 1
16c21

.

En combinant avec les relations précédentes, nous trouvons bienx∈ Fi,j .
Pour la troisième assertion, notonsF = {y ∈ Γ | f(y)� √

ρ+
√
ε}. Nous appliquons le lemm

6.1 de [8] de manière imbriquée : d’abord à l’image deF dansElin avecγ = 3(2
√
µ + 1)2.

Comme cette image est incluse dans la boule centrée à l’origine et de rayonρ(1 + 1/2
√
µ)2,

nous obtenons une famille de boules(Bi)i∈I de rayonρ/12µ. SiB′
i désigne l’image réciproqu

deBi dansF , nous réappliquons le même lemme, pour chaquei, à l’image deB′
i dansEquad

avecγ =
√
3(2

√
µ+ 1). En raisonnant de même, nous trouvons donc une famille de bou

rayon
√

ρ/12µ. Soit alorsE une partie deF dont l’image est formée de la famille des cent
de ces boules et montrons qu’elle convient.

Six ∈ Γε avechcan(x)� ρ, nous écrivons à nouveaux= y+z avecy ∈ Γ et, ici,hcan(z)� ε.
Choisissonsi tel quey ∈B′

i puisy0 ∈E tel quey0 ∈B′
i ethquad(y−y0)� ρ/12µ. En transitan

par le centre deB′
i, il vient hlin(y− y0)� (ρ/12µ) + (ρ/12µ)� ρ/6µ et donc

hcan(y− y0)� ρ/4µ.

Finalementhcan(x− y0) = hcan(y − y0 + z)� ρ/µ. Ceci montre l’inclusion de l’énoncé et
définition deE est telle que l’on peut choisir

CardE �
(
6
(
2
√
µ+ 1

)2 + 1)r(2√3(2√µ+ 1
)
+ 1
)r �

(
2
√
3
(
2
√
µ+ 1

)
+1
)3r

�
(
7
√
µ+ 5

)3r
. ✷

La première assertion de ce lemme réunie au théorème 4.1 assure quehcan est bornée su
(X \ZX)(Q̄) ∩ C(Γ,2−8c−2

1 ), pour la valeur dec1 donnée par le théorème. D’après la seco
assertion, nous pouvons donc écrire dès queε � 2−8c−2

1

(X \ZX)(Q̄)∩ C(Γ, ε)⊂ Γcε
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pour une certaine constantec > 0. Pour aboutir au théorème 1.2, il suffit donc d’établir la finitude
de { }

e en

té
e
s
s
ant

e

e

il

donc
s

(X \ZX)(Q̄) ∩ x ∈ Γε | hcan(x)� ρ

pour ρ fixé et ε > 0 assez petit. Cela résulte alors de la troisième assertion du lemm
choississantµ de sorte queρ/µ � q(X − y) pour touty ∈ Γ puis ε � ρ/4µ (nous utilisons
ZX−y = ZX − y).

Démontrons pour terminer le théorème 1.1. Dans le cadre de celui-ci, siZX �=X le résultat
devient évident. SinondimStab(X)> 0 et en posantB = Stab0(X), qui est une sous-varié
semi-abélienne deA, et X ′ = X/B ↪→ A/B, nous avonsZX′ �= X ′. Si Γ′ désigne encor
l’image deΓ dans(A/B)(Q̄), il est suffisant d’établir que l’image deΓε est incluse dan
Γ′
µε pour un certainµ > 0 indépendant deε (puisque l’image deX(Q̄) ∩ Γε sera incluse dan

X ′(Q̄) ∩ Γ′
µε qui n’est pas dense dansX ′ pourε assez petit). Or cela résulte du lemme suiv

qui clôt donc la démonstration.

LEMME 5.2. –SiB est une sous-variété semi-abélienne deA eth′
can une hauteur canoniqu

sur (A/B)(Q̄), il existe µ > 0 tel que h′
can(x

′) � µhcan(x) pour tout x ∈ A(Q̄) d’image
x′ ∈X ′(Q̄).

Démonstration. –NotonsB0 la sous-variété abélienne deA0 image deB et U = B ∩ T
le sous-tore du toreT = Ker(A → A0) noyau deB → B0 de sorte à avoir un diagramm
commutatif

0 0 0

0 U B B0 0

0 T A A0 0

0 T/U A/B A0/B0 0

0 0 0

Le morphismeA → A/B se dévisse enA → A/U suivi deA/U → A/B et par conséquent
suffit d’établir le lemme dans les cas extrêmes où l’un des deux groupesU ouB0 est trivial.

Si U est trivial, c’est-à-dire siB 
B0, nous constatons que les restrictions desM� àB0 sont
triviales. D’après la suite exacte duale

0→ Pic0(A0/B0)→ Pic0(A0)→ Pic0(B0)→ 0,

ces faisceaux proviennent donc deA0/B0 et il suit finalement que(A → A/B)∗L′
lin 
 Llin.

Pour les hauteurs, il y a donc une égalitéh′
lin(x

′) = hlin(x) tandis que dansA0 →A0/B0 nous
avons bien une inégalité de la formeh′

quad(x
′)� µhquad(x).

Si maintenantB0 est triviale, il y a bien sûr égalité des hauteurs de Néron–Tate et
h′

quad(x
′) � hquad(x). D’un autre côté l’extensionA/B = A/U de A0 est associée à de
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faisceaux

M′
�′ =

t⊗
M⊗b�,�′

.

from
ay
�=1

�

avec1� 
′ � t′ = rang(T/U) et b�,�′ ∈ Z. En revenant alors à la définition deLlin, il vient

h′
lin(x

′)� max
1���t

(
t′∑

�′=1

|b�,�′|
)
hlin(x)

(voir aussi le lemme 6.1 de [9] où est traité explicitement le casA0 = 0). ✷
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