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Séminaire de théorie spectrale et géométrie

CHAMBERY-GRENOBLE
1986—1987 (77—84)

DETERMINANTS DE LAPLACIENS

par Guy LAFFAILLE

1. Introduction

Soit M une surface compacte & bord M de classe C*. Dans [OPS],
Oscoop, PHILLIPS et SARNAK donnent une formule explicite pour le déterminant
du laplacien et montrent que le maximum de ce déterminant est atteint pour une
métrique uniforme.

DEFINITION. — On appelle métrique uniforme une métrique sur M vérifiant
une des propriétés suivantes :

(i) si OM = @ alors M est fermée et a une courbure constante;
(ii) si OM # @ alors
(I) M a une courbure constante et OM est une réunion de géodésiques
ou
(II) M est plate et OM a une courbure géodésique constante.
Un hémisphére, un pantalon, un cylindre vérifient (I); un cylindre, le disque
unité euclidien, un tore plat avec des trous circulaires égaux vérifient (II).
Dans la suite, on désigne par K la courbure de GAuss, par x la caractéristique
d’EULER, par A l'aire, par k la courbure géodésique et par ds 1’élément de longueur.
THEOREME 1.

a) Si M est fermée, la métrique uniforme est celle qui a un déterminant
maximum parmi le métriques d’une classe conforme et d’aire donnée.

b) Si OM = @, la métrique uniforme de type (I) a un déterminant maximum
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parmi les métriques d’une classe conforme, d’aire donnée et vérifiant
/ kds > 0 I
oM

c) SiOM # OB, la métrique uniforme de type (II) a un déterminant maximum
parmi les métriques d’une classe conforme, de longueur du bord donnée et vérifiant

/ kds > 2nx(M) (1)
oM

2. Formule du déterminant

Soit M une surface sans bord et ¢ une métrique sur M. Soient 0 = Ay <

A1 € A2 < ... les valeurs propres du laplacien A. Soit u; une base orthonormée
de vecteurs propres (Auj + Aju; = 0).

DEFINITION. — On pose

det' A = ﬁ)\g

=1

On va montrer que cette définition a un sens. Pour cela on définit une fonction

zeta par
oo

Z(s) =) _A°

i=1

Cette fonction converge pour R(s) > 1 d’aprés le comportement asymptoti-
que des valeurs propres et formellement on a det' A = ¢=%'(9),

En utilisant la fonction I', on a

), (ge“‘ o
F(ls) /0 T (Tr () — 1) ¢1dt

--_1_. = tA__l_ s—1
—I‘(s) 0 'I‘r(e A)t d

Z(s) =

Le noyau de e*® est

oo

ZC—'\jtuﬁ(“‘) — 4L + L{_(w_) + o(t)

£ 7t 127
J=0
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Donc

Tr (eAt) —_ + =7 (M)

it e T

et

Z(s) = 1‘(13) { 4W(8A_ 5t (X(éu) - 1) % + analytique en s}

pour R(s) > —1.
On en déduit que Z est réguliére en s = 0 et det’ A a bien un sens.

On désire faire varier la métrique : on fixe une métrique o9 sur M et on pose
o = pog avec 0 < p € C®(M). On écrit p = €2¥ et on fait varier ¢. On a les
formules :

dA = ez‘PdAo
A= e—z‘PAo
K = 6_2“’(—A0(,0 + Ko)

Un petit calcul de variations donne :

1 *° t 1 s~—1 t) 48
§Z(s) = P() I&(& A)t dt—ﬁ—)- 'I’r(&AeA)tdt

0A = — 2“’630Ao = —26pA

1 (o ]
6Z(s) = = / Tr (—26pAe*®) t*dt
(#) I'(s) Jo ( ¥ )
1 > d ar 1 s
2s [ 1
— § At s~—1
r ) (e (- 5)) e
La fonction I' a un pdle simple en 0, donc en dérivant et en faisant s = 0, il
reste : : '
6Z' |g=0 = 2 / (6 )(K(x) %) e*?dAo

= o [ (60)(~Bop + Ka)dAo - 6105 4
61&' M

d’ol en intégrant :

1
log det! Ay = — — {-/ Vol dAo +/ KocpdAo} +logA+C
61r 2 M M

ott C est une constante indépendante de .
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Vérification : si ¢ est constante, ¢a marche!

Ap = e_z‘P)\?1
Zo(s) = ) (Ane™2%) " = €2*¢Z(s)

20(0) = Z3(0) + 2 (2‘—(?—) - 1) .

3. Le cas ou M a un bord

Soit k la courbure géodésique du bord de M. On a la formule supplémentaire :
k= e~ 2¢(ko + Onyp)
ou O, désigne la dérivée normale extérieure.

Soient 0 < A; < A2 < Az... les valeurs propres pour le probléme de
DIRICHLET.

On procede de la méme fagon et on a :

T (e2) = A - Sj;r?‘/;Mds +2x(M) +o(vVA)

d’otu :

1
logdet' A, = ~or {/M IVop|2dAo + ‘/M KopdAg +/ kogodso}
oM

—l- kds +C
4 M

4. La fonctionnelle F

On va remplacer le déterminant du laplacien par une fonctionnelle.

Si OM = O, on pose
1
F(p) = —/ |Vop|?dAg +/ KopdAg — mx(M)log (/ ez‘PdAo)
2Jm M M
La formule de GAuss-BONNET donne F(yp + a) = F(yp). On a
F(p) = —6mlog(det’ Ay) + (6 — x(M))log A.

On impose que A = 1 ou plutét que

/ (pdAo =0.
M

Si 1 minimise F avec [, $dAp = 0 alors ¢ = ¢—1 log ( [}, €2¢dAo) minimise
F avec A = 1.
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Dans le cas a bord, on définit de méme des fonctionnelles F} et F,. On
néglige les termes [, kds, en se restreignant & [, kds = cte.

On peut supposer que le bord est formé de géodésiques (ko = 0). Sinon on
remplace o par e2¥og ou ¢ vérifie 8,0 + ko = 0. Si ko = 0, les fonctionnelles F;
et F' sont identiques.

Dans le cas ou la longueur du bord est constante, on peut supposer que oy
est plate (Ko = 0). Sinon on prend ¢ telle que Agp = K.

Si o est plate, alors [, kds = 2rx(M) et
1

Fy(p) = —/ |Ve|2dAo +/ kowdsg — 2mx(M)log (/ e"dso)
2J/m aM oM

C’est encore invariant par translation. F3 est minimisée par des fonctions
harmoniques si on garde ¢ fixée sur le bord.

5. Le cas x(M) <0

Les termes non linéaires dans F, F} et F; sont de méme signe et ces
fonctionnelles sont convexes en ¢ d’aprés 'inégalité de HOLDER:

o l-a
/60<P+(1—a)¢ < (/ eﬁP) (/ et/’) 0<a<1

Si M = @, on choisit une suite p, € C°(M) telle que F(¢yn) converge vers
a = inf F(yp).

L’inégalité de POINCARE pour o¢ donne :

1/2 1/2
/ KopdAp| € (/ ‘P2dA0) < (/ IVO‘PlszO)
M M M
log ( / ez‘f’dAo) >0
M

car Ag =1 et f pdAg = 0. Alors il existe C telle que

eton a:

/ |Vown|?dAo <0
M

D’aprés le critére de compacité de RELLICH, il existe 3 dans W1(M'),
le 1-espace de SOBOLEV des fonctions de moyenne nulle, telle que ¢, converge
faiblement dans W(M'), donc fortement dans L2(M) et point par point presque
partout.
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D’ou :

/ Vow[2dAo < liminf / Vowa|2dAs
M M

/ Ko'l/)dAo = hm/ Ko(pndAo

M M

/ e2?dAy < liminf / e2?ndAy (FaTou).
M M

Comme a = inf F, on a F(¢) = a. Donc ¥ minimise F et la premiére
variation de F' est nulle en ¥ :

27 x(M) 29 _
Bov Ko = T crvaag® =0

au sens faible et par régularité elliptique au sens classique. Alors Ky, = %

ME 0
est constante. Donc logdet’' Ay, avec A = 1 a un maximum global unique & la
métrique de courbure constante.

Toute métrique uniforme e2¥ oy est critique pour F'; mais F est strictement
convexe donc ¢ = .

Si M a un bord non vide, des arguments du méme type permettent de
montrer le théoréme.

6. Le cas de la sphére 5?2

Les auteurs admettent que sur S? toute métrique est conforme & la métrique
standard o (Ko = 1).

Pour prouver la partie correspondante du théoréme 1, il suffit de montrer que
log det’ A, soumis 4 la contrainte A = 47 atteint son maximum si et seulement si
(52,e290p) est isométrique & (52, a9).

On remarque que si 7 est une transformation de MoBIUS, (S2,|7'|20¢) est
isométrique & (52, 09). Si 09 donne un maximum du déterminant, cette famille de
métrique donne aussi des maxima. Comme F' n’est plus convexe, ce cas est plus
difficile que le précédent.

On pose u = 2p. On a x(S?) = 2, donc F(yp) admet ¢ = 0 comme extremum
si et seulement si :

1 ,dAg / dAo / . dAo
= —— — - — >
4 [gz Ivoul 4 + S2 “ 4m log S2 ¢ 4n 0

On verra qu'’il y a égalité si et seulement si u = 2log|7'| + 8.

,

On pose du = dAg/4w. On est ramené a :

0<G(u) = %/ |Vou|?du — log (/ e“dy) ,
S? S2 '
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soumis & [, udp = 0, avec égalité si et seulement si u = 2log |7'| -2 [, log |7'|dp.

Rappelons l'inégalité de Moser [M] :

THEOREME. — Si u est une fonction C® sur S? telle que

/ |Voul|?du < 1 / udp =0
52 S2

alors il existe un constante absolue C telle que

/ e41l’u2d” < C
S2

On en déduit I'inégalité :

1 1
1 Ydp € — Vu|?dp + —
o [ i < gz [ 0 5 [ o

ou C est une autre constante.

MOSER remarque que ’on peut supposer u > 0 en remplagant u par |u| sans
changer I'intégrale du gradient. On peut aussi utiliser le procédé de symétrisation :
a la fonction u(z) > 0, on associe une fonction u* ne dépendant que de la latitude
en imposant que

p{z | u* > p} = p{z |u > p} pour tout p > 0.

Il est clair que u* est monotone. Le résultat le plus important de la
symétrisation est que l'intégrale du gradient diminue.

On en déduit qu’il existe une constante C telle que G(u) > C.

Maintenant on pose

Ge(u) = ! 1—6 / |Voul|?du — log (/ e“du)
S? 52

11 suffit de voir que pour € > 0, on a G.(u) > 0.

D’apres 'inégalité de MOSER, pour ¢ > 0 et C fixé, il existe B tel que :
{u]| Ge(u) < C} C {u | / |Vou|?dp < B}
S2

Soit u, une suite telle que G.(u,) converge vers inf G.. On peut supposer
que la suite converge faiblement dans dans W(S 2') et point par point vers ¥. On
peut supposer, par l'inégalité de MOSER, que exp(u,) converge faiblement dans
L%(S5?); la limite est alors exp(¢), donc [g, e*~dp converge vers [, 52 e¥dpu.

Donc G. atteint son minimum global en ¥ € Wl(Sz'). Par symétrisation,
on peut supposer que % est invariante par rotation autour de ’axe nord-sud et est
monotone en 6.
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Puisque 9 est critique pour G,, ¢ satisfait

14¢ e¥
——A l-———=0
2 vt fsz e¥du
On va voir que ces conditions imposent que ¢ = 0, ce qui prouve que

Ge(u) > 0.

On pose ¢ = 91 +a ol a = log [, 52 e¥dp. Alors v, est monotone, ne dépend
que la latitude et satisfait 1’équation :
1+4e 1 d ( d

sine-d—zpe]—) =¥t -1, 08K

2 sinfdd

On a le lemme technique :

LEMME. — Soit u une solution monotone sur [0, 7] de
1 d /. ,du u
~5oG a0 (sm0:£o—) =C(e" - 1).

Si C # 2 alors u est constante.

On en déduit que 3 = 0, puisque sa moyenne est nulle.

Si 9 est minimisante, alors

Y
—Ao¢+1 e

5 T T evdp

On en déduit que ¢ = /2 est telle que K, = cte. Donc la métrique e*¥oy
est uniforme et le théoréme 1 est vrai pour S2.
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