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Séminaire de théorie spectrale et géométrie

CHAMBERY-GRENOBLE
1986—1987 (19—24)

PEUT-ON ENTENDRE LES TROUS D’UN TAMBOUR?

par Gilles COURTOIS

On peut penser qu'un tambour est un disque M de ’espace euclidien R2 .
Le son du tambour M est caractérisé par les valeurs propres {Ax}$2, du probléme

{ Af=Af sur M

_ of _
f/OM =0 ou Y] =0

ou 8/0v est la dérivée suivant la normale a M .

(1)

Le tambour troué, M \ A , ou A est une partie de M , a un son caractérisé
par les valeurs propres {Ax(A)}32; du probléme :

Af=Af sur M\ A

(2) f/OM =0o0u df/0v =0
flA=0
Dans le cas ou A est un ouvert & bord régulier, on aurait pu choisir la
condition 63}( ria 0 o 3/0n est la dérivée suivant la normale & 9A , cf. [Ae 1].

Une premiére question se pose : quelle est la bonne condition de petitesse sur A
telle que :

(I A petit <= A\r & A\g(A) pour tout k£ > 1.

Exemple 1. — Dans [R-T], J. Rauch et M. Taylor ont établi que si M est
un domaine borné de R™ & bord régulier et si A est compact, la bonne condition
de petitesse sur A est que la capacité électrostatique de A soit proche de zéro;
plus précisément,

(3) capyA = 0 => \;(A) ® Ax pour tout k > 1

ou la capacité électrostatique capyA de A est définie par

(4) capod = inf | /M Vul? [ u/A=1, u/oM = 0]
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Exemple 2. — Lorsque A est le voisinage tubulaire d’une sous-variété N de
M de codimension p > 2 , i.e. A = A, = T.N , on peut montrer, cf. [Cs 2] et
[C-F4] que :

(5) A(T.N) = Ak = gk = p(e) /N 12 + olp())

ol p,(€) désigne la capacité électrostatique de la boule euclidienne de rayon € de
R? | ie. pp(e) = (p—2)vol SP71eP"2sip > 3 et p,(e) = 2m|loge| ! sip=2et ont
chaque fi est une fonction propre de L?-norme 1 associée a la valeur propre Ax .
Lorsque Ax est simple, le choix de fi est évident; lorsque A\x = Agq1 = -+ = Mgy
est multiple, on choisit fi, fi+1,. .., fr+1 formant une base orthonornée de ’espace
propre associé & Ax qui diagonalise la forme quadratique f — [ N f?.

On voit ainsi dans ces deux exemples que la proximité de Ax(A) et A\ pour
tout k est liée a la notion de capacité.

Nous nous placons dans la suite dans le cas ol M est une variété riemannienne

compacte sans bord. Pour toute partie A de M , on définit la capacité de A , notée
cap A par:

(6) ca,pA=inf[f |Vu|2/u€Hl(M),u/A=1,/u=0]
M M
Remarque. — u/A = 1 signifie qu’il existe un ouvert contenant A (qui

dépend de u) sur lequel u =1, cf. [Cs 3] p.17.

En réponse a la question (I), nous avons le

THEOREME 1. — Soit {A.}.>0 une famille de parties de M . Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) cap A. — 0
(i) A(4e) —2 A1 =0

(iii) Ae(Ae) —2 Ak pour tout k > 1.
&—

Schéma de preuve. — Rappelons que {Ar}32, est le spectre de la forme
quadratique q(g) = [}, |Vg|? définie sur H'(M) et que {Ar(A:)}52, est le spectre
de ¢ définie sur H}(M \ A.) ot H} (M \ A.) est le sous-espace de H'(M) formé des
fonctions “nulles sur A.”, i.e. le complété dans H!(M) de I’espace des fonctions g
telles que (1 — g)/A = 1 au sens de la remarque précédente.

En particulier, le principe du mini-max dit que :
(7) Ak[resp. A\k(Ae)] = inf max (/ |Vg|2// g2) .
M M

ECH!(M) [resp. H} (M\A,)] I€EMO}
dim E=k



Peut-on entendre les trous d’un tambour? 21

Le théoréme 1 se résume au fait que cap A, — 0 équivaut a ce que le sous-espace
& =—>

H}(M \ A.) “remplit” de plus en plus H*(M) [au sens ot : Vf € H}(M) , 3f. €
H}(M\ A,), limm f. = f].

Par exemple, si u4, désigne la fonction qui réalise la capacité de A, , [i.e.
cap Ac = [;,|Vua,|?], on voit que lorsque cap A. tend vers 0 , la fonction 1
de HY(M) est limite de (1 —uga,) € HJ(M \ A.) puisque, d’aprés 'inégalité de
Poincaré, |lua, |}y € (1 + A3 )cap A. . [cf. [Cs 3] p.32]. "

On peut se poser a présent la question suivante :
Quel est le comportement asymptotique de (Ax(A.) — Ax) lorsque

cap A, :(—;0?

(1)

Nous allons discuter dans le cas ou Ax est simple, pour simplifier.

On a vu que la condition cap A, —2 0 assure le “remplissage” de H1(M)
£~

par H}(M \ A.) . En particulier, la fonction propre fi associée & \; peut étre
approximée par des éléments de H}(M \ A¢) . Plus précisément, on peut montrer
que la fonction propre f{* associée & Ax(Ae) converge au sens de H! vers fi
(lorsque Ax est simple), cf. figure 1.

Fig. 1
S HY(M)
0 fAe
H3(M\ A.)

De plus, nous avons le

THEOREME 2. — Soit {A.}c>0 une famille de parties de M telles que
cap A, 2 0. Alors
0 M(Ad) = M~ d(fie, H(M\ A))

Si de plus, A. est un ouvert a bord lisse par morceaux,

(22) dz(fk, H(}(M \ Ac)) = cap Ae-ﬂa.(flz) + o(cap A.)

ol pa, est la mesure capacitaire de A, .

Preuve. — cf. [Cs 3] p.53. [ |
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Remarque. — La mesure capacitaire de A, est une mesure positive, portée

par OA. , telle que p4,(0A.) — 1, définie par p 4, (p) = (cap A,)'l/ wa;A‘ .
e dA. v

Remarque. — L’hypotheése A, & bord lisse par morceaux est technique et le

résultat (ii) devrait subsister sans cette hypotheése.

Remarque. — Lorsque Ay = Ag41 = -+ - = Mgy est multiple, il faut choisir
frs fe+15- -+, fe+1 dans (i) [resp. ii] formant une base orthonormée diagonalisant
sur 1’espace propre correspondant la forme quadratique

fr d&(f,Hy(M \ A.)) [resp. f — pa, (f?)] .

Exemple. — Lorsque A, = T.N est le e-voisinage tubulaire d’une sous-
variété compacte N de codimension p > 2 de M , on peut estimer cap T.N et

Ba, -

(8) cap TN ~ vol N.pp(€)
6N .
(9) BAe =2 v N faiblement

ol 6y est définie par §n(p) = [y ¢ -
De (8) et (9) on déduit

(10) A(TeN) — Ak = @p(e). /;v i+ rn,m(€).p(€)
ou lim, ,orn m(e) =0.

En fait, le premier terme dans (10), i.e. p,(¢) [ f? , “s’explique” par le fait
que lorsque € tend vers 0 , le voisinage tubulaire T, N “ressemble” localement &
N X By(e) ou By(€) est la boule de rayon € de R? . On voit donc qu’au premier
ordre, (Ax(TeN) — Ai) est “euclidien” et il est naturel que la géométrie de M et
N apparaisse dans le reste ry ap(€).p(€) .

Soit a = (K,w,D,A,p) € Rt x (R})® x N . On dira qu’une variété M et
une sous-variété N de codimension p vérifient les hypothéses H, si |o(M)| < K,
inj(N,M) > w , diam(M) < D, Ax)(M) > A ou o(M) , d(M) désignent la
courbure sectionnelle et le diamétre de M , inj(IV, M) désigne le rayon d’injectivité
du plongement de N dans M , et ou Ax(M) est ’écart entre Ax et la valeur propre
de M la plus proche de A\ et distincte de Ag . '

THEOREME 3. — Soit a = (K,w,D,A,p) € Rt x (R})® x N . 1I existe
une fonction explicitable ro(€) vérifiant lim,_,o ro(€) = 0 et telle que :

(TN — Ak — pp(e) fN 121 <€ ra(e)-0p(e)

pour toute variété M et toute sous-variété N de M vérifiant les hypothéses H, .
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Preuve. — cf. [Cs 3]. n

Remarque. — Des exemples montrent que les hypothéses H, sont toutes
nécessaires au sens ou si I'une manque, il existe un contre-exemple & la conclusion,

cf. [Cs 3] p.79.

[Ae 1]
[Ae 2]

[An]
(Au]

[Ba]
(Bd]

(Bn]
[
[C-F 1)
[C-F 2]
[C-F 3]
[C-F 4]
(C-P]
[Ck]
[c-C]
[C-H]

[Cs 1]
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