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Séminaire de théorie spectrale et géométrie

CHAMBERY-GRENOBLE
1985-1986 (17—23)

PERTURBATION DU SPECTRE X \ TUB*®Y

(Conditions de Neumann)

par Colette ANNE

(X, g) est une variété riemannienne compacte.
Y une sous-variété de X de codimension d > 2.
NY le fibré normal de Y .

NY = {(4,0)/v € T,X N (T,Y)*}

TUB*®Y = {exp, v/(y,v) € NY et |lv]| < €}.

Il existe eo tel que exp : N*°Y — TUB®°Y soit un difféomorphisme, on
définit alors :
Xe = X\ TUB®Y variété a bord .

Dans L2(X) on définit la forme quadratique g(f) = [| v f|?dv; elle est
compacte pour les domaines denses H} (X.) dans L2(X.) , H'(X,) dans Ly(X,) et
H'(X) dans Ly(X) (c’est-a-dire que I’opérateur obtenu par ’extension de Friedrich
est 3 résolvante compacte). Donc on peut lui associer un spectre discret, positif ne
s’accumulant qu’en +oo.

NOTATIONS :
pour H3(X.) : v2(e) < v2(e) < v3(e)...
pour H}(X.) : vi(e) < va(e) <...

pour H}(X) vy <wve <....
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Résultat :
Vn € N\ {0} li_r%u,.(e) = ‘li_:.r(x)u,?(e) = Up.

On note :
A le laplacien sur X

A, le laplacien avec conditions de Neumann sur X,.

1. lim, o v3(€) = vn.

Ce résultat est déja connu. Dans le livre de Chavel “Eigenvalues tn Rieman-
nian Geometry” on en trouve une démonstration par la convergence des noyaux
de la chaleur.

Les travaux de Gilles Courtois le donnent aussi avec des estimées du noyau
de Green. J’en donne ici une démonstration simple avec le

LEMME 1. — C(X\Y) est dense dans H*(X).

Démonstration. — Soit ¢(r) une fonction de classe C* sur X ne dépendant
que de la distance r 3 Y et vérifiant :
Y(r) =1sir< g—

Y(r) =0sir> a.

On pose ¥i(r) = Y(kr),
supx C {y/d(y,¥) < £} = lim (Ly)x =0

/ | Ok |2 dv, < ctek?—4 / | oo |?

et on a supposé d > 2, donc P jken est une suite bornée dans H*(X). Elle converge
donc faiblement vers 0 dans H!(X). Soit alors

p€ H1(X),supu CY.
Vi € C(X), (u,(1 —¥i)p) =0
donc

(ny0) = (1, ¥rp) = (o1, Yi) i 0 (convergence faible)

donc
u=0. [ |
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e 10(e) est une fonction décroissante de € et v, < vO(e) (d’aprés le mini-
max), donc v, < lim,_ov2(¢).

e A cause du lemme vy, = infgeg,, (co (X\Y)) 5UPseE\ (0} ]‘]'7({[;-.

Vn>0 3E€ Gro(CP(X\ K)) sup Lf)z Svn+n
see\(o} I/l

3eo/e < €0 = E C H(X.)
et donc

0 af)
vale) < seevioy 11117

donc

lir%u?,(e:) <vn+1n,Vn>0.
&=~

D’olt on conlut.

78N 2«

a) Ce résultat a déjd été démontré si Y est un point. Ozawa le fait pour
des domaines de R? et des valeurs propres simples avec des estimées du noyau de
Green. Rauch et Taylor aussi pour des domaines de R% , d > 2, utilisent le

LEMME 2. — 3¢ > 0 tel que si
P.: H'(R%\ B,) —» H'(RY)

est 'opérateur défini par :
{szmm\a, =f

P.fip, solution de {Ag

9\e.

0
fla.

alors ||P|| < C. (B, est la boule centrée en 0 de rayon € , S, est son bord).

Démonstration. — On suit
H'(RY\B,) 2% H'(RY\B)
|~ I~
H'(RY) 28 HIRY)
e f(z) = f(ex).



20 C. ANNE

* On vérifie que P) est continue par le théoréme du graphe fermé.
*[10112 = Fa [1f1? et [181/e0]* = € [ g}

*JIVoef? == [IVfI? et [|V 019> =€ [ g
*siu=Pifig, , [IVu?<C [, <,V fI? (par I'absurde).

Montrons qu’alors : vy (€) —2 Vn.
e—

o H}(X,.) C HY(X.) = vn(e) < v2(€) = limsupvn(e) < vn.
® Opn = ]im infc_.o Un(E) Qp = limp_.w Vn(ep)-

On peut supposer v;(ep) — a; pour 1 < j < n, quitte & extraire des sous-
suites.

Soit p;(€)j1<j<n une famille orthonormée de fonctions propres relatives &
vj(e).-

Les suites P, (p;(€p)) sont bornées dans H!(X). On peut supposer, quitte
a extraire des sous-suites, qu’elles convergent en norme dans Ly(X) et faiblement
dans H'(X). Soit p; (1 < j < n) les limites. Comme lim,—¢ ||Pe — || = 0,
(pj)1<j<n est orthonormée.

Par ailleurs, Vf € CP(X \Y)

(pi/f) = Jlim (Pe,0;j(ep)/ N ar (x)
= ﬁ{gj‘% (ep)/ ) mr(x.,)
car pour &, petit, f € H}(X,,).

Donc
° i/ 9)m = Jim (1+vi(ep)) s (e5) s

= (1 + a.f)(p/f)laz

donc _
Ap; = ajp; et (comme a3 <az...< ap)

Qn 2 Vp .

b) Donc il faut arriver & plonger les fonctions propres de A, dans H!(X) en
une suite bornée. On définit pour (X,g,Y) la :

PROPRIETE (E). — X est isométrique au voisinage de y € Y & un
voisinage de (y,0) de Y x R¢ muni de la métrique produit.
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LEMME 3. — Si (X,9,Y) vérifie (E) il existe C > 0 (ne dépendant que
de la géométrie de X) telle que si p € D(A.) , 3P € H}(X) tel que :
(i) ¥x, =

(i) Wl < C(Jx, lel? + [x, ldol® + [x, |Ap]?)
(iii) |[¥1rusey Il < 0()llell A1 (x,)-

On pose Y = Pp.

Avec ce lemme, en suivant la méme démonstration que précédemment on
montre :

THEOREME (E). — Si(X,g,Y) vérifie (E),
Vn € N\ {0} lin%)un(e) =Vp .

Preuves du lemme. — On localise le probléme en prenant une partition de

I'unité (x:,U;) pour se ramener 3 des ouverts isométriques & (Y x R4 , dv} @dz?).
D’aprés [RT], il existe des opérateurs

P.: H'(R%\ B.; H\(Y)) = H'(R?\ B,) ® H'(Y))
1P,®ld
H'(RY) @ H(Y) —— =2, HY(R¢ x Y)
uniformément bornés.
Il reste donc pour prouver le lemme & montrer qu’on peut majorer la norme

dans S, = H'(R4\B. ; H'(Y)) de p € D(A¢) par ([ |o|*+ [ |do|?+ [ |Ap|?)/2.
Soit o € D(Ae) N S,

2 = i 1
It = [, el + [, S 122 iy

B, t-l

= [[rer+ [[1over+ | 120 ok

t=1
Op
+//Z|VY E_z

= [[1er+ [[ 190

aso

t=1
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mais Vy et - commutent donc (si Ay = ¥y Vy) (on utilise le théoréme de

Fubini)
dp ap

d P d

oo g0 oo

;//l Yaz.-l ; R4\B, (6:1:, z;
a /]

-/, /R\ E 32; A5,

0
—/ (/ Aygo.Anup+/ qup-—g)
y \Jr4\B, Se ov

grice au théoréme de Stokes si v est la normale & S,.. Mais p € D(A,) = 3£ =0
(conditon de Neumann). Il reste donc ff Ayp.Apap < %ff(Aytp + Agnap)?.

Donc ]
el < el o + 5 [ 180

On revient & X en utilisant x;
A(xip) = xidp + pAxi + (VXi, VP)

- // 1A (xip)? < C(X:‘)(/ |ael® + / el + / v ef)

c) Dans la situation générale, on approche X par quasi-isométrie avec (X, g )

ou (X,Y,gy,) vérifie (E).
Soit (%o, Ua) une partition de I'unité finie sur ¥ qui trivialise N°Y

Dans la carte définie par I’exponentielle
N*Yjy, x {z € R?\ |lz|| < €o}.

On définit
90(v,z) = go(¥,0)jryy + dz? + ... + dz3.
[0,1] de classe C*® , oy, :

1 h\ €n(z) = en(lizl))

n

On choisit des fonctions £, : R?

Ry
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et soient g, = Y Ya(&n(z)g0 + (1 = €,(z))g) sur TUB"Y et g, est prolongée par
g & P’extérieur (pour tous les objets construits & partir de g, on met n en indice).

e Vn (X,Y,gy,) vérifie (E) donc lim,—ov?(e) = 1.

eSiyeY , gn(y) =9g(y).

Donc les fibrés normaux a Y pour g et g, sont les mémes TUB?Y
{yexp)(v)/v € N,Y et |v|| < €} . Donc X, est difféomorphe & X7
X\TUB;(Y) grice & On, : 9y(exp,(v)) = exp](v), pour ¢ assez petit.

* g et g, different pour |jz]| <n ol g—gn = 3., ¥al(g —go) et g—goy =

e

La différentiabilité de g assure donc : 3M tel que (1 — nM)g, < g <
(14+nM)gy,.

e De plus,
d(expy (v),exp,(v)) < Collv||

et par continuité, on peut supposer Co indépendant de n et de y.

Donc, quitte a modifier M , on peut supposer :
(1-nM)g, <0;"g<(1+Mn)g, sur X7
donc, par quasi-isométrie, on a : 3m > 0 tel que Vn, Ve, Vn

(1 —mn)ri(e) <wale) <(1+mn)ri(e)
(1 = mn)on < vp < (1+ mn)?

Donc 0
mv
|vn(€) — vn| < - + (1 + mn)|v] (€) — V2.
On conclut lim, o vn(€) = vp.
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