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Séminaire de Théorie spectrale et Géométrie Im.1
CHAMBERY-GRENOBLE

1982-1983

BORNES UNIVERSELLES
POUR DES INVARIANTS GEOMETRIQUES

par Sylvestre GALLOT

1[. Préliminaires

Qu'est ce que la courbure de Rioci et comment intervient-elle?

® Définition géométrique:s Soit (M,g) une variété riemannienne (v.r.) sups

posée compacte dans toute la suite.
La courbure de Ricoi est un 2-tenseur symétrique r (i.e. une seotion r du
£ibré T'M @ T'M vérifiant r(x,y) = r(y,x) ) défini de la maniire suivante.
Soit v un vecteur de 'I‘mll tel que |v| = 1.
L'application exponentielle est l'application expm définie par expm(t.v)-
o(t) od o est la géodssique (unique) telle que o'(0)= v,
Considérons la carte

¢ zs"'l x (0,400 [— ¥

(v, t) — expm(t-V)

L'espace de départ est muni de la mesure produit d0.dt,1'espace d'arrivie
est muni de la mesure canonique dve asgocide & la m$trique riemannienne g.
I1 existe une fonotion J(v,t) telle que

Plav)) - I(vyt)"L a0 at
Exemplet 1 - Si M east l'espace euclidien Rn,‘y donne simplement le passage

en ooordonnées polaires et dv8 egt la mesure de lebesgue dv = tn-l.de'.dt,

par conséquent J(v,t) = ¢t
n

2~-8Sik =8
12 mesure (n-1) - dimensionnelle de 1la
asphdre géodésique S, -{x ld(m,x) - t}
est donnde, d4d'apréds la définition de J,

par J(v,t )n-ldﬁ

ve sn-l

Comme la mesure dvg est invariante par

les jsomStries qui laissent m fixe,
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J(vyt) est égale & une fonotion J(t) indépendante de v. On a done
n-l, =,,.n=1

Voln_1(st) = Vol(s ).J(%) .

Par ailleurs st est aussi le petit cerole horizontal de S" égal &

{x (62,52) = t} Son rayon euclidien est donc sint et son volume

(sint) 1.7 1(s™” 1). D'od J(vyt) = sint,

3 -S1i ¥ est 1'espace hyperboligue g,
Cet espace peut se voir oomme l'ensemble des points (x i’) de Bx R qui
vérifient | ?IF - xo - -1, L'Ospaco tangent au point (x y®) est 1'hypers
plan paralldle & 1'hyperplan T . {(}‘o ?) | E .z, -(x,}’) - o}
On vérifie aisément que la
forme bilinéaire symétrique
associbe &4 la forme quadratique

€. — [FI?-

eagt définie positive sur

Cl'est cette métrique
(x 91) 4
qu'on appelle métrique hypers

m

bolique. Pour cette métrique |
- N ' |
la courbe o(t) = cht.eo + sht. ¥ L l

est une géodésique issue du

point m ® (1,05.44,0) ot telle que o0'(0) «v (1e vecteur ¥ étant un veeteur
tangent, donc horisontal, de norme 1). Notons S, -lxld(m,x) - tj par le
néme raisonnement que précédemment on a J(¥,t) e J(t) (indépendant de V)

et v°1n-1(st) - Vol(sn-1).f(t)n-1. Remarquons que S, est un cercle horisontal
de rayon (euclidien) sht. ¥ais comme, dans un plan horisontal, la métrique
colncide aveo la métrique euclidienns, le volume riemannien de s est

égal au volume euclidien, i.e, vo1(s™" 1) (sht)n-l. D'od J(V,t)-aht.

Dans une variété riemannienne (M,g) quelconque on observe que le

développement 1limité de J(v,t) par rapport A ¢ au voisinage de zéro donne

3
J(Fht) « t - q(v) = + 0(t4)

Is premier terme t est le méme que dans le cas euolidien, Sa seule signie

fication est de dire que, lorsqu'on se rapproche de m, la mesure ve est
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asymptotiquement équivalente 2 la mesure euclidienne de 1'espace tangent
rmu, ce qui est trivial, 1e 1°7 terme dont la signification géométrique
est non-triviale est dono le terme de degré 3,

Définition: 1a ocourbure de Ricol r est le 2-tenseur symétrique tel que
r(v,v)=(n=-1) q(v).

Reprenant les exemples préoédents, on voit que la courbure de Ricei de
1'espace euclidien est nulle, Sur S, J(v,t)wsintet -~§% + 0(t4). Dono
r(v,v)=(n-1), Plus généralement, sur la sphdre euolidionne s™(z) de

rayon ry on & J(v,t) = rain(t/r), dtod r(v,v) « (n-1). -2. Sur H",
J(vyt)=shtat 33 + O(t‘) D'od r(v,v) = =(n~1). Plus généralement, si on
remplaoo la métrique ¥ de EH" par ?.? (odK40), on obtient J(v,t)e

- F-E.sh( V-K,t) d'od r(v,v) = (n=1X . Remarquons que, sur B", nous avons
oalculé la courbure au seul point m = (1,04.4.,0). Comme 1le groupe des
isométries de : agit transitivement sur Bn, la courbure est la méme en
tout autre point,

Remarque importantes Nous venons d'exhiber les 3 espaces moddles de cours
bure de Ricoi constante (n-1k (aveo X>0,k =0 ou K <O suivant le cas). Dans
la suite nous noterons ¥ l'espace moddle de courbure oconstante (n-1) .,

Sur cet espace nous noterons J(t) la valeur partioculidre de I(v,t).

Remarquons que

(1) J"(t) +k.7(t) = 0.

(@ Théorime de Bishop (of [B-C] et [E-X])

Dans la suite nous poserons

r = Inf r(v,v)

min Ve
ivi=l
Un caloul donne
d2 min
(2) - J(v,t) + - J(v,t) £ 0
at

Posons f‘(t) « sup(£(t),0).

En oomparant (1) et (2) on obtient le .

Théordme: Si r ) (n-1)K, ei J(0) = J(0) et 81 J'(O)‘J (o), alors ‘1;-
J

est une fonction décroissanto de t. En particulier -—(t) £ 3—(t)
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Dans le cas qui nous intéresse ici on a toujours J(0) = 0 = J(0) et
J(0) =1 = J(0).
Preuve: On travaille sur l'intervalle Eo,to [oh les fonctions J et J sont
toutes deux positives.
En multipliant (1) par J et (2) par J et en retranchant on obtient
J".J - JI".J£0

d'od a‘-ig(a'.f - J'J)<o0.
Comme (J'F-J'.J)(0) = 0 (conditions initiales), ona (J'T - JJ)(t)<o,
d'od %;(%-) éO-.
Par conséquent J(t )2>J(t ) , d'od J(t ) = O,

J(t) ° N ° IH) _
Donoc f(_ﬁ décroit de 1 & 2éro sur [O,to[, T(—t_)-l =0 sur Eto,-oaot. Q.E.D.

Corollaire 1 : Notons B(m, f) la doule géodSsique de centre m et de rayon f
sur M, Notons E(f) la méme boule sur M, Si rmin) (n=1)k et si 0<P <R, on

Vol B(m,R) ¢ Yol B(R)

Vol B(m,§) Vol B(p)

¢ 1
Vol B(m,§) e [n_l (f J’(v,t)“ dt) ad
s 0

Prouve:

R
h._r*(v,t)“'ldt < 3*(v,0)"t . !:J’(v,t)"'ldt
Sf 7)™t as et Jg T (e)" e

Q.E.D.
N.B. Ce résultat reste vrai si ¢ et R dépassent le rayon d'injectivité (i.e.

méme si les boules sont des boules dégénérées non homéomorphes & des doules

~rn
@iz ® )

de R"). Exemple
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Corollaire 2 s Notons N(&,R,M) le nombre maximal de boules disjointes de
rayon€ que 1'on peut mettre dans une boule géodésique de rayon R sur M,
Notong N(&,R,M) le rapport Vol B(R)/vol B(g) sur M.

817 in? (n-1)K, alors N(&,R,NM)& N(E,2R,K)

Preuve: N(&,R,M) est borné par le maximum du rapport entre les volumes

d'une boule de rayon R et d'une boule de rayon Ede centres m et m' sur ¥,

telles que m'€ B(m,R). Comme B(m,R)c B(m',2R),

Vol B(m', 2R) Vol B(2R) =
N(E,B,¥) Vol B(m', € ) Vol B( E) N(E,28,K)
g 7)™ lat
Notons que K(e,B,K) = s'estime uniquement em fonoction
=, \n=1
o J(t) “dt

de x, & ot R, Q.E.D.

() Théorime de précompacité ( [OR 1] p. 63)
Soient X et Y deux espaces métriques plongée dans Z. On définit 1'dcart

dz(X,Y) = Int {E,IE) 0, X inolus dans le € -voisinage deY et réoiproquemsnt}

la"digtance™ de Hausdorff est définie, pour deux espaces métriques X et Y, par
dH(X,Y) s Inf {dz(i(x),J(I)) pour tous les espaces métriques Z et
tous les plongements isométriques i1 et j de X et Y dans ZS
Définition: Nous noterons /‘(, E,D 1'engemble des variétés riemanniennes (M,g)
qui vérifient r ., 3 (n-1)K et diam(M)£D.

'Théoréms’ Pour toutes les valeurs réelles de K et toutes les valeurs positives

de D, /%K,D est précompact pour d.n.

Jdée..de la preuve: Une suite (l(i) 5 de v.r, admet une sous-suite oonvergemnte
- si et seulement si V& J F(E) telle que Vi N(E,Mi) < N(&),
ol R(E,Ili) est le nombre maximum de boules disjointes de rayon €qu'on peut

pour 4

mettre dans Hi.

(1a raison fondamentale est que, pour assurer que d

H
de montrer qu'il existe un—g—- réseau de M et un § -régean de lli tels que

(n,ni) <&, 11 suffrit

la distance entre leurs points respeotifs soit inférieure & £/2. Ia

borne uniforme X(E) permet de borner uniformément le nomdre de points
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i'un tel réseau et d'extraire, point aprés point, des sous-suites ceavess

“e

uzr

cur M

ad )

l"tQS)o
ioi, d'aprés le corollaire 2 ci-dessus, on a N(e,li) < ¥(E, D, 0 oar,

4 la boule de rayon D contient lli tout entier,

questions naturelles: Au vu du théordme de précompacité, et en wvue de

vrorner des invariants géométriques ou topologiques, il apparait naturel dée

a)

le

poser les questions suivantes.
Quand on a un invarient 5, la fonction M:i— S(l() est elle continee @
semi continue pour la distance de Hausdorff, i.e. si une suite 'n do v.9,
converge vers un v.r. ¥ pour dn, a-t-on S(n) = 1im S(H )2

O(x) 3 lim mb(n )?

S(M) ¢ 1m eup S(u ) ?
question est ouverte dans presque tous les cas, Remarquons aeulement o
diamdtre est continu (et m8me uniformément continu) pour d_ ocar

B
| diem(X) - diam(Y)| £ 2 ag(x,1).

Par contre les nombres de Betti bp ne sont pas continuss oonsidérons en

effat le tore £. 'I‘“-1 obtenu en faisant une homothétie de rapport & swy

la

métrique de ‘1'“-1. Comme diam (&.Tn-l) teni vers séro aveo £,y 1] o

~lair que T x E.Tn_l tend vers T pour la distance de Bausdorff, Or
up('l? x f_'l‘n.l) - (:) , alors que bp(T) «0s8ip>let bl(T) = 1, On peut

ragte ouverte pour b

demander si les bp sont semi-continus dans l'autre gens. la questiem

1° Pour b (p> 1,p pair) la réponse est non, En oot Epo

n+l
sidérons un point x_ du pro:jectif complexe €2” "~ et notons S, - x/d(x ,x)"

On

or

b)

a S, —> cP® ir/d(x )X) = 7'(} quand * —> T «
T
bzp(s ) = 0 et bzp(CP ) @ 1,

Une quastion plus accessible est la suivante, Etant donnés K et D

(D¥0) et un invarient &,existe-t-il une borne uniforme C(K D) telle que,

pour toute (M,g) appartenant & 1l'ensemble prscompact /CI p’ o® ait
k

°

(%,g) € ¢(KD) ou ©(x,8) > C(K,D).

I1 existe dores et d5jd un certain nombre d'invariants pour lesquels ls

riponse est affirmative, & savoires le 1° nomtre de Betti b].’ les valeurs
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propres Ai du spectre du laplacien 2t leurs inverses, les oconstantes
isopérimétiriques h et C de la varidté définies par

- DS)'
" oar Fa(ay 0t It 109

A vy ()l

ot W est 1'ensemble des domaines L1 € M tels que Vol({2) & % Vol(N),

et enfin le i goenre de la variété. Le but de cet exposs§ est de donner une
mithode génirale pour trouver des estimdes de ce type (voir p.18-19-20).

Par contre le probléme reste ouvert dans tous les autres cas. Remarnuons
cepandant qu'en renforgant l'hypothése faite sur la courbure (i.e. en
ramplagant la borne inférieure de la courbure de Ricci par une borne
inférieure de la courbure sectionnelle), on sait calculer une borne supérieure
de chacun des nombres de Betti bp. Sous la méme hypoth&ése renforcéde, on sait

borner la dimension du module des déformations d'Einstein d'une varidté

d'Binstein (voir [GAl], [GR2] et [GA3]).

II kéthode gdomsStrique

En utilisant le théoradme de Bishop, on obtient des estimées sur le

7T1 et 1o b..

1 Théoréme de Myers:

Thiordme: Si r , » (n-1)K Y0, alors diam(M) £ 19 s M est comp:cte,
Théorbmer S1 I, =

son ﬁ; est fini et b, (K) = 0.

Preuve: Ile fait que diam(M) ¢ -Fi vient simplement du fait que, le long
d'une géodésique minimisante de longueur 4 = diam(M), on a J(t)>0

sur [O,d[,par conséquent J(t) >J(t) D0 sur [O,d[comme J(¢t) -F;-sin(lfit),

ona a¢ M/ Soit pt ¥—>M le rovitement univsrsel de M. On a également

diam(ﬁ) 4 7(/[1—. Pour un point m donné, il existe £ 0 telle que la boule

B(m,€) soit homéomorphe & une houle de ]" (donc simplement connexe).
Par conséquent p-l[B(m,i)] est une réunion de boules de rayon & dans ¥ en

nombre égal au nombres d'éléments du T('I. On a done, par le corollaire 2,



I1.8

. 19 se IT
#H(TL ) £ N(E, = ) ¢ N, ©LD.

@ Théoréme de Milnors

soit [ un groupe discret et { Yl""’ Yp} un systdme générateur. On
note 'Kl la plus petite valeur de l'entier k tel que x s'dcrive comme
produit de k générateurs ou de leurs inverses. On pose N(R) -#{X/ “a’ﬂ £ R}.
On dit que Pest & croissance polyndmiale lorsqu'il existe des oonstantes

c et k telles que N(R)& o.Rk « Cette notion ne dépend pas du systime génée
rateur choisi.

Exemples zp est & croissance polyndmiale en B®. BEn effet, N(R) est le
nombre de points de zp gitués & l'intérieur du pavé d'équation

|xl 2T, £eee s X ( & R. Ce nombre est équivalent au volume du pavé,

2
done a Rpo

Théordmes Si 1.-B 2 0, alors le 7r (M) est & croissance polynomiala.

Exemples le tore T! est tel que TT (T7) = s , croissance en , BT,
Preuve: Soit {xl,..., x } un systéme ginsrateur du Tr
Posons ¢ = sup(longueur des x:l Si N Xi . X:lk , 11

est clair que sa longueur L(X) est plus petite que la somme des longueurs
des xi.D'oﬁ L(A’)ée.hu « Si mep (m),oﬁ pll(—-PM est
le revétement universel de M, on a d4(m, 5’(35))- oll¥Yd . Done

ME) ¢ # § ye T [ y@ € 3@ec.m)}
Comme préoédemment, 1l existe &7 O telles que les boules de centres Y('E)
ot de rayon & soient disjointes. Done N(R)<N( &,c.R,¥) £ ®( &,2¢.R,0) .
ﬁ( & ,2¢.R,0) étant le rapport des volumes de 2 boules euclidiennes de rayon
2c.R et £, 11 est 6gal & (gg)“.n“ . Donc la croissance du T[.l est polynd=
miale d'ordre n » Q.E.D. ¢

Par le théordme de Burewicz, ce théordme implique que, dans ce oas,

b (n)‘n. En effet soient 2[1,...., ap} tels que leurs images dans

R (M,R) engendrent H (M,R) . 1a oroissance du sous groupe distingué engendré
est supérieure & celle ae 2F (donc & R ), mais inférieure & celle: du r
(donc & R ™). D'od p4n .
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@ ¥ajoration de bl(ll), version Gromov (of @R]-_.l pP.T2 2 75)

ThSoramet Pour tout K et tout D (D >0), il existe 0(X,D) telle que toute
variété (M,z) de }(,(x,n) vérifie
b, (M) £ o(x,D)

Pour tout £€> 0,

1a premidre Stape (non triviale) oonsiste A fixer un point ¥ de Wet 2
montrer qu'il existe un eysténo [{1,..., x } qui engendre un sous-groupe
distingué a'indice find dans T\ (X) et to1 awe a(F, 1,(¥) £ 2 #€

d(rj_m’ x ("')) 2 &.

Par le théordme d'Burewics, les images de 2(1,...., Yp} dans H (I,R)
engendrent H (n,n) , 1.0, D (ll)‘p e lss boules B(xi(x)’f) sont
disjointes et sont contenues dans la boule B(Y,2D ¢ -3- €). D'od

pSN(- 2D+§8 )& 8(- 70,K) par (Bishop). Dono b (l) est borné par

une fonotion ne dépendant que de K et de D.

III la Méthode Analytigue

Définition analytique de la courbure de Ricoi
Soit ™ une l-forme et oﬁ le ohamp de veoteur dual (pour la dualité asseside

au produit socalaire). Une définition de r équivalente & la précédente est

donnde par n
Hd1) = g 1 ”x,’x Dy &(x,) - DDy oL(X,)
i
od {11} 144¢n est un repdre orthonormé,

2 Pourquoi le laplacien intervient-il dans le ocaloul 4'invariants?

Beaucoup 4 'invariants topologiques ou géométriques S(I) se représentent
oomme la dimension de l'espace gdu sections T d'un £ibré E-—p M qui somt
golutions d'une éaquation du type

p*or + B(r) = 0
od D est la dérivation covariante

¥ est 1'ad joint de D pour le produit scalaire intégral Koy / e 5 &
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@ est un opérateur linéaire symétrique de la fibre Em dans elle méme dont
les coefficients se calculent & 1l'aide de la courbure.
Exemple: Notons AH - 5d ¢ d5 le laplacien de Rodge de Rham gur les
formes différentielles. On a
(Bodge-de Rham) b = dim { ol ¢ Aao( - o}
or ANdad'dd o r( of¥,.) (d'aprds la définition analytique de r) lorsque
& est une l-forme. Par conséquent (of. [B-O-M] p. 131-32 )
b, (¥) « { o 1 DD+ r(of.) = o}.
De méme (of. G- p.262 ) on a
bp(lﬂ) -{o( ' n*nou@)(ot,.) - o}

ou (ﬂ,so oaloule & l'aide de la courbure sectionnelle.

Pour tout. T € 8 s On a dono
* ‘ - 2
<D'DT , T @minlrl

od (R, 2in est la plus petite valeur propre de (R, N
En intégrant, on obtient immédiatement

flm'\"’ « <p'or , 1D &- @Mnﬁme

S (Rm >0, on a dono S(M) = 0 (en particulier bl(l) = 0 g1 la cours
—_—min
bure de Ricoi est striotement positive),
51 &min «0Oona 5(“)"dm(fibl‘e de E), oar alors DT = O et l'applis
cation { E ——EB

? —> ?(m)

est injective, d'od de < dim(Em).

En partioulier, si r 20, ona b én = bl(r") car la dimension de la fibre

1
du £ibré T'M —> K est gale & n.

But de l'exposé ¢ Trouver une constante universelle o(&mm,x,n) telle que,
<
pour toute v.r. ¥ de/éx’p s on ait o(n)s c(@dn,x,n). Ceoci gera donné par

le théor2me suivant

(® Enoncé du théordme et applications (of.[GAI], [0A2] et[Ga3])

Nous allons trouver deux fonotions r'et ¥ s Positives et oroissantes, de

R dans R vérifiant
. l" continue et P(:)—-» 0 gquand x —> =-o~”
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=08ix<0

Y(x) - { «=lgixe0 ’ F(z) continue sur [0,4e0
£ ¢(n) .xn/Z quand x321

Ces deux fonctions s(:gt explicitest plus précisément nous verrons par la

suite que - Y(x) - Ho (1 +§_Tﬁ)2/{;i pour x0, od g: ;/(n-&‘) :: :f23

Une expression de rost donné dans E!AZ], elle est améliorée dans @Aﬂ.
Voir aussi plus loin, page 17. Aveo oes deux fonctions, on a le
Théoréme s Soient X,D, A\ des nombres réels donnés (D>0). Soit He/& D et
soit E—> M un f£ibré veotoriel muni d'une métrique {. , « » et d'u;\o conms
nexion D compatible avesc la métrique. Notons é la dimension de la fibre.
Soit Eun gous espace vectoriel de l'espace des sections ¢ au fibré. Si

(0"0r,7 > <) 1712 pour tout T € & , alors

gl F(r‘?; ))

Corollaire: Si 1'invariant S(M) s'Scrit D() = dim§
od Z -{T / p*pr 4@(1‘) - O}, alors
S (w) séff(-@m p° )
ri(xn?)
Exemple 1 ¢ bl(n)é n. E( —ICDz(n-l)\ pour toute v.r. (M.g)

2 2 dans .
le £ibré est ioi ?* ¥ —3 M. Ses seoctions sont les l-formes diffsérentiables.

1a dimension de la fibre est n, le s.e.v. E est l'espace des 1 formes haras
moniques ® qui vérifient (voir ci-dessus) DX 4 x( c(#, .) = 0, Par
oonséquent, on a -@min - -rmin £ =(n-1)X, on applique alors le corollaire
ci-dessus.
Remarquons que cet estimé est optimal puisque

Remarque Il existe &£(n) > O tel que

si k.02 > - &(n), alors pour toute (H,g)c){x,n

on & bl(ll) £nw= bl('.l'n).
Ceoi vient du fait que f(z) —»1 gquand x —>»0.

Exemple 2 : Pour estimer b (n), on considdre le fibré
/\P(T%) —> M dont la fibre est do dimension (3 ) .

L'espace Eost 1tespace des p-formes harmoniques & qui vérifient dono

p*oy + (R (o) = o.
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] p— - U S
D'aprés LE lﬂ & min) r(n p) fmin’ ol fmin est la plus petite valeur
propre de l'opérateur de courbure de (M,g) D'aprds [KA], on a

Puta ¥ (©, ) = 5 [nta-1) (e DT V(o

sup Oint)

aup. inf

od o et & sont les valeurs maxima et minima de la oourbure se=

sup inf
ctionnelle.

le théoréme donne 2
(®)-§|- fasn D -p(n-p)
2 2
P °(k.0%)
L ]
ce qui donne une majoration de bp a4 l'aide de D, fsup st o in * Reste 3

savoir si on peut remplacer la donnée de Kmin et s;up par celle de rmin

seulement. Remarquons, toujours parce que S(x)-——' l quand x — O’ et

que bp(n)((;)ol = bp(n)\c(:) s Que

bp(n) £

Propositiont Si la courbure sectionnelle ¢ vérifie E(n) 2 ©. n2> - &(n)
pour §&(n) assez petit, alors b (1)4( ) b (T Yo

Exemple 3: Notons 0 = A ()< )\l(n)z A (n)( oo £Q (0 ...
le spectre de (M,g) . L'inva.riant oorxsidéré est, pour tout A) 0,

mue) = # {1/ 2, <2}

Le £ibré oonsiddré est M x R —>M (trivial), les seotions sont les fonotions
M —» B, la dimension de la fibre est l. L'espace Z est l'espace engendré
4 telles queAf .Ai N ot X &) . Dans o®
cas, D D -A et D Df )f (attention, il y a une diffioulté oar ceci n'est

1
plus vrai pour les oomb:lnaistma linéaires des fi) On obtient, par le

pa.r les fonotions propres f

théordme fondamental p. 11 ,

2 2
¥y (4,¢) 4} __>‘_L &  c(&.D?) /2 pn
r?(o°)
Remarquons que cet estimé est bon car on sait par ailleurs que
¥, (¥, 8) ~ C(n) A“/z.v quand A —>» + o2 (c'est dono la bonne puissance de ).
Par ailleurs, il existe. £(n) tel que, si
P r‘z(lﬂlz) & (n) ’ alors Nx(n,g) -1,
2

D
e
ce qui oorrespond bien au fait que la 1 valeur propre AO = 0 est de

2
multiplicité 1 et qu'on peut borner Xl inférieurement par £(n). f'z(K.D )

D2



Remarquons que N(Xi) = i et que, psr conssquent,
IR 1 A
c(x.09)/™ p?

4 Technique de démonstration du théordme fondamental ([GAI],[GAZ] et [GA:]"
a) 1° Etape + Si "TlI!’ /"T“I.? est borné pour tout T€ &, alors on sai-

borner d:un(E) .

lemmet Soit E—> ¥ un fibré muni d'une métrique &, , .)m sur chaque

fibre Em' Soit E un sous espace vectoriel de dimension finie de l'espace
des sections cogdu fibré. Alors 11 existe un T 63 tel que
4 e 2
atm £. |7 £ ll'r]lfo . dim(fibre) .
L

ol V est le volume de M,
Preuves Posons N = dimg et notons i'l‘l,...,'l‘n} une base orthonormée ie
pour le produit scalaire <K . , .)}- f ey o >m odm ., Par le

théorédme de la moyenne, il existe un poigt m de X tel que

N -L g—_l la'i(x)ll2 < V. g I\!‘i(x'zn)ll2 .

&E —E,
P ——> T(n)
dimension de la fibre. Considérons une base orthonormée {81""’86} de

L'application Pm c{ est de rang [inférieur ou égal & 1la

Ker(Pm)'L (sous espace de g orthogonal & Ker(Pm)) et une base orthonormée
zseﬁ, oo SN} de Ker P, Comme on passe de z’l‘l, oo o TN a isl, ces ,s"

par une matrice orthogonale et comme S (m) =0 pour 41>¢, ona

1" ¢
f{_} e, @ 2. gﬂsi(m) . Eu s, (m)l ¢ €. sup | 51"1;

=» 1, on a donc montr§ l'existence d'un i tel que

Comme || . \
aim £ . usiuLz g e sy .

2
i“LZ

QoEoDo

b) _2: Etapes Comment borner [T Il 1™ /4Tl 12 *

Un calcul relativement simple donne, si on désigne par |'l'| la fonotion

r — @ =<2, >V,
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(1) | 2l.A(l71) € <o™r,7 > ¢ Almi 2,

En effet, on a
1 2 1
sAxr ).-.z_g DD (<T,7>) = -Zi@iw,ni'r) ‘;@1”1"”
.- (o124 ¢D%0,7 >,
Un calcul identique donne
sAur?) --[d(ll‘l)la slTh A(lTly .
|'1'l , on obtient [DTI1Z }d(l'rl)l2

ce qui donne (1), la démonstration du théordme sera donc achevée si on dé=

Bn posant T = |T] o

montre le théor2me suivant (le fait qu'ici la fonotion | Tl ne soit pas dif=

férentiable partout ne pose pas de probléme),

Théorédmes Soit f une fonction positive ou nulle vérifiant At < A s 8lors

2 EY f( LY £4,
M*(x?) v
Preuve: Notons u 'l 2 =lth, + “df “ , ¢+ les analystes savent
): | L L

1

démontrer que la norme Hi

si p& 2n (pe+orsi n e 2). Ceci assure l'existence de deux nombre
n-2
A,B< + 00 tels qu'on ait 1'inégalité (dite de Sobolev)

est plus fine que la norme Lp 81 et seulement

S 4 £ A, |af Be fi £
( ) " “sz N " " Lz + " " Lz ’
od f=n  sind>2 et (BS=4 si ne2,
n-2

L'hypothase Afé%f permet d‘'Sorire (caloul)
fla(f")lz /f” A(£®) = _p- f #2771 A & e beh
M T -1 Jy ) 2p-1 1%P

L'inégalité (8), appliqué 2 £F, donne dono

"f"qup £ (B+A.E£_J; l/p“ru

Par itérations successives on a
q

2 Wx j2/0 2 1)°
nf“Lzﬁq#l < I (B + A, ﬁ(?j) 12
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ce qui donne “ ed | 2@ 4 S R 4 “22 y ob
L

LY o THaen Y o,
i«0

2p'-1

c) ® Ztape: Btablisgement de 1'inégalité de Sobolev (S)

1es analystes savent seulement démontrer qu'il existe des oonstantes

A(M,g) ot B(M,g) finies, dSpendant de M, g et du syst2me de oartes choisi
telles que (S) soit vraie. En effet leur technique est locale et consiste,
via une partition de l'unité, & utiliser les inégalités de Sobolev dans R
Ceci est trds insuffisant pour le but que nous nous proposons puisque cela
reviendrait 4 borner un invariant S(!) par une constante non explicite,
dont la seule chose que l'on connaisse est qu'elle dépend de M,g8 et de

la partition de 1'unité! Pour trouver des estimées explicites de A et B
nous devons donc utiliser des méthodes géométriques globales.

Théordme ([0A2] et [0AY]) L'indgalité (S) est vérifide lorsque

1.7/
- r'(x.n‘c’)

Un oontre exemple (voir @Aﬂ, [GA2] et [GA}]) montre que ces estimdes

gsont les meilleures qu'on puisse espérer en ce qui concerne l'information
(K,D) nécessaire A leur caloul (i.e. A doit tendre vers 1'infini ei
K—> «or ousiD—>4¢00), 18 volume n'intervient que pour rendre
les 2 membres de 1'inégalité homogdnes. Remarquons que B est la meilleure
valeur que nous puissions espérer puisque, pour £=1, 1'inégalité (S)
devient ‘

1y <2000,

comme "1“ 2p - vl/q’ ot ll[[Lz - V1/2 s 11 vient

B3 vl/QS -1/2 = V-l/n e On ne peut donc espérer mieux que B = V-]
1a constante A s'egtime A 1'aide de la oonstante isopérique C définie page 7 .
1e théordme de Bishop (version [E-f]) intervient dans 1l'estimation de C,
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ce qui est la partie la plus difficile de la démonstration (nous renvoyons
a [GA2] et [GA3]). Plus préocisément, si
- 2[n(n-a)]'1/ 2 yor(s")~Yn
n-1

C‘ - Vol S
(Vo1 Bn)l-l]n

on démontre que £ et c‘i sont les valeurs de A et C lorsque la variété est
une boule suclidienne. Alors; 8i h et C sont les constantes isopérimétriques
d4finies page T, on a

L

-l
Proposition: A= (—g— . A*. Vl/n + %)V /n

Idée de preuvet Soit s€R tel que {701&?&} € v/2
Vol {fn} & v/2

BEn changeant au besoin f en -f, on suppose & 3 O.

i1 est cleir que, si If =0, alors

v1/2||r|\L2 >/J‘l Ed -2[r>o}r > 2{”.}1 > a.v

D'od

lf“l'zpéuf-a“ﬁs 0&.71/%35 llf“lle,s*"l/"'llflle

L'inSgalité de Cheeger ([BOM] p 196 ) donne uf“ s € §||4f I 5 ®

Pour établir (S), 11 suffit donc de montrer que

¢ £
"f'“"z(s = c"“”g .

Notons () = ix/f(x)) a} il suffit dono de montrer que, pour toute fonotien
f positive telle que f = 0O sur)ﬂ, on a u “ 2(34 _‘_"_f_“dt“ 2 .

Lorsque £) est un domaine & bord de R" 9 notons D. 1_a boule de centre
1'origine et de méme volume. Pour tout ¢, notons ﬂ in/f(x) >t} ot
_ff % la boule centréo a4 l'origine de m8me volume que ﬂ On définit la
fonotion £ :.O.———)n en posant f (x) = t pour tout point x de r).ﬂ.

(voir dessin).



e - - ) =

_Q#

|
g‘t
L'inégalité isopérimétrique olassique domne, & partir de

Vol(ﬂt) - Vol(mt) ’ Yoln_l( ’D_Q.t) > Voln_l(g Q‘t) oe

qui implique (changement de variables dans 1'intégrale)

pr . ( #P e w22 5 (o™
it v

On montre ensuite, en passant en coordonnées polaires que

fdfazﬁ < i L};Vfﬂz
[(;2(3 < P lerla

Revenons dans le cas général ot £L est un domaine de X tel qQue

os qui donne

Vol nu/z.v y alors on peut faire la m8me oonstruoctionm. Dans oe oas,
3
vo1 L)L . ® Volﬂz impliquera Vol 'D.C).t P g;or D.Q.t,, oe qui donne

erﬁ - {L* 2 . L].Vrl 2 > (—%;)ZL*(V#IZ

fr"’l‘ < -—g:.A*L Vv 1k
19}

d) Bxpression explicite de [ .
D'aprds oe qui préodde on a (of. p.15et16)

[ -( ¢ A*!l/n »2 ).1 .

c D hD

Dtod

Q«E.D.
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1/n

comme C.D.V et h.D admette des bornes inférieures ne dépendant que

de K.D2 (voir leur formulation explicite en [GAZ] ou [0A3), [-’ est bien
du type recherché.

5 Probldmes ouverts par cette méthode 3

a) Utiliger cette méthode pour estimer d'autres invariants

Conjeoture s tout invariant peut &tre borné & 1'aide de K et de D .
b) Adapter cette méthode au ocas des fibrés hermitiens (dans ce ocas l'estie
mation des valeurs propres de l'opérateur T —-—)D'D‘l" semble avoir un ine
térét en elle-m8me), voir aussi [H-s-7].

o) Essayer d'améliorer les estimations connues de & « En particulier

min
est-il possible d'estimer le p-idme nombre de Betti uniquement en fonotfon

de X et de D pour toute v.r. de,% (probldme important),

d) Dans le théordme fondamental (pI:;Ie)s 17-18) peut-on remplacer 1'hypothdse
ponctuelle <D'DT,? > £ A |T 12 par une condition intégrale K D*pT,T P < /\ﬂ'l"z ’
i.e. ﬁm‘lzéz\fll‘lz o Ceoi permettrait d'estimer directement les valeurs
propres du spectre de D"D. De plus, ceci permettrait de faire le méme raison=
nement lorsque M est non oompac.:te et de se poser des questions telles que:
sous quelles hypothdges le spectrie de D*D est-1l1 disoret? peut-on estimer:
ses valeurs propres (voir [E-S-U] pour des références pour ce problame),

e) ‘Plus précisément, estimer le nombre ﬁ(A) de valeurs propres plus

petites que A de 1'opérateur D'D (d6fini sur les sections de B —3 M) A
1'aide du nombre N()\) de valeurs propres du laplacien A(eur les fonotiens).
Notons ‘i les valeurs propres de DD et Ai celles de/\. On eait déj,

i
a1 £ désigne la dimension de la fibre de E—>M, (voir [HE-S-0] ) que

(2) ; o--iit £ e. 2 o }1‘t

Exemple: Soit B ——)'l‘n un fibré trivial sur Tn mani d'une métrique
n n
plate (exemple: n'importe quel fibré ®p(T*(T ) o (%)) .

Soient Tl,...,Te des sections paralldles et orthogonales. Alors

* - A
D D(f.'l‘i) f.'l'i
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Bn particulier, si £ est une fonotion propre de A correspondant & 1la
valeur propre Ai (1.e. At -)i.f), 11 lui correspond 'e sections propres

f.!'l y eooy f'Tl correspondant & la méme valeur propre

d'od Z.- .xi‘t - e. Z o Ait

10 10
L'inégalité (2) est donc optimale. Notons auesi que
F(A) = €. 8())
d'ol la conjecture

Con jectures Pour tout £ibré vectoriel riemannien ou hermitien sur une variété

riemannienne, on &

T(\) ¢ €x()N)
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