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PREMIÈRE THÈSE.

LES APPROCHES
DANS

LE PROBLÈME DES TROIS CORPS

INTRODUCTION.

1. Stabilité du système solaire et problème des trois corps. — L'une des
questions fondamentales qui se posèrent aux fondateurs de la Mécanique
céleste concerne la stabilité du système solaire. Laplace ouvrit la voie des
recherches et démontra que les grands axes des orbites des planètes ne
présentent pas de variation séculaire, à l'approximation du premier ordre par
rapport aux masses et du second ordre par rapport aux excentricités et aux
inclinaisons. Lagrange obtint le même résultat, mais sans restriction relative
aux excentricités ou aux inclinaisons. Poisson constata qu'en considérant
l'approximation du second ordre par rapport aux masses, on n'introduit pas
davantage de termes séculaires; mais, cette fois, apparaissent des termes
mixtes, produits de termes séculaires par des termes périodiques.

Ces démonstrations se trouvaient en défaut pour des planètes ayant des
moyens mouvements commensurables; ce cas fut l'objet des recherches de
Delaunay, Tisserand, Gylden, qui aboutirent à des résultats voisins de ceux
obtenus dans le cas général.

C'est improprement que ces divers résultats furent chacun à leur tour
considérés comme la démonstration de la stabilité du système solaire; il en
ressort néanmoins la certitude que, sous Faction de l'attraction newtonienne, lç
système solaire ne risque pas de se désagréger, du moins d'ici une époque
extrêmement éloignée. Or d'autres actions interviennent dans l'évolution du
système solaire, dont l'énergie se dissipe dans différents phénomènes irréver-
sibles : frottements dus aux marées, frottements internes, phénomènes
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magnétiques. Cette dissipation, très lente, offre cependant des manifestations
qui nous sont perceptibles, par exemple l'égalité des vitesses de rotation et de
révolution pour la Lune. Il est certain que Tes termes négligés dans la démons-
tration mathématique de la stabilité du système solaire sont aussi négligeables
devant ceux, d'ailleurs inconnus, dus à l'aspect physique de la question.

Est-ce à dire que le mathématicien doive abandonner ce sujet? Nous ne le
croyons pas. En premier lieu, des résultats, qui ne sont pas utilisables
aujourd'hui, peuvent pourtant l'être, directement, lorsque, [pour reprendre les
paroles de Poincaré ( ' ) ] , dans quelques siècles, l'accumulation et l'accrois-
sement de précision des observations exigeront un instrument de calcul
infiniment plus précis que celui dont nous disposons actuellement. Mais
surtout, sans ouvrir de débat sur la science pure, — et pourtant, c'est bien
auprès des astronomes que la cause devrait être gagnée, — il faut reconnaître
que la Mécanique céleste offre un choix d'exemples, d'une rare richesse, quant à
l'utilisation pratique des résultats théoriques qui y semblaien t le moins destinés.
Rappelons seulement les premières recherches sur les mouvements périodiques
dans le problème des trois corps ; ces mouvements, si différents des mouvements
réels, servirent cependant de base à la belle théorie de la Lune de HilK Dans un
autre ordre d'idées, la convergence des séries du mouvement elliptique est
limitée pat la valeur 0,6627 de l'excentricité; cette valeur résulte de l'exis-
tence de points critiques correspondant à certaines valeurs imaginaires de
l'anomalie excentrique.

C'est donc sans scrupules que nous aborderons l'examen de certains
phénomènes qu'on rencontre dans l'étude rigoureuse de la stabilité, mais qui
ne se présentent pas dans la réalité.

Un mouvement est stable, au sens de Lagrange, si les éléments ne s'écartent
jamais beaucoup de leurs valeurs initiales; il présente la stabilité à la Poisson
si ses éléments redeviennent une infinité de fois très voisins des éléments
initiaux. Les mouvements des planètes font très probablement partie des
mouvements possédant la stabilité a la Poisson; Poincaré le pressentait, et,
depuis un important résultat qu'a obtenu M. Chazy (3), il ne reste qu'une
lacune à combler pour en achever la démonstration. Mais la stabilité au sens
de Lagrange est loin d'être établie pour eux, et il est possible qu'ils ne la
présentent pas. Il aurait suffi, pour éclaircir ce point, de déterminer Yallure
finale des mouvements. Or Y étude locale des trajectoires fut longtemps le seul
moyen d'aborder Le difficile problème des trois corps (3), en dehors cependant

0 ) Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, t. I, Introduction.
(») Sourn. de Math., t. VUf, 1929, p. 3ô3-38o.
(8) C'est à ce problème que se limite en principe tout ce qui suit, quoique certains résultats aient

une portée plus étendue, qui se trouve alors précisée.
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de cas très particuliers où les rapports des distances mutuelles restent con-
stants ( ' ) . C'est Poincaré qui, le premier, envisagea certains mouvements plus
généraux pour toutes les valeurs du temps, en établissant l'existence de solutions
périodiques (2). D'autres résultats concernant l'allure finale des mouvements
ont été obtenus depuis; on a même pu étudier complètement de ce point de vue
toute une classe de mouvements, celle des mouvements rectilignes pour lesquels
la constante des forces vives est nulle (3); mais il s'agit là d'un domaine trop
restreint pour être utilisable dans le problème qui nous occupe. Sans qu'une
détermination complète de Fallure finale des mouvements soit nécessaire pour
décider de la stabilité (au sens de Lagrange), il faut tout au moins savoir si les
distances mutuelles sont bornées (inférieurement et supérieurement) lorsque le
temps prend des valeurs infiniment grandes.

De nombreux résultats concernant les maxima des distances mutuelles sont
actuellement acquis. Ils sont dus pour la plupart aux travaux de M. Chazy (4),
qui établit en outre, au sujet des minima de ces distances, que deux corps ne
peuvent tendre l'un vers l'autre lorsque le temps croît indéfiniment, du moins si
le vecteur des aires est différent de zéro. Cette dernière condition est supposée
vérifiée dans tout ce qui suit. C'est l'ensemble des mouvements donnant lieu à
des minima nuls que nous allons considérer plus particulièrement, en vue de
l'étude de leur stabilité.

2. Chocs et approches. — Nous envisageons ici le cas où l'un des minima des
distances mutuelles est nul.

Il peut arriver que la distance correspondante s'annule effectivement au
bout d'un temps fini ; on se trouve en présence d'un choc.

Dans le cas contraire, la distance, qui ne peut tendre vers zéro, s'en rapproche
de façon arbitraire à certains instants, reprenant toujours par la suite des
valeurs supérieures à un nombre positif fixe. Nous dirons alors qu'il y a
approche.

Les mouvements avec choc binaire et les mouvements avec approche sont
des mouvements, sinon voisins, du moins complémentaires. Deux corps ne
tendant pas l'un vers l'autre lorsque le temps croît indéfiniment, un choc dont
l'époque serait rejetée à l'infini prendrait la forme d'une approche. Nous verrons

(!) Ces mouvements se dnisent en deux catégories : mouvements d'Euler, au cours desquels les
trois corps restent alignés; mouvements de Lagrange> au cours desquels ils forment un triangle
équilatéral.

(2) Bull, astron., t. I, p. 65. Antérieurement, mais dans un cas où les masses ont des valeurs
relatives très particulières. HJLL {Amer. J. of Math., t. I) avait déjà signalé une catégorie de
solutions périodiques.

(3) J. CHÀZY, Bull. Soc. math, de France, t. 55, 1927, p. 222-268.
(4) Outre l'article du Journal de Mathématiques mentionné plus haut, voir notamment : Ann.

Éc. Norm., t. 39, 1922, p. 29-180; Bull, astron., t. 8, ig34ï P- 4o3-436. Le premier de ces deux
Mémoires, dans les références qui y seront faites désormais, sera désigné par (À),
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aussi que, dans une certaine classe de mouvements, les mouvements avec choc
présentent en général des approches. Cette parenté entre ces deux sortes de
mouvements nous obligera souvent, pour l'étude des mouvements avec approche,
à envisager ceux avec choc. C'est pourquoi nous consacrons un premier cha-
pitre aux chocs. Nous démontrons ensuite l'existence effective des mouvements
avec approche parmi les mouvements correspondant aux deux principales classes
de conditions initiales.

Cette existence demande en effet à être établie. Il est vrai que des approches
ont été obtenues dans un problème voisin du problème des trois corps, celui
d'un point matériel attiré par deux centres fixes en raison inverse du carré de
la distance (1); elles se présentent alors, dans le cas des trajectoires planes.
Mais on n'a pas encore signalé d'exemple de tels mouvements dans le problème
des trois corps. En voici un :

Supposons que deux des trois corps aient des masses nulles; ils décrivent
chacun, par rapport au troisième, une orbite plane du second degré; supposons
que ces orbites soient elliptiques, se coupent en un point A (sans être
nécessairement dans un même plan), et de plus soient décrites en des
périodes T et T' non commensurables. Le mouvement relatif des deux masses
nulles n'est alors pas périodique; les deux masses se choquent une fois au
plus; supposons, pour simplifier le raisonnement, qu'elles se choquent effecti-
vement. L'intervalle de temps, qui sépare les passages de l'une et de l'autre au
point A, est de la forme nT — nfV9 n et nf étant deux entiers. On sait que, ï
et T étant incommensurables, on peut trouver deux entiers n et n! tels que la
différence nX — nfT soit arbitrairement petite. Le mouvement relatif des deux
masses présente donc le phénomène d'approche.

Cet exemple isolé ne permet pas de conclure quant a l'existence d'approche
lorsque les masses des trois corps sont quelconques. Nous traiterons le cas
général, sous la réserve, toutefois, que nous supposons le vecteur des aires
différent de zéro.

3. Résultats obtenus. — Le Chapitre I est consacré aux chocs binaires dans le
problème des trois corps. La trajectoire relative des corps entrant en collision
possède un point de rebroussement de seconde espèce en général; son plan
osculateur passe par la position du troisième corps à l'instant du choc. Les
éléments osculateurs relatifs à cette trajectoire présentent certaines disconti-
nuités, mais leurs valeurs absolues sont stationnaires, à un degré assez élevé
par rapport au temps.

Envisageant ensuite les trajectoires avec choc dans leur ensemble, nous
précisons la signification et la portée des conditions de choc qu'a obtenues
M. Kiveliovitch; nous montrons que, de même que les trajectoires avec choc

(*) ANDRADE, J. ÉC. Polpeck.j 60e cahier, p. 55.
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satisfont à deux conditions, les trajectoires présentant plus dJun choc satisfont
à quatre conditions, et existent effectivement.

Les mouvements du problème des trois corps, ainsi que nous le rappelons k
la fin du paragraphe 5, se divisent en deux grandes catégories : ceux pour
lesquels une distance mutuelle au moins tend vers l'infini avec le temps
(mouvements à allure binaire), et ceux pour lesquels les distances mutuelles
restent finies, ou reprennent des valeurs finies après tout laps de temps
(mouvements bornés et oscillants).

Dans le Chapitre II, nous recherchons ceux des mouvements à allure binaire
qui présentent une approche. Parmi les mouvements plans, nous montrons
d'abord comment on peut choisir des conditions initiales conduisant de façon
certaine à une approche. Les mouvements avec approche non plans sont
ensuite mis en évidence; ils doivent satisfaire à trois conditions, les mouvements
plans à une seule.

L'allure finale des mouvements à allure binaire offre une certaine continuité,
et est beaucoup plus facile à étudier que celle des mouvements bornés ou
oscillants sur lesquels on sait très peu de choses. C'est pourtant parmi ceux-ci
que se classent vraisemblablement les mouvementsrdes planètes. Tout progrès
à ce sujet serait souhaitable. D'après le principal des rares résultats acquis dans
ce domaine, les trajectoires possèdent la stabilité à la Poisson, sauf certaines
d'entre elles, dites exceptionnelles. Ces dernières, dans l'espace où l'on
représente habituellement les solutions des équations différentielles, — les
coordonnées y sont les conditions initiales relatives à chaque solution, —
ne peuvent remplir un volume de mesure non nulle. Nous démontrons, dans
le Chapitre III, qu'elles ne peuvent remplir aucun continuüm fini et fermé,
quel que soit le nombre de ses dimensions.

Pour étudier les mouvements avec approche, nous sommes ici obligés
d'envisager deux cas, selon que les trajectoires avec choc sont en général des
trajectoires non exceptionnelles, ou selon qu'elles sont toutes exceptionnelles.
Il est extrêmement probable que cette seconde hypothèse n'est pas réalisée,
mais, en toute rigueur, il nous la faut formuler. Dans le premier cas, nous
voyons que toutes les trajectoires avec choc présentent des approches. Peut-être
y a-t-il d'autres trajectoires avec approche; peut-être même, dans certaines
conditions, toutes les trajectoires en présentent. Il ne semble pas qu'on puisse
actuellement répondre à ces questions.

Si le second cas se produisait, il y aurait aussi des trajectoires avec approche;
nous en mettons en effet encore en évidence, mais si peu nombreuses qu'elles
ne présentent guère d'intérêt; ce résultat pourra toutefois être considéré comme
satisfaisant, puisqu'il s'agit d1une hypothèse qui n'est faite que pour le prin-
cipe, et dont il ne semble pas qu'il y ait lieu d'approfondir les conséquences.
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Nous sommes amenés, au cours du raisonnement, à étudier la disposition
des trajectoires au voisinage d'une trajectoire périodique. Une classification
sommaire des différents cas possibles montre que ce problème n'est pas sans
analogie avec celui de la distribution des solutions d'une équation différen-
tielle du premier ordre au voisinage d'un point singulier (nœud, col, foyer ou
centre). Entre autres, nous envisageons une trajectoire périodique de laquelle
toutes les trajectoires voisines se tiennent à distance bornée inférieurement;
les trajectoires voisines ont une disposition assez caractéristique, et en parti-
culier restent bornées. Si une telle trajectoire existe parmi les trajectoires du
problème des trois corps, il y a stabilité, au sens de Lagrange, pour toute
trajectoire correspondant à des conditions initiales convenablement choisies
entre certaines limites.

Les mouvements bornés et oscillants, qui sont les plus intéressants du fait
de leur existence réelle, se prêtent mal aux calculs; leur étude nécessite la
formation d'hypothèses mal contrôlables; il serait cependant désirable qu'elle
soit poursuivie, et que les mouvements oscillants, qui présententune certaine
analogie avec les mouvements avec approche, soient d'abord décelés. Mais le
problème de la stabilité n'aura fait un progrès important que lorsqu'on saura
comment se classent, au moins de façon statistique, les trajectoires avec
approche et les trajectoires oscillantes parmi l'ensemble des trajectoires
envisagées.

Je tiens à exprimer ici ma respectueuse gratitude à M- Jean Chazy, qui m'a
suggéré d'entreprendre ce travail, et qui n'a cessé de me prodiguer conseils et
encouragements pendant sa préparation. Je dois aussi remercier M. Ernest
Esclangon qui, m'ayant introduit dans le domaine de l'Astronomie, y a guidé
mes premiers pas avec une bienveillante sollicitude.



CHAPITRE I.
LES CHOCS.

4. Considérations générales. — Les trajectoires correspondant aux solutions
du problème des trois corps n'ont été primitivement considérées que dans la
mesure où elles contribuaient directement à l'étude des mouvements des corps
célestes. Les orbites de forte excentricité n'étaient pas envisagées; et le mouve-
ment newtonien rectiligne n'était qu'une curiosité mathématique. Au cours de
ce mouvement rectiligne, les deux corps, s'ils ne s'écartent pas l'un de l'autre
atec une vitesse excessive à l'instant initia], se rapprochent tôt ou tard, puis se
rencontrent (collision ou choc). Le mouvement semble alors terminé; et il fut
longtemps regardé comme tel.

A la fin du xixe siècle, l'étude locale des trajectoires du problème des trois
corps paraissant épuisée, on en vint à considérer les trajectoires dans leur
totalité et dans leur ensemble. Dans cet ensemble, on rencontra les trajectoires
avec choc5 it fallut examiner dans quelle mesure elles se distinguaient des
autres trajectoires. La question, posée par Painlevé (*), fut abordée avec succès
par Levi-Civita, puis tranchée par M. Sundman. Ce dernier démontra que, dans
un mouvement ne comportant pas de choc triple, circonstance qui n'est à
craindre que dans un mouvement plan pour lequel la constante des aires est
nulle, les équations différentielles du problème des trois corps définissent,
quel que soit le temps, un système de valeurs réelles et continues pour les
coordonnées.

Du point de vue analytique, il n'y a donc pas lieu de considérer le mouvement
comme étant interrompu par un choc binaire. C'est un résultat qui se conçoit
aisément : considérons, deux corps A et B seulement étant en présence, le
mouvement du point matériel B par rapport au point À; à l'instant initial t— o,
nous supposons fixés la position du point B, en Bo, ainsi que le support de la
vitesse de B, qui sera quelconque, mais distinct de la droite AB; faisons varier
la mesure V de cette vitesse sur son support orienté arbitrairement. Dans ces
différents mouvements, les trajectoires relatives de B sont des coniques (3) (ou
des portions de coniques); ce sont des ellipses si V est, en valeur absolue,

( l ) Leçons sur la théorie analytique des équations différentielles, 1897, p. 682.
(3) Faisant partie d'un faisceau linéaire tangentiel.
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inférieur à la valeur conduisant à un mouvement parabolique. Y = o donne un
mouvement rectiligne. Pour V^>o, les trajectoires sont les mêmes que pour
V<^o, mais le sens de parcours est inversé. La projection P du point B sur la
droite AB0 est animée d'un mouvement oscillatoire» dont les éléments varient
de façon continue lorsque V passe des valeurs négatives aux valeurs positives;
ce mouvement se confond avec celui de B lorsque V est nul. Les équations
différentielles définissant le mouvement de B admettent ainsi une solution
périodique pour le mouvement rectiligne, qui, du point de vue analytique, se
prolonge au delà des rencontres de B avec A. Ces rencontres ont l'allure de
véritables chocs entre corps parfaitement élastiques.

Fig. i.

Si un choc a lieu en présence d'un troisième corps C n'y participant pas,
l'action de ce dernier sur les deux autres, qui est infiniment petite devant les
forces mises en jeu par A et B? peut être considérée comme constante pendant
un court instant au moment du choc, et n'ayant d'influence que sur le mouve-
ment du centre de gravité de A et B, non sur leur mouvement relatif. La
rencontre conserve son allure de choc élastique, et le mouvement se poursuit.

Il n'en est pas de même si le choc est triplé, les forces perturbatrices dues
à C sont de Tordre de grandeur de celles développées entre A et B; en fait, le
prolongement analytique du mouvement n'est, en général, pas possible dans
ce cas.

Ainsi, les chocs binaires ne conduisent pas à un arrêt du mouvement.
Cependant, les trajectoires présentent au voisinage de l'instant du choc certaines
particularités que nous allons tout d'abord mettre en évidence.

Nous dirons ensuite quelques mots des trajectoires comportant un ou
plusieurs chocs, trajectoires que nous serons par la suite amenés à envisager
parmi les trajectoires avec approche. La marche suivie ici sera celle que
M. Kiveliovitch introduit dans son Mémoire (*) sur les points singuliers du

(*) Bull, astron., t. 7, IQ3I , p. 75-127. L'introduction de ce Mémoire contient une bibliographie
assez complète de la question des chocs.
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problème des trois corps. Nous aurons l'occasion d'utiliser certains de ses
résultats, et d'en discuter d'autres.

5. Notations. Représentation des mouvements du problème des trois corps, —
Pour définir le mouvement des trois corps Po, P et P', nous utiliserons les deux
mouvements relatifs habituellement considérésyet les mouvements osculateurs
qui leur correspondent :

i° Le mouvement du point matériel P (de masse m2) par rapport au point Po

(de masse rni)9 que nous désignerons dans la suite sous la forme : mouve-
ment P/Po. œ, y et z sont les coordonnées de P par rapport à Po, r désigne la
longueur P0P. Le mouvement osculateur correspondant est le mouvement d'un
point matériel soumis seulement, de la part d'une masse de valeur mA-\-m^
placée en P, à une attraction en raison inverse du carré de la distance. A
l'instant f, ce point aurait pour coordonnées ce, j , z, et pour vitesse, par rapport

a Po, un vecteur de composantes a?'= -^» y — -¥•> zf — ~ •

u° Le mouvement du point matériel P' (de masse m3) par rapport au centre
de gravité G des deux autres masses, que nous désignerons sous la forme :
mouvement P'/G. £, r\ et Ç sont les coordonnées de P' par rapport à G» p désigne
la longueur GP'. Le mouvement osculateur correspondant est le mouvement d'un
point matériel soumis seulement, de la part d'une masse de valeur m< + ma + m3

placée en G? à une attraction en raison inverse du carré de la distance. A
l'instant t, ce point aurait pour coordonnées £, YJ, £, et pour vitesse, par rapport
à G, un vecteur de composantes

Si Ton pose

les équations différentielles classiques du mouvement peuvent s'écrire

(11)
PP'

Trois des quatre intégrales premières du système expriment que le vecteur
des aires,

3 ^ / w dGPf\ mlmt (^+
M

est un vecteur constant.
THÈSE JÀCQTÎES L^VY.


