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AVANT-PROPOS

Ies circonstances dans lesquelles nous avons commencé et
poursuivi ce travail nous font contracter une lourde dette envers
ceux a qui nous devons de pouvoir le mener a4 bonne fin. Clest
grice 4 l'encouragement de notre maitre et a son inlassable
bienveillance, c’est grice 4 'appui de notre Pays et de son
Gouvernement, griace enfin au courage de notre famille et a
son indéfectible esprit de sacrifice, que nous avons pu connaitre
le résultat de nos efforts.

Nous faisons un acte d’attachement et d’humilité envers ceux
que nous unissons ici dans une méme pensée d’affectueuse recon-
naissance,

Une étude des courbes d’intrados de vofites en berceau avait
été entreprise en 1938 par M. Emile TURRIERE, Professeur de
Mécanique rationnelle 4 la Faculté des Sciences de Montpellier.
Un long et substantiel mémoire avait paru, sous sa signature,
dans l'organe de la Société des ingénieurs de Bucarest.

Mais, 4 la déclaration de guerre, M. TURRIERE fut appelé a
assumer une lourde charge et, de ce fait, dut suspendre provi-
soirement ses recherches. Il nous confia, dans ces conditions,
le soin de les poursuivre sous sa direction. La présente thése
est le résultat de ce travail de refonte et de mise au point des
recherches de notre Professeur.
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Dans cette tdche, il nous guide et nous aide de toute son
expérience et de toute sa lumiére malgré ses propres occupations,
contrdle et critique nos résultats avec une bonté et une patience
sans réserve.

Nous exprimons aussi notre reconnaissance a M. le Professeur
VASILESCO pour ses précieux conseils.

Nous adressons d’autre part nos remerciements a M. J. Bizg,
Ingénieur des Ponts et Chaussées de Vaucluse, qui a pris intérét
a nos recherches et qui a bien voulu accepter de faire partie
du Jury d’examen ;

a M. P. WaHrL, Ingénieur en Chef des Ponts et Chaussées de
Saodne-et-Loire, a2 qui nous sommes redevable de belles photo-
graphies du pont de Verjux, dont celle reproduite plus loin ;

a M. Charles RaBur, Ingénieur-Consultant, & Paris ;

a M. J. ROUGER, Directeur de 'Entreprise de Génie Civil
et Travaux Publics de Lens, pour les documents concernant les
ponts de Iaifour et Anchamps sur la Meuse ;

a M. Mermoz, Ingénieur-Chef de Travaux & la Compagnie
nationale du Rhone, qui a gracieusement exécuté divers dessins
et notamment relevé les épures concernant le pont de Verjux ;

enfin au personnel de I'Imprimerie de la Charité, en parti-
culier a son Diiecteur, M. E. ESCHBACH, pour les soins minu-
tieux apportés a l'exécution de ce travail.

Montpellier, 3 avril 1941.



INTRODUCTION

L’emploi des arcs circulaires et des anses de panier dans les
ouvrages anciens de magonnerie ne pouvait convenir aux ponts
modernes. I ellipse elle-méme dut étre abandonnée, sa courbure
étant trop forte aux naissances; afin d’améliorer I'aspect de
lellipse, on dut la cambrer aux reins par transformations géo-
métriques (I).

D’autre part, la chainette renversée semblait devoir convenir,
en raison de sa propriété statique d’étre la figure d’équilibre
d'un fil pesant et homogéne. Le principe de changement de
tension en pression, ordinairement attribué a Pornsor, en appli-
cation duquel la chainette est la courbe théorique des wodites
de Poinsot, avait été introduit antérieurement. Déja STIRLING,
au milieu du xvIme siécle, établissait cette propriété de la chai-
nette, propriété qui était vérifiée expérimentalement par I’abbé
Bossut, dont trois mémoires sont consacrés aux vofites (1774-
1776).

CourLET, d'ailleurs, recommandait I'emploi de ia chainette
comme courbe de voite dans une étude insérée aux Mémorres
de Vancienne Académie de Paris (1731).

Le mémoire sur « I'élablissement des arches de ponts envisagé
aw point de vue de la plus grande stabilité » ' Yvon VILLARCEAU

(1) Voir la partie historique de Pouvrage « Ponis en magonnerie »
par M. I'Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées A. AURIC, ainsi que
larticle . « L’art de la construction des ponts en maconnerie » du méme
auteur dans la Revue du mois de juin 19086.

A signaler aussi la documentation contenue dans le mémoire d’Yvon
VILLARCEAU (1854).
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(1844), les études de CarvALHO (1853), de SAINT-GUILHEM (1859),
de DENFERT-ROCHEREAU (1859) ouvrent une voie nouvelle en
posant nettement le probléme du choix d’une courbe appropriée.
Les théories sont contestables, mais le probléme est posé. Des
travaux sont exécutés en application de ces théories : le pont
a trois arches de 14 métres sur la Garganta Aucha (Espagne),
le pont de 33 m. de portée sur la Gimone et celui de 40 métres
sur la Pique.

Poursuivant les recherches théoriques de DENFERT-ROCHE-
REAU, qui conduisaient & I’emploi d’une transformée par pro-
jection de la chainette, TourTav (1888) réalise le remarquable
pont Boucicaut, sur la Saéne, & Verjux, dont la courbe d’in-
trados est une caténoide. A la suite de ToURTAY, pour le nou-

veau pont d’Orléans sur la Loire, LEcAY (1900) utilise la méme
courbe. :

Rappelons d’ailleurs, au sujet de I'emploi de la caténoide, les
travaux de RANKINE, ceux d’ALEXANDER et THOMSON sur « la
courbe a deux mez » (Académie royale d’Irlande, 1888) et les
nombreuses publications d’HEINZERLING, en Allemagne (1860).

Les ingénieurs des Ponts et Chaussées utilisent ensuite toutes
sortes de courbes algébriques, qui sont des rajeunissements de
I’'anse de panier par raccordements osculateurs de divers arcs
de courbes, ou qui sont des altérations de courbes simples. C’est
ainsi que M. AuUriIc, pour le pont de Valence, utilise un arc
d’une parabole du 4¢ degré pour le profil en long et un arc
de cubique pour intrados.

Parmi les recherches théoriques, mention spéciale doit étre
faite des courbes paraboloiques proposées par LEBERT en IQ0O.
L’idée est excellente. I, auteur pose arbitrairement :

3

y' = = (1 + ky?),

B+

avec deux constantes m et k. Pour k = o, la courbe intégrale
est une parabole ordinaire ; pour k = I c’est une courbe que
LEBERT nomme la « paraboloique particuliére » et & laquelle il
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attache une certaine importance, ce qui est parfaitement justifié
puisque cette derniére courbe est identique a la chainette d’égale
résistance que D. GILBERT avait découverte en 1826, a 1’oc-
casion de son étude sur le pont-route suspendu du détroit de
Menai, entre I’Angleterre et 1'lle d’Anglesey. Ainsi LEBERT
reconnaissait qu’il y avait intérét a poser une équation générale,
comportant des paramétres arbitraires en nombre suffisant, pour
réaliser des courbes substituables a la parabole.

Mais & part la parabole et la chainette d’égale résistance, les
courbes préconisées par LEBERT restent dépourvues d’intérét
géométrique.

Si I'équation différentielle considérée avait été 1’équation du
second ordre :

$ ¥

Ayy” = 1 4 y%,

LEBERT ef{it au contraire été amené & une solution du plus grand
intérét mathématique : les courbes d’Albert Ribaucour, décou-
vertes par Jean BERNOULLI dés 1716, qui jouissent de nom-
breuses propriétés et qui interviennent fréquemment ddns di-
verses applications.

L’attention de M. E. TURRIERE ayant été appelée par M. J.
Bizg, Ingénieur des Ponts et Chaussées de Vaucluse, sur l'in-
térét qu’aurait 'examen de cette question d’un choix judicieux
de courbes possibles comme intrados de voiites en berceau, le
professeur de mécanique rationnelle de la Faculté des Sciences
de Montpellier a publié un substantiel mémoire dans le Bulletin
des Ingénieurs de Bucarest (1938).

Aprés une étude historique et critique des solutions connues,
M. TURRIERE a marqué d’abord I'intérét d’une courbe d’intrados
de direction. En écartant des courbes pour lesquelles les calculs
sont compliqués, nécessitant parfois I'introduction de transcen-
dantes elliptiques, I'utilisation des courbes de direction de LaA-
GUERRE permet de représenter simplement le systéme de la
courbe d’intrados, de la courbe d’extrados et de la fibre théo-

rique. Ces courbes sont essentiellement rectifiables par fonctions
élémentaires.
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Parmi les courbes de direction, il est encore possible de limiter
le choix. Les courbes de RIBAUCOUR s’introduisent logiquement,
car elles comportent des variétés particuliérement intéressantes,
que nous indiquons ci-dessous avec la valeur de leur indice :

Indice Courbe de Ribaucour
— 3 paralléle d’astroide
— 2 cycloide ordinaire
—1 cercle
— Y élastique harmonique
0 chainette d’égale résistance
chainette ordinaire
2 parabole

toutes ces courbes ayant été précisément considérées ou utilisées
sous le point de vue du probléme des arches.

La courbe élastique, bien que retenue par Y. VILLARCEAU,
doit étre écartée, car elle dépend essentiellement des fonctions
elliptiques, tandis que l'objet des recherches de M. TURRIERE
est précisément d’éliminer les complications d’analyse et de
calculs. Du moment qu’on a le choix et un choix large, il y a
lieu avant tout de se borner a des éléments simples.

I1 reste donc six courbes de Ribaucour, classées dans un ordre
déterminé : les résultats numériques concernant les rayons de
courbure, les angles aux naissances donnent lieu 2 des diffé-
rences équivalentes dans le tableau concernant un ouvrage de
surbaissement imposé. Il en résulte un certain nombre de for-
mules théoriques, ou empiriques, d'un emploi immédiat dans
I'application. Ces courbes seront des « paraboloiques primaires »-

Un ouvrage déterminé se rapproche plus ou moins de telle
ou telle des paraboloiques inscrites au tableau. C'est ainsi que
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I'arche du nouveau pont d’Orléans, réalisée en caténoide par
LEcAY, serait assez voisine d’'un arc de cycloide, comme cela
résulte de la simple inspection du tableau de comparaison des
résultats numériques concernant cet ouvrage.

Mais les paraboloiques primaires (courbes proprement dites
de Ribaucour) ne comportent qu'un seul parameétre arbitraire :
le paramétre de similitude. Elles sont semblables aux types
réduits : tous les cercles sont semblables entre eux ; de méme
les cycloides, les paraboles, les chainettes...

Elles ne permettent donc pas de disposer de paramétres arbi-
traires, de parameétres spécifiques, afin de corriger les fibres théo-
riques en tenant compte des conditions mécaniques requises
pour la stabilité de la vofite.

C’est alors que M. TURRIERE propose d’additionner les courbes
de Ribaucour, les paraboloiques primaires de notre classification.

I’addition est celle considérée par 'abbé p’Aoust (1873). La
résultante d’Aoust de deux courbes planes jouit de curieuses
propriétés géométriques et analytiques. On généralise aisément
en additionnant algébriquement un nombre quelconque de
courbes planes. D’olt la possibilité de disposer d’un nombre
quelconque de coefficients algébriques et indéterminés, figurant
sous forme linéaive dans les formules (« paramétres spécifiques »).

Tout cela est fort simple, d’aprés la conduite et les résultats
des calculs que nous avons effectués. Les épures sont d’autre
part simplifiées en raison de la présence d’éléments paralléles
et de l'addition des rayons de courbure, et de celle des arcs
correspondants.

Il y a donc lieu de recommander 1'addition de plusieurs para-
boloiques primaires ; mais une de ces opérations est particulié-
rement remarquable : elle correspond en effet a une déformation
par élasticité.

La chainette élastique (figure d’équilibre d’un fil pesant homo-
géne et élastique) peut étre précisément construite par I’addition
de la chainette proprement dite et de la parabole ordinaire qui
lui succéde au tableau.

S.V. 2
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Supposons une élasticité suivant la loi de Hooke ; toute courbe
de Ribaucour élastique est la résultante d’Aoust dans I’addition
de la courbe de Ribaucour sans élasticité et de celle qui lui
succéde dans le tableau des paraboloiques primaires.

Mais pour que les calculs regoivent leurs applications tech-
niques, il est indispensable d’introduire aussi des coefficients
négatifs d’élasticité, c’est-a-dire d’admettre une contractilité des
fibres, substituée a leur élasticité. Par analogie avec les propriétés
de la fibre musculaire, M. TURRIERE propose d’appeler ces
courbes chainette contractile, parabole contractile, etc...

De méme que la pression est 'opposée algébrique d’une tension,
1es courbes de vofite contractiles se substituent aux courbes de
Ribaucour élastiques.

Si, pour fixer les idées, le projet d’un ouvrage comporte une
fibre théorique assez proche d’une parabole, on congoit que les
corrections imposées par 1'étude mécanique de la stabilité portent
sur une altération de cette fibre choisie initialement. Cette cor-
rection est logiquement réalisable en attribuant a la fibre une
élasticité ou contractilité, c’est-a-dire en choisissant, par le
calcul, la valeur la plus convenable du paramétre spécifique de
la paraboloique élastique ou contractile.

Ces applications portent spécialement sur les arcs 4 longue
portée des ponts en béton armé, qui sont en principe des arcs
paraboliques. Nous avons constaté que, pratiquement, sur les
épures, 4 dimensions limitées, il n’est guére possible de mettre
en évidence les différences provenant du choix de diverses
courbes. C’est ce qui constitue la fusion des courbes, dans de
telles conditions.

En raison de I'importance des arcs paraboliques, nous avons
retenu la dénomination de LEBERT pour les courbes d’arches
de vofites en berceau, que nous appellerons paraboloiques con-
tractiles ou élastiques, car c’est plutét ce dernier cas qui inter-
vient surtout dans les applications ici étudiées. Ce seront les
paraboloiques mormales. Les parametres dont dépend une telle
courbe sont d’abord le parameétre de similitude et surtout les
paramétres spécifiques : ces derniers sont les multiplicateurs



algébriques introduits arbitrairement dans ’addition géométri-
que des paraboloiques primaires pour constituer leur résultante
normale. Par opposition aux paramétres de similitude, dont la
variation n’altére en rien 1’allure des courbes, ces derniers sont
les éléments essentiels de toute analyse.

Si donc, maintenant, nous considérons telles ou telles courbes,
fort variées, qui furent proposées ou méme réalisées dans la
construction d’ouvrages, sans aucune méthode générale, en pleine
anarchie pourrait-on écrire, il nous' devient possible de les sou-
mettre & une critique analytique rationnelle. Ces cubiques, la
biquartique du pont de Valence, les transformées d’ellipses ou
d’anses de panier, seront pour nous des paraboloiques anormales ;
elles pourront é&tre confrontées avec les paraboloiques normales
afin de mettre en évidence celles des paraboloiques primaires
ou des paraboloiques normales se rapprochant le mieux de cha-
que paraboloique anormale. Dans cet essai de classification et
de confrontation — de « normalisation des paraboloiques » —
nous avons été amené a étudier la fonction de surbaissement
et 4 établir des formules de correspondance entre les paramétres
des unes et des autres de ces courbes.

D’autre part, si la chainette ordinaire est ici retenue au titre
d’une des paraboloiques primaires, sa transformée par affinité,
la caténoide préconisée par DENFERT-ROCHEREAU et réalisée par
TourrAY, LEGAY, M. LOSSIER, etc..., est une paraboloique anor-
male. Nous l'avons pourtant étudiée d’une maniére toute spé-
ciale, en raison méme de ses réalisations pratiques, et nous
I’avons comparée a d’autres courbes. Cette confrontation nous a
amené a introduirela fonction caténaire et a faire appel a la chai-
nette d’axe vertical osculatrice en son point courant a une
courbe plane.

Ces recherches me concernent que la partie géométrique, car c’est
la seule qui soit vraiment mathématique. Vouloir soumettre aux
lois mathématiques un probléme physique aussi complexe et
aussi mal défini que celui de 1'équilibre d’'une masse de maté-
riaux tels que ceux qui entrent dans la construction d’'un pont
en magonnerie, est s’exposer 4 errer | Pour ingénieuses que soient
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les solutions proposées, il est impossible d’assurer par I’analyse
la certitude d’une solution théorique, méme grossiérement ap-
prochée, du probléme de statique. L’hétérogénéité des matériaux,
la préparation des mortiers, la taille des surfaces ne sauraient
étre réalisées dans les conditions nécessaires a une mise en équa-
tion habituelle. Et quant aux hypothéses sur la courbe de pres-
sion, courbe de Méry..., joints de rupture..., tous ces fondements
d’une théorie sont assez arbitrairement posés.

Dans ces conditions, la tiche du géométre est limitée : indi-
quer les choix possibles, facilitant les calculs, introduisant un
nombre suffisant de paramétres arbitraires, et laisser aux tech-
niciens le soin, dans chaque cas d’application, de choisir et de
décider quelles valeurs numériques devront étre attribuées a ces
arbitraires, d’aprés les épures et les calculs de contréle.
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ETUDE GEOMETRIQUE






CHAPITRE PREMIER

LES COURBES DE DIRECTION DE LAGUERRE

Les courbes de direction.

E. LAGUERRE a donné le nom de courbes de direction aux
courbes dont la tangente en chaque point a une direction par-
faitement déterminée : c’est-a-dire telles que les cosinus direc-

~dx dy dz
teurs : s ds ds
nelles des coordonnées du point courant (1).

de la tangente sont des fonctions ration-

L’ellipse, par exemple, représentée par 1'équation habituelle
ou encore par ses équations paramétriques au moyen de I’ano-
malie excentrique :

X = a cosg, y = b sing,
n’est pas une courbe de direction. Les cosinus directeurs de la
tangente au point courant dépendent du radical :

(1) SAIMON. — « Courbes planes » (traduction de O. CHEMIN, p. 150).
E. LAGUERRE. — « Sur les hypercycles », C. R 20 mars 1882, t. XCIV,

pP- 779. Guvres de Lagucrre, t II, 1905, p- 620 635.

« Sur la géométrie de direction », Bulletin de la Société mathématique
de 5Fgr2ance, t VIII, 1880, p. 196 208 FEuvres de Laguerre, t. II, 1905,
p- .

P. APPELL. — « Exercices sur les courbes de direction ». Nowuwvelles
Annales de Mathéimatiques, 3¢ série, t XV, 1896, pp. 491 495.
G. HUMBERT. — « Sur le théoréme d’Abel et quelques unes de ses

applications. Journal de Mathématiques pures et appliquées (de Liouville),
4¢ série, t. III, 1887, p 327 404 et t. V, 1889, p. 81-134

« Sur les courbes algébriques planes rectifiables ». Ibid., 4¢ série, t. IV,
1888, p. 133-152.



l/a* sin?¢ -+ b2 cos?q.

Si I'on considére une courbe paralléle i I'ellipse, elle se com-
pose de deux parties distinctes, qui correspondent respective-
ment aux deux déterminations du radical. L’équation ration-
nelle de la courbe paralléle, obtenue par élimination du radical,
représente I'ensemble des deux parties de la courbe paralidle,
qui sont ainsi analytiquement inséparables.

Pour une courbe de direction, au contraire, I’élément d’arc ds
est défini en fonction du paramétre ¢ de représentation par une
équation de la forme :

ds? = dx? + dy? + dz2? = [F(t)]adt?;
d’otr : 4
S
T = Ft);

F(t) est une fonction rationnelle de ce paramétre t. La courbe
de divection est vectifiable par fonctions élémentaires.

Les deux parties d’une courbe paralléle & une courbe de
direction correspondent aux deux sens de la normale au point
courant. Ces deux parties sont analytiquement séparées, étant
donc deux courbes distinctes.

Les exemples les plus simples sont ceux de la droite, du cercle,
de la parabole, de la cubique :

8 .
x=t——, y=1t3
3
pour laquelle :
ds I t2 t—{-ts
— y S = - .
dt 3

P. ApPELL a étendu cette notion de courbe de direction 3
certaines courbes transcendantes. La forction f(t) n’est plus une
simple fonction rationnelle de t, mais une fonction transcen-
dante uniforme. I.a cycloide ordinaire, la chainette ordinaire,
la chainette d’égale résistance sont ainsi, au sens de la géné-
ralisation de P. ApPELL, des courbes transcendantes de direction.



Propriétés générales des courbes algébriques planes de direction.

i° Il résulte de la définition donnée par Laguerre, que les
courbes algébriques de direction sont représentées au point de
vue tangentiel par une équation de la forme :

U2 + Vv2) f2 (U> v) = F2(U> V)f )
ou f(u, v), F(u, v) sont deux fonctions rationnelles de u et v.

Au point de vue géométrique, ces courbes sont caractérisées
par la propriété suivante qui résulte de l'expression de la dis
tance d'un point a une droite :

La distance d'un point quelconque M de leur plan aux tangentes
sont des fonctions rationnelles des coordonnées du point de contact.

2° Une autre propriété importante des courbes de direction

est la suivante

L a courbe inverse d'une courbe de direction est une autre courbe

de direction.
Soit :
<i>(x, y) = o,

I'équation cartésienne d'une courbe (C). Considérons la courbe

inverse (F) de celle-ci par rapport a l'origine. Les formules de
transformation sont :

a2Xx a2 Y
X2 +Y2' J X2 + Y2'

et par suite la courbe inverse aura pour équation :
* *>- *(XA. iq/\)_o_
Mi - x2a+ Y2 |(Y2'X*) *X'ZXY*yl)
 XFAY2 [<2XY # + (X2Y2) #j



