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PRÉFACE

J
'AI réuni dans ce mémoire un certain nombre d'études sur les

Séries Trigonométriques, qui ont déjà fait l'objet de notes
insérées aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences.

La théorie de l'Intégrale de M. Lebesgue a merveilleusement
fécondé le domaine des séries de Fourier. Pendant les 25 dernières
années, les recherches s'y sont multipliées, et ont conduit à de
remarquables découvertes. Cependant, des problèmes posés de-
puis fort longtemps attendent encore leur solution.

Je ne me dissimule pas qu'il est prétentieux de vouloir apporter
une contribution à une œuvre à laquelle tant de savants se sont
intéressés. Je trouve une excuse dans l'espoir que certains procédés
dont j 'ai fait usage pourraient donner de meilleurs résultats, em-
ployés par d'autres que par moi.

Sur des chemins aussi battus, et par des mathématiciens de tous
les pays, il est presque impossible de ne jamais tomber, sans le sa-
voir, sur des questions déjà plus ou moins traitées. Lorsque cela
m'est arrivé, j'ai mentionné ici — c'est le cas notamment aux cha-
pitres III et IV — les travaux antérieurs aux miens. Je n'ai
d'ailleurs développé ceux-ci que dans la mesure où les méthodes
de démonstration m'ont paru le justifier.

Les études abordées dans ce petit livre sont de deux ordres. Les
premières sont relatives aux coefficients des Séries Trigonomé-
triques, les secondes à leur convergence.

Les séries très élémentaires à coefficients positifs, monotones et
tendant vers zéro, m'ont fourni l'occasion de rechercher la relation
précise entre l'ordre de grandeur de ces coefficients, et l'ordre de
grandeur, au voisinage de l'origine, de la fonction représentée.

RAPHAËL SALEM. 1
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Un autre problème qui se pose très naturellement dans l'étude
des coefficients est le suivant : une suite infinie de nombres tendant
vers zéro étant arbitrairement donnée, dans quelles conditions
existe-t-il une fonction sommable dont ces nombres soient les
coefficients de Fourier. Le lecteur trouvera, au chapitre II, l'énoncé
de conditions nécessaires et suffisantes.

Les coefficients de Fourier des fonctions continues ont souvent
attiré l'attention. On sait qu'aucune condition d'ordre de grandeur
ne peut être imposée à ces coefficients. Dès lors, la question se pose
de savoir s'il n'existe pas, pour les modules des coefficients de Fou-
rier des fonctions continues, d'autres conditions nécessaires que
celle de Fischer-Riesz ; c'est-à-dire si la structure des pn dans la
série 2ow cos (nx-an) n'est pas différente, pour les fonctions conti-
nues, de ce qu'elle est pour les fonctions de carré sommable ; au-
trement dit, si les pn étant donnés de façon seulement que la série
Sp| converge, on peut toujours déterminer les an de façon que la
série 2pw cos (nx — an) soit la série de Fourier d'une fonction con-
tinue. J'ai essayé, au chapitre IV, d'apporter une contribution à
l'étude de cette question, ce qui m'a conduit, par ailleurs, au cha-
pitre suivant, à la généralisation d'importants théorèmes sur la
convergence absolue.

En ce qui concerne la convergence des séries de Fourier, on trou-
vera, au chapitre VI, un test général suffisant pour la convergence
uniforme, comprenant ceux de Dini et de Jordan et contenant, en
outre, d'autres critères intéressants.

Une généralisation du procédé de sommation de Poisson m'a
conduit à de nouveaux procédés de sommation applicables, sui-
vant les cas, en tout point ou sur un ensemble de mesure 2n.

Le problème de savoir s'il existe des fonctions continues, ou
même seulement de carré sommable, dont la série de Fourier di-
verge sur un ensemble de mesure positive, est connu comme pré-
sentant d'extrêmes difficultés. On trouvera, au chapitre VII, l'in-
dication d'une nouvelle méthode pour l'étude d'une intégrale qui
joue un rôle important dans cette question, méthode qui peut être
susceptible d'autres applications.

Dans l'étude des propriétés descriptives — et non plus métri-
ques — des ensembles de points de divergence, j 'ai indiqué com-
ment dans la série Spn cos (nx — an) où les pn sont donnés, on peut
toujours — quelque lente que soit la divergence de la série 2pn -—
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déterminer les an de façon que la série üpn cos (nx — an) diverge sur
un ensemble de deuxième catégorie.

Je dois beaucoup au Traité sur les Séries Trigonométriques de
M. Zygmund (x) qui fait connaître très exactement l'état de la
Théorie au moment de sa parution, en 1935. Je m'y réfère souvent
en le citant simplement par le nom de son auteur.

M. Arnaud Denjoy a bien voulu s'intéresser à ces exercices, et
m'encourager à les publier. Je le prie de trouver ici l'expression
de ma plus vive reconnaissance.

Paris. Novembre 1939.

(x) Antoni ZYGMUND. — Trigonometrical Series. Monografje Matematyczne,
Y. Warszawa-Lwow, 1935.



CHAPITRE I

LES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES A COEFFICIENTS

MONOTONES (*)

1. — L'application de la transformation d'Abel aux Séries Tri-
gonométriques de type

(1) ax sin x + a2 sin 2x + • • • + #n sin nx +

ou

(2) -?f + % cos # + #2 c o s 2# + • • • + #n cos nx + • • •

où les an sont positifs, non croissants, et tendent vers zéro avec
1

- , montre que ces séries convergent uniformément dans tout in-

tervalle excluant l'origine.
L'étude du comportement de ces séries au voisinage de ce point

présente un certain intérêt, car elle met en lumière des relations
simples entre Tordre de grandeur des coefficients an et l'ordre de
grandeur des fonctions (1) ou (2) quand x tend vers zéro.

2. — Considérons d'abord la série

s*n x , s*n %x sin nx
K> + + + +

où nous ferons sur ^(n) les hypothèses suivantes :
a) ty(ri) est positive, jamais décroissante, et devient infinie

avec n ; *
b) i|/(w+l) — ty(n) n'est jamais croissante (<J/(0) = 0).
Il nous sera en outre commode de définir la fonction ty(u) pour

toutes les valeurs de u ^ 0 par les conditions qu'elle ne soit jamais

Cf. Comptes Rendus, t. 186, 1928, p. 1804.
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décroissante, et qu'elle admette une dérivée jamais croissante ;
ces conditions étant évidemment compatibles avec a) et b).

Remarquons immédiatement qu'en vertu de ces hypothèses la
fonction

m _ i f"„„M„
U UJQ

n'est jamais croissante.
Cela posé, pour étudier f(x) au voisinage de x = 0, prenons

d'abord x = ̂ r, p étant un entier positif arbitrairement grand.
4P

On a :

2p

^ ^ sin (p + 1 ) ^ sîn (2^ — 1 ) ^

+ •••
c'est-à-dire

Po, Pj... étant des quantités positives, décroissantes, et tendant
1

vers zero avec - •n
Les p — 1 derniers termes de Po sont chacun supérieur ou égal

à un des p — 1 premiers termes de Px ; donc

où

. TT . / T T TT \ Tü

sinr'Sin 7 + 7 - sm2
T
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donc

En raisonnant de même sur les autres différences Pa — Ps,
P4 — P5, etc., on a

W > L K )

Mais la dérivée de —7-7-: n'étant iamais croissante, on a

c'est-à-dire

2 r j L_1
b(P) +(3)J

et ainsi de suite ; d'où finalement

D'autre part, nous avons :

[sin 77- sin p TT I

2D 2p I

ou encore

c'est-à-dire, 77-r n'étant jamais décroissante

Les inégalités (3) et (4) nous donnent exactement l'ordre de

grandeur de f(x) pour x = x~'

Pour passer au cas où x est quelconque, remarquons d'abord
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qu'en appliquant deux fois la transformation d'Abel à la série

J71 sin nx, nous avons

71=2
^

n — 1)
+ 1)

On reconnaît immédiatement que cette dernière série, dérivée
terme à terme, est uniformément convergente et nulle à l'origine.

Donc x2f(x) admet une dérivée continue, nulle à l'origine ; si
nous prenons

TC TC

<5 ) W+T)<X<TP

nous avons, e tendant vers zéro avec - :

TC

De cette inégalité et des inégalités (3), (4) et (5) on déduit im-
médiatement que le rapport

reste compris entre deux constantes absolues. D'autre part

Hp + l) ^HP)

•enfin

HÖZ

D'où l'on déduit finalement que

A
< /W <

B
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A et B étant deux constantes absolues positives ; ce que nous écri-
rons

(6) f(x)cso- 1

3. — Etudions maintenant f(x) en faisant sur ty(n) les hypo-
thèses suivantes :

a) $(n) est positive, jamais décroissante, et devient infinie
avec n.

b) §(n-\-ï) — $(n) n'est jamais décroissante (^(0) = 0).
Nous définirons $(u) pour tout u ^ 0 comme au début du

§ 2 ; ici, ^-^ n'est jamais décroissante.

En conservant les mêmes notations, nous avons

sm —

Or sin t>-t ( o < * < ^ ) donc

P k

D'autre part

P ^ 3i>

Donc

<M3p) 3 ty(p) ̂  3

D'où finalement

D'autre part
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On a donc

2 *Y k

1

Pour étudier maintenant le cas où x est quelconque supposons

d'abord que rr-v qui est non croissante, tende vers zéro pourr r v

sin = QO . La différentiation terme à terme de V -rr-r sin nx donne

alors la série

qui est uniformément convergente, dans tout intervalle excluant
l'origine. On a ensuite

2f'(x) sin?= - ^ s i n | + £ [ ^ j - s i n

cette dernière série étant partout uniformément convergente, et
nulle à l'origine.

f(x) est donc de la forme ^ - , r^x) étant continue et nulle à l'on-
x

gine. On a donc, pour2(p\ \\<X

x — 2p

D'où on déduit, en tenant compte de (7), que le rapport de f(x) à

k
TTTT reste compris entre deux constantes absolues, c'est-à-dire

que :

D'autre part, on voit très facilement que

p

k _ 1 ff

+(«)
du
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et aussi que

1 ÇP u . 2x CTx u .
- I 77-r du 00 — I 77— du
PJi *(») « J i <K»)

et que

2# T2ï M . r* u .
— I T7—\ du 0 0 x I 77-r du.

On a donc finalement

(8)

Nous pouvons maintenant nous affranchir de l'hypothèse sup-

plémentaire que nous avons faite : ry-r -> 0. Comme 77—: ne croît

pas, si cette quantité ne tend pas vers zéro, elle tend vers une li-

miter- > 0. On a alors
À

décroissant et tendant vers zéro avec - . On a alors
n

sin nx 1 ^ sin nx \y sin nx

(sn>0)

2j~J(n) ïZà n
 = 2 J n X(X — e») *

1 1 1

Cette dernière série est uniformément convergente partout, comme
00

cela résulte de (8) pour le cas -rr-r -> 0. Donc dans ce cas, ̂  t / x

1

présente, à Forigine, la même discontinuité de première espèce que
00

la série bien connue ^S] . Le saut est égal àr-
1

C'est le résultat que donnerait la formule (8) dont le second

membre reste fini, mais supérieur à un nombre fixe si lim 77-r =̂  0.
La formule (8) est donc générale.

(x) Cette remarque s'applique sans changement au cas o ù ^ - = X + s»,

qui entre dans le cas : <J/(n+l) — ty{n) non croissant, étudié au § 2.
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4, — Si nous résumons maintenant les résultats obtenus aux
deux paragraphes précédents nous pouvons les énoncer ainsi :

THÉORÈME I. — Soit

«*) =2
n

sin nx

oü <\>(n) est positive, non décroissante, infinie avec n.
Si ty(n + 1) — §(p) n'est jamais croissante f(x) est infinie ou sim-

plement discontinue au voisinage de Vorigine, positive pour x > 0,
et on a dans ce voisinage

1
f(x) oo -

^(u) étant définie pour tout u ̂  0 de façon à n'être jamais décrois-
sante et à avoir une dérivée jamais croissante ;

Si $(n +1) — <\)(n) n'est jamais décroissante (ou même seulement

si -̂ — n'est jamais décroissante) f(x) est continue, ou bien simple-n
ment discontinue à Vorigine, positive pour x > 0, et on a dans le
voisinage de ce point

i

Le cas particulier de la discontinuité de première espèce a lieu si

lim -̂ — = X > 0. Dans ce cas
„_~ n

TC

f(+O)-f(-O)=r

La formule (6) montre immédiatement que f(x) est sommable ou

C 1non sommable, suivant que l'intégrale \< —TTT cteaun sens ou non ;

X

,, , . , , . <^ sin nx , . -, ̂
en d autres termes la série >-T7-r-est, ou non, une série de rou-

î

rier suivant que la série S\ , / converge ou diverge (dans les
hypothèses où nous nous sommes placés).
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5. — Considérons maintenant la série

ty(n) étant positive, non décroissante, infinie avec ft, et étudions

F(x) au voisinage de l'origine en supposant la série V -rr—. diver-

gente.
On a

série uniformément convergente. Pour appliquer les résultats pré-
cédents nous ferons les hypothèses :

1 1 . . . .
jamais croissante

jamais croissante.

Cette dernière hypothèse se justifiant par le fait que

La formule (8) donne alors (x > 0)

i
oc

2F sin 2

donc

r*

On voit aisément en calculant { F(x)dx par le changement de»
Jo

variable x = - et par intégration par parties, que F(x) est toujours
00

sommable : dans nos hypothèses, \\ ' . est donc toujours une

série de Fourier.
Si on ne fait pas d'autre hypothèse que la croissance de ^(/i),ce«
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résultat n'est plus exact : nous en verrons un exemple dans le cha-
pitre suivant.

6. — Supposons maintenant ^77—x < 00 ; alors F(x) est con-

tinue à l'origine, et nous pouvons nous proposer de rechercher

l'ordre de grandeur de F(0) — F(#).
Nous supposons toujours <\>(n) positive non décroissante ; de

plus, rr-T tendant vers zéro, nous supposons cette quantité non

croissante.
La série

converge uniformément dans tout intervalle excluant l'origine, et
y représente la dérivée de F(x). Nous pouvons, moyennant des hy-
pothèses appropriées, lui appliquer le Théorème I.

a) Supposons d'abord que , — ^ - ' ne soit jamais crois-
Th |~ A Th

santé. Alors, au voisinage de l'origine

d'où

F(0) - F(X) ~ r~Yï\ = rda

) l
Z X

b) Supposons maintenant que . -^-^ ne soit jamais
Th ~\ X. Th

décroissante. Alors
1

du

d'où

x I XTT\
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Les résultats obtenus aux deux paragraphes précédents peuvent
se résumer ainsi :

THÉORÈME IL — Soit

où ty(n) est positive, non décroissante, infinie avec n.

(40) ÂJX-,

ne sont jamais croissantes, F(x) est infinie au voisinage de Vorigine
et on a, pour x > 0

î

r* r i i i
F(x) cvs I W I 77-T- — —. —TT I du

Za définition de ty(u) pour tout u ^ 0 se faisant de manière que les
propriétés (10) soient conservées pour tout u.

Si 'V TT—K converge, F(x) est continue à Vorigine. Alors

a) Si ^— n'est jamais décroissante, et si ——r-— — —- n'est1 n J ' n + 1 n
jamais croissante on a (x > 0)

b) 5i ^— w'e î jamais décroissante, et si ——^-~
1 n J ' w + 1

jamais décroissante, on a (x > 0)
i

F(0) - Ĵ * ƒ



CHAPITRE II

LES COEFFICIENTS DE FOURIER DES FONCTIONS.

SOMMABLES (*)

1. — Le problème qui va nous occuper dans ce chapitre est le
suivant :

Etant donné une série trigonométrique

(1) y + ai c o s x + b± sin x + • • • + an cos nx -f bn sin nx + • • •

quelles sont les conditions auxquelles doivent satisfaire les coef-
ficients an, bn pour que cette série soit la série de Fourier d'une
fonction sommable ? Autrement dit quelles sont les conditions aux*
quelles doivent satisfaire les coefficients pour qu'il existe une fonc-
tion sommable f(x) telle que

f(x) cos nxdx, bn = - \ f(x) sin
v o ^Jo

pour toute valeur de n ?
On sait que si la série E(a„ + Vn) converge, la série (1) est

une série de Fourier, et sa fonction génératrice est de carré som-
mable : c'est le théorème de Fischer-Riesz. On doit à Littlewood (2)
d'avoir montré qu'aucune autre condition que celle de Fischer-
Riesz, ne mettant en jeu que la valeur absolue des coefficients,
n'existe, qui permette d'affirmer que (1) est une série de Fourier.
En d'autres termes, si 2 (a%-\-b2

n) diverge, on peut toujours
changer les signes des coefficients de manière à obtenir une série
qui ne soit pas une série de Fourier.

f1) Cf. Comptes Rendus, t. 187, 1928, p. 881 ; Comptes Rendus, t. 192, 1931,
p. 144.

(2) Proc. London Math. Soc. 25 (1926) pp. 328-337 ; Journ. London Math.
Soc, 5 (1930), pp. 179-182.
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II est naturellement beaucoup plus aisé de formuler des condi-
tions nécessaires pour que an, K soient des coefficients de Fourier,
que de trouver des conditions nécessaires et suffisantes. C'est ainsi
que

lim an = lim bn = 0, V ~ convergente

sont des conditions nécessaires classiques.
Dans ce qui suit, nous allons d'abord montrer comment on peut

trouver d'autres conditions nécessaires, dont l'application peut
présenter un certain intérêt ; nous indiquerons ensuite des condi-
tions nécessaires et suffisantes.

2. — Supposons que (1) soit la série de Fourier d'une fonction
sommable f(x). Soit y(x) une fonction à variation bornée dont les
coefficients de Fourier sont aw, /3n, a0 étant essentiellement sup-
posé nul. On sait (x) que

f(x)f(x)dx = ir
1

la série du second membre étant convergente.
Soit maintenant p un paramètre variable et considérons la fonc-

tion égale à <p(̂ #) pour — TT ̂  x < TT, et de période 2TZ. Si an(/^),
j3n(|u) sont les coefficients de Fourier de cette fonction, on aura

J
rH-7c °°

f{x)^x)dx = * V [On*nM + 6«P»(n)].
1

Or, si [x croît indéfiniment (f(^x) reste uniformément bornée :
d'autre part p et q étant quelconques dans (— 7r, + TT) l'intégrale

J «q l rq

<?{}ix)dx = - I
p r-Jpp

tend vers zéro avec - , a0 étant nul On en conclut (2) que l'intégrale

de (2) tend vers zéro avec - , donc la relation

lim Y.[an*nM + bnhM] = 0

«est nécessaire si anj bn sont des coefficients de Fourier.

(^ Cf. ZYGMUND, p. 91.

(2) Cf. LEBESGUE, Ann. de la Fac. des Se. de Toulouse, 3e série, 1,1909, p. 52.



ESSAIS SUR LES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES 17

Prenons par exemple q{x) égal à cos x ou à sin x, u n'étant pas
entier. On trouve immédiatement :

X
i

+ *
f(x) cos nxdx = 2^ sin

lx) sin uxdx = 2 sin au >. „ —5- •

Faisons croître p. indéfiniment, et d'une manière discontinue de
façon que son écart avec l'entier le plus voisin reste supérieur à

une quantité fixe ; on peut prendre, par exemple, [x = p + K et

faire croître p indéfiniment par valeurs entières. On obtient ainsi
les conditions

(3) lim p V ^ 5 = 0 lim V fe = 0

où nous nous sommes débarrassés du coefficient (—l)n en consi-
dérant la fonction f(x + TT) à la place de ƒ(#), et qui sont néces-
saires pour que â , 6W, soient des coefficients de Fourier.

3. — La première des conditions (3) va nous conduire à un
résultat intéressant. Soit

(4) ax cos x + a2 cos 2x + • • • + dn cos /&# + •••

une série de cosinus à coefficients positifs, non croissants(a^^an)^
On tendant vers zéro. Si cette série est une série de Fourier,
la première des relations (3) doit être vérifiée. En s'appuyant
sur la non-croissance des an, on montre, par un calcul très facile,
que cette relation exige que (an — an+1) log n tende vers zéro

avec - . Si donc cette condition n'est pas satisfaite, on peut affir-

mer que la série (4) n'est pas une série de Fourier. C'est le cas, par

exemple où an = — pour tous les rangs n depuis 2 (m~1)2 jusqu'à

2m — 1. On obtient ainsi très simplement un exemple d'une
série de cosinus, à coefficients positifs non croissants, et qui n'est

RAPHAËL SALEM. 2
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pas une série de Fourier. L'existence de pareilles séries avait été
démontrée par M. Szidon (l).

4. — Voici maintenant des conditions nécessaires et suffisantes
pour que awi bn, soient des coefficients de Fourier (2).

Soit (Z) la classe des fonctions OÙ(X) =^jan cos nx + )3W sin nx,
î

continues, dérivables, telles que |w(a?)| ^ l et que le développement de
Fourier de la dérivée o)'(x) soit absolument convergent. Pour que la
série (1) soit une série de Fourier il faut et il suffit :

1° Que la série formellement intégrée S\ — sin nx cos nx

converge vers une fonction continue F(x) ;
00

2° Que V expression^ (anan + bn(ln) tende vers zéro quand &>

1 00

carie dans (Z) de façon à ce que ^ (<4 + |S|) tende vers zéro.

Les conditions sont nécessaires. — Supposons que an, bn soient
les coefficients de Fourier d'une fonction sommable f(x). La né-
cessité de la première condition est classique. Soit maintenant
(j*(x) une fonction de la classe (Z), et soit

On a

i r2iz

J° 1

f(x)<»(x)dx.

L'ensemble des points E où \OÙ(X)\ dépasse e3a une mesure infé-
î

rieure à ne3. Soit CE le complémentaire de E ; en tenant compte
de \(Ù(X)\ < 1, on a

>(x)dx| f(x)tù(x)dx < | f(x)u(x)dx + I f(x)u>

^̂ » • I 7\ ) I ax ~j~ £ i i jix) i tue
JE JO

d'où, en faisant tendre e vers zéro, le résultat annoncé.

I1) Math. Zeitschrift, 10 (1921), p. 121.
(2) J'ai adopté une légère modification de l'énoncé, suggérée par M. ZYG-

MUND : Cf. Zentralblatt fur Mathematik, I (1931), p. 15.
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Les conditions sont suffisantes. — II nous suffira de prouver que
¥(x) est absolument continue ; car alors F(x) est une intégrale
indéfinie et, des formules donnant ses coefficients de Fourier on
déduira, en intégrant par parties, que an, bn, sont les coefficients
de Fourier de la fonction dont F(x) est l'intégrale indéfinie.

Soient, dans (0, 2TI)1 V intervalles non empiétants ( c^ ) , (c2d2),...

(cvdv). Nous choisirons la fonction tù'(x) = -7- de la façon sui-
dOü

vante : p étant un entier positif aussi grand qu'on voudra, nous
prendrons, pour i = 1, 2,... v :

<*'(x) = g ~ sin (^ xj pour a<x< a (l + ^

tof(x) •= 0 -Ç sin ( -^ x ) pour <k ( 1 — <r- ) < x < <

w'(^) sera nulle partout ailleurs.
c*)'(#) est à valeur moyenne nulle, sa série de Fourier converge

absolument et on a

< 1>'(x)dx

<*>(x) est donc de la classe (Z). Soit

Ü)(#) = y a „ cos nx + $n sin nx.
i

Une application très simple du premier théorème de la moyenne
donne

r2*

-/i étant compris entre Ci et ct- ( 1 + j - j et <$i entre i% 11 — ̂ ~ j et df.

D'autre part

Te y («Î + K) = >̂2(«)cfa < y (4—e*)
1 Jo 1

comme cela résulte du fait que |w(#)| < 1 et que o>(a?) est nulle
en dehors des intervalles (c«, (k).
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v

Donc, si nos hypothèses sont vérifiées, quand V (di—Ci) tend vers
î

V

zéro d'une manière quelconque, il en est de même de V [F(/i)—F(5i)].
1

Mais cette expression est aussi voisine qu'on veut, pour p assez
V

grand, de V[F(Cj) — F(di)]. Donc F(x) est absolument continue,
î

et notre théorème se trouve démontré.

5. — Le théorème de Fischer-Riesz est une conséquence im-
médiate de la proposition que nous venons d'établir. En effet, si

2 (al + b2
n) converge, il en est de même de ^ — et

Donc F(x) est continue. De plus, on a

i
2

f w-* \ i m--* \ f ^ c ^ \ / r̂̂  \

(an<*n + bnPn)
1

expression qui tend visiblement vers zéro avec ^ ( 4 + |3|).
i



CHAPITRE III

PROPRIÉTÉS EXTRÉMALES DE CERTAINS

POLYNOMES TRIGONOMÉTRIQUES (*)

1. — Dans ce chapitre nous allons étudier les propriétés extré-
males de certains polynômes trigonométriques dont nous aurons
à nous servir par la suite, mais qui peuvent présenter un intérêt
en elles-mêmes.

Soit

f(x) = rx cos (x — aj + r2 cos (2x — aa) + . . . + rn cos (nx — *n)

un polynôme trigonométrique d'ordre n où nous considérerons
les/1* ^ 0 comme donnés, fixes, et les «< comme des arguments va-
riables.

Quand x varie \f(x)\ a un maximum qui est une fonction positive
et continue des a», soit 3TC(al7a2 ••• a«).

Quand les ^ varient, cette fonction a un minimum que nous
désignerons par M. Nous allons en indiquer une borne supérieure.
Remarquons d'abord que comme

/•2iu

f{x)dx = TZ(4 + ri + . . . + ri).
Jo

On a forcément

M 2 \ _ / r l i r 2 I . . . i » 2 \

/•2ic

Cela posé, considérons l'intégrale I# = I fkdx, k étant un
Jo

entier positif. Cette intégrale, considérée comme fonction des *%

Cf. Comptes Rendus, t. 196, 1933, p. 1776.
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admet un minimum pour lequel on a nécessairement —^ ^ 0

pour p = 1, 2,... n. Cette relation s'écrit

I 2k(2k—l)/2fc-2r| sin2 (px — *p)dx— I 2kf2k~1rp cos (px—<xp)dx ^-0
Jo Jo

ou, à plus forte raison

i /^-Vp cos (p# — ap)do; ^ (2k — l)r2 j f2k~2dx.
Jo Jo

En faisant p = 1, 2,... n et ajoutant les résultats obtenus, nous
avons :

(2k - l)(r\ + • . . + ri) ff*-*dx.
Jo

Ce qui, d'après l'inégalité de Schwarz-Holder, donne immédiate-
ment

1 !

< ( 2 i z ) k { 2 k
 ~

l ) ( i +
" •

+ r l )
'

La fonction |/|, déterminée ainsi par la condition de rendre I*
minimum, atteint son maximum 3XL en un point au moins #0, et
la valeur DÏL1 (O<X<1) en deux points au moins a, &, le premier à
gauche, le second à droite de xQ, entre lesquels |/| dépasse DÏL1.
On a

ƒ | f | <fo < v/6 — a ( ƒ fWr

d'où

et

(2)

Prenons, pour rendre I2k(l — X)2 maximum, X = r — j ; la compa-

raison des inégalités (1) et (2) donne
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En choisissant k de façon à rendre le second membre minimum
on obtient finalement

ri

ou, si l'on veut, plus simplement

(3) M < C 0 ô g 7 V i + ••• + ri
B et C étant des constantes absolues (*).

On peut donc toujours déterminer les arguments aa de façon que
le maximum de |/| satisfasse à l'inégalité (3).

2. — La question se pose immédiatement de savoir si la rela-
tion (3) peut être améliorée, en d'autres termes si \/log n peut être
remplacée par une fonction de n croissant moins rapidement, ou
même par une constante. MM. Zygmund et Serge Bernstein ont
indiqué que la réponse à cette question était négative.

Voici la démonstration donnée par M. Serge Bernstein (2).

Prenons le polynôme lacunaire :

f(x) = cos (4# — ax) + cos (42# — or2) -\ h cos (4m# — <*m)

quels que soient les a*, nous pouvons prendre

xo = 4^ + 2ir [m + 4̂ Tï H H "42"

où les bi sont entiers et seront successivement déterminés par les
inégalités

a

et ainsi de suite. Dans ces conditions f{x0) aura son dernier terme

égal à 1, et tous les autres termes seront supérieurs à—-. Donc
V 2

m — 1 m

^ ) 1 + >

(*) Après la publication de ce résultat, M. ZYGMUND m'a fait connaître que
des problèmes analogues avaient été traités par LITTLEWOOD (loc. cit. au
chap. II) par des méthodes différentes. J'ai cru néanmoins devoir donner ici
ma démonstration pour la commodité du lecteur, et parce qu'elle est très élé-
mentaire.

(2) Comptes Rendus, t. 197, 1933, p. 213.



24 ESSAIS SUR LES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES

Or ici-

n = 4™ et rf -) \- rg = m == ̂ - 7 •

Donc

3. — II est intéressant de remarquer que le maximum 3TL de la
valeur absolue du polynôme

f(x) = rt cos (x — a^ -| \- rn cos (ra# — <*n)

est d'autant plus faible que ce maximum est atteint un plus grand
nombre de fois. On a même la relation très simple

0112 < A ̂  (rf + • • • + ^

si le maximum < ï̂l de |/| est atteint en p points, que ces points
soient distincts ou confondus.

Démontrons cette proposition. Considérons deux points d'inter-
section a, 6, consécutifs, de la courbe y = \f(x)\ avec la droite
y = DYLÏ (0 <X < 1), tels que dans (a, b) |/| soit supérieur à <9Tl/.

Dans (a, b) DW est atteint en q points (q^p), distincts ou con-
fondus. Soit x0 le point le plus à droite. Dans (a, b) f'(x) s'annule
2q — 1 fois, j"{x) 2q — 2 fois,... p?-1) (x) une fois—(chaque point
étant compté avec son ordre de multiplicité). D'autre part, les
points où /(/'+1) s'annule sont intérieurs (au sens large) aux in-
tervalles constitués par les points où j ^ s'annule.

Il résulte de tout cela qu'on peut trouver dans (a, b) un point
£x, où la dérivée /^-^ s'annule, un point £2 où /^-2) s'annule, etc. .
un point £2<?-i où f s'annule et un point xQ où |/| atteint JTL, les
points étant en outre tels que

Si ̂  £2 < • • * < W-i < #o-

Cela posé on a, x étant quelconque

Ç étant compris entre x et £r Mais, d'après un théorème connu
on a



ESSAIS SUR LES SÉRIES TRIGONOMETRIQUES

donc, en prenant x ^ £x on a

Ensuite :

et, en prenant # ^ ^ :

-*)(x)\< fX\f^-^x)\dx<f*

De même, finalement

pour * >

Nous avons ensuite

ƒ | f'(

et comme f(x0) — f(b) = Dïi (1 — X), on en déduit

î i

5i >

- . A;
or, k étant entier (A!)*est supérieur à - donc

On trouverait de même une borne inférieure identique pour ^ — a.
Donc

En appliquant la même inégalité à tous les intervalles tels que
b — a et en sommant, on obtient, a fortiori

J£J\ '^> y x ——À • —
A n

E-v étant la mesure de l'ensemble où 1/1 > DTil.
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De là on déduit immédiatement :

= f
4 # ,

et en prenant ) = ^ pour rendre maximum X2 y 1 — X

oe qui est l'inégalité annoncée.

4. — II n 'y aurait presque rien à changer à la démonstration

précédente pour obtenir le résultat plus général suivant :

Supposons que \f\ ait p maxima, distincts ou confondus, supé-

rieurs ou égaux à 3TL^ (0 < a < 1). Soit > < p et E x la mesure

de l'ensemble où |/| > DTL1. Alors

d'où se déduit une limite supérieure pour DYl*

3TC/» < 12 ̂ B/«(r5 H h rî).



CHAPITRE IV

LES COEFFICIENTS DE FOÜRIER DES FONCTIONS

CONTINUES (x)

I

1. — Une question qui se présente d'elle-même au débutant
dans l'étude des séries trigonométriques est celle de savoir si les
coefficients de Fourier des fonctions continues doivent satisfaire
à certaines conditions concernant leur ordre de grandeur. La con-
sidération de séries lacunaires telles que Sww cos y(n)x où £&n est
une série convergente à termes positifs et où l'entier (p(ri) croît
aussi rapidement qu'on voudra montre immédiatement que la
réponse à cette question est négative. Si la série

(1) ^pn cos (nx — <xn) (pn > 0)
1

est la série de Fourier d'une fonction continue, il y a cependant
une condition nécessaire à laquelle doivent satisfaire les pn ; c'est
la convergence de 2p|, en vertu du théorème de Fischer-Riesz.
Mais cette condition n'est pas particulière aux fonctions conti-
nues ; elle s'applique au développement de Fourier de toute fonc-
tion de carré sommable.

La question qui se pose alors est celle de savoir s'il n'y a pas,
concernant les coefficients pn des fonctions continues, d'autre
condition nécessaire que 2p£ < GO ; en d'autres termes si la struc-
ture des pn n'est pas différente, pour les fonctions continues, de la
structure des pn pour les fonctions de carré sommable ; en d'autres
termes encore, si la série (1) étant donnée, on peut, en supposant

f1) Cf. Comptes Rendus, t. 197, 1933, p. 113 ; Comptes Rendus, t. 197, 1933,
p. 1175 ; et Comptes Rendus, t. 201, 1935, p. 470.
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lipl < oc, déterminer les arguments an de façon que cette série
soit la série de Fourier d'une fonction continue.

Des résultats très intéressants ont été obtenus dans cet ordre
d'idées par Paley et Zygmund (1), résultats qui m'ont été signalés
par M. Zygmund après la publication des miens. Ces auteurs
ont démontré que si 1 (al + b%) logi+zn converge, les séries
2 ± (an cos nx + bn sin nx) où l'on fait varier les signes des coefficients
de toutes les manières possibles, sont « presque toutes » des séries
de Fourier de fonctions continues. Pour le sens qu'il faut attacher
au terme « presque toutes » et pour les démonstrations nous ren-
verrons au mémoire de Paley et Zygmund.

Ici nous allons, par des méthodes beaucoup plus simples, in-
diquer des résultats moins généraux en ce qui concerne toutes les
possibilités de choix des ccn, mais plus précis en ce qui concerne les
conditions auxquelles doivent satisfaire les pn pour que ce choix
soit possible.

Nous allons démontrer les deux théorèmes suivants :
00

THÉORÈME I. — Soit donnée la série (1) et soit Rw = S\ pp le

reste de la série 2 $ supposée convergente. Si la série V v J0_
n\/\ogn

converge, on peut toujours choisir les <xp de façon que la série (l)soit
la série de Fourier d'une fonction continue.

THÉORÈME II. — Si on ne fait pas d'hypothèses particulières sur
les pn, le théorème précédent ne peut pas être amélioré. Autrement dit,
étant donnée une suite \ R° j positive, décroissante, tendant vers zéro,
suffisamment régulière pour que R° log n soit monotone, et telle que

la série "V—. n . diverge, on peut construire une série (1) telle que
^n^logn

2pl converge, que le reste Rw soit au plus égal à R£, et que, pour
aucun choix des ap elle ne représente une fonction continue.

t1) Cf. PALEY et ZYGMUND, Proc. of the Cambridge Phil. Soc, 26 (1930),
pp. 337-357 et 458-474, et 28 (1932), pp. 190-205.

Cf. aussi ZYGMUND, Trigonometrical Series, p. 127.
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2. Démonstration du Théorème L — Elle est immédiate en
se basant sur les propriétés extrémales étudiées au chapitre pré-
cédent. Soit nv n2,... n*,... une suite d'entiers croissant indéfini-
ment. Posons :

V C0S (Px — ap)> ' * * ?*(s) = 2 pP C0S ^ ~
p = 1 /i* + 1

Nous pouvons choisir les av de manière que

II suffit donc de montrer que Ton peut choisir les nk de façon
que la série

(2)

converge.

Or la série ]S , n étant convergente, la série V — ^

verge, d'après le théorème de Cauchy ; une deuxième application

de ce théorème montre la convergence de la série V y 2n

si nous prenons nk = 22 , la série (2) devient

Cette série converge donc, et notre théorème est démontré.
Remarquons que les séries considérées convergent presque par-

tout, en vertu du théorème de Kolmogorofî et Seliverstoff (1), car
SpS log n converge. En effet

9r? log n < log nk+1Rnk < y/log nk+1 X / R ^ (n* =

3. Démonstration du théorème IL — Remarquons d'abord que
si la série à lacunes

cos (£x — pq) (Sr| < oo

est telle que ̂ irg diverge, elle ne représente, pour aucun choix des
jSg, une fonction continue. Cela résulte d'un théorème classique

Cf. ZYGMUND, p. 253.
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de M. Szidon (*), mais peut se déduire immédiatement de la pro-
position de M. Serge Bernstein, démontrée au chapitre précédent,
à savoir que, quels que soient les (5qj il existe toujours une solu-
tion commune xk aux k inéquations congruentielles

|4*s— %\ < \ (mod. 2rc) q = 1, 2,. •. *.

Il suffît alors de considérer la somme de Féjer <7k(x) de rang 4*
relative à la série (3) et d'y faire x = xk. Si Sr? diverge, a*(ak)'
tend vers + GO avec k ; donc la série (3) ne représente jamais une
fonction continue.

Ceci étant, donnons-nous la suite J R° \ du théorème IL Distin-
guons deux cas :

a) R£ log n décroît. Prenons, alors, dans la série (1)

1 —
p4s = —1= y R^ et pw = 0 pour n ^£ 4ff

de manière à avoir une série lacunaire du type (3 ). La série "V — ~J
nsjlog

divergeant, la série 2p^q diverge aussi, en vertu du théorème de

Cauchy. D'autre part R£ = , n \ w étant croissante ;
J r n log mo(log n) 'g ( g

donc So| = 2 Â " ̂ 4g c o n v e r g e 5 enfin le reste de cette série est,

pour 4*"1 < n < 4« — 1 :
00 00

-
— I)cü(ylog4)

^ q log 4 ü>(? log 4)

b) Rw° log ^ croît : Prenons alors, dans la série (1)

p4g = — et pn = 0 pour n^iq

zq

alors il est immédiat que Sp4? diverge, et que 2o% converge ;
reste de cette série est, pour 43"1 ̂  n ^ 4* — 1

et la démonstration du théorème II est ainsi achevée.

(*) Cf. ZYGMUND, p. 139.
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II

4. — On vient de voir que si on ne fait pas d'autre hypothèse
que la convergence de Ep|, on ne peut pas toujours déterminer
les arguments an de façon que la série (1) soit la série de Fourier
d'une fonction continue.

Il se pose alors la question de savoir si, en supposant que les pn

satisfassent à certaines conditions de régularité, la détermination
des ocn est possible quelque lente que soit la convergence de 2p|.

Nous allons montrer que la réponse est affirmative (x). Notre
méthode n'impose aux pn que des conditions de régularité très gé-
nérales. Elle est inspirée d'une méthode qui a servi à M. Hille (2)
pour l'étude d'une série trigonométrique particulière. Elle repose
sur la généralisation que nous avons faite de certains théorèmes de
M. Van der Corput (3), généralisation qui peut présenter un inté-
rêt en elle-même, et que nous allons d'abord exposer.

5. — Généralisation de certains lemmes de M. Van der Corput.
Considérons l'intégrale

I = r(u)e2™Huku (a < b)
J a

où r ^ O et / sont des fonctions réelles de la variable réelle #;nous
désignerons les dérivées par des accents, et nous supposerons que
r, r', ƒ, ƒ' et j " sont continues.

LEMME I A. — Si r ^ O ^ / ' ^ O sont monotones et carient en
sens contraire, on a :

|I|<2.Max ~^=

Supposons, pour fixer les idées, r décroissante et ƒ' croissante (la

(x) Nos résultats ont été obtenus indépendamment de résultats analogues de
M. WILTON, mais qui imposent aux pn des conditions plus restrictives, et qui
sont basés sur des considérations beaucoup plus complexes (équations fonc-
tionnelles). Cf. Journ. London Math. Soc, 9 (1934), pp. 194-201 et 247-254.

(2) Journ. London Math. Soc, 4 (1929), pp. 176-182.
(8) Cf. ZYGMUND, p. 116.
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démonstration est identique dans le cas inverse). Prenons un
point c tel que a<Cc<C 6. On a

(4) (Cr(u)e2i:ifMdu < f%(a)d» < Max 7 = \\/f"(u)>du.
Ja I Ja \ f'Ja

D'autre part

Or j , décroît ; l'application du second théorème de la moyenne

donne :

| ? ^ < ' M < *><
f"(u)du \//"(9) I \//"(»)

où a^.9^c ; donc

(5) I f r(u)e2™Hu)du
' U \/f'{u)du

Ja

< Max -7= •

Or I ^f\u) du croît avec c ; si elle reste constamment inférieure
Ja

à 1, il n'y a qu'à prendre c = b et l'inégalité (4) donne alors
r rc

111 <J Max — : ; si non, choisissons c de façon que | yf"(u) du = 1,
Vf" ^ a

l'addition des inégalités (4) et (5) nous donnera alors le résultat
annoncé.

LEMME IB . — Si r^Oetf^Osont monotones et varient dans

le même sens, et si JÎ, est monotone, on a :

|I| < 2 Max -j=== + Max ~ •

Supposons r et ƒ' décroissants. La démonstration est la même dans
le cas inverse. Ecrivons :

I = f [r(») — r(b)]e2lzifMdu + r(ft) f e27^MW.
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La seconde intégrale est, en module, inférieure à

r(b) • 2 Max —L= = r(b) , 2 < 2 / ( 6 ) „ < 2 Max -j=

Vm \Z\rm voirai Vm
S étant compris entre a et b.

La première intégrale s'écrit :

T _ 1 rbr(u)-r(b) f'(u)-f(b)
J ~~ 2iziJa f'(u) — f(b)' f(u) a

Or

r\
I I T (u) I du

J ur(u)

m-m
«M

est positive et monotone ; car sa dérivée a le signe de

— \r'\ f \f'\du + \f"\ f \r'\du.
J u J uJ u

C'est-à-dire de

Ju
du

l f w l

Donc, d'après l'hypothèse faite sur 77,, cette dérivée a un signe

constant. D'autre part — Z7l est positive, décroissante, et
/ \u)

inférieure à 1.
Une double application du second théorème de la moyenne à

l'intégrale J donne alors

rh

ƒ \r'\du
J u

\f'\du
J U

RAPHAËL SALEM.
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Donc finalement
r r'

111 < 2 Max -j= + Max T,
V/|H '

qui est le résultat annoncé i1).
LEMME I G. — Si r est positif et monotone ; et si ƒ' est monotone

(sans hypothèse de signe), on a, à condition que F soit monotone

111< 4 Max , + Max r
Ce lemme résulte immédiatement des deux lemmes précédents,
et du partage de l'intégrale I en deux intégrales, l'une où ƒ' < 0,
l'autre où ƒ' > 0.

LEMME IL — Posons S = V r(n)e2ltl^n^ ; supposons r positif et

monotone ; ƒ' monotone (sans hypothèse de signe) et \f'\ ^ ~. Dans ces

conditions on a |S — I| < C Max r, G étant une constante absolue.

Ce lemme a été démontré par M. Van der Corput, pour r cons-
tant et égal à l'unité. La démonstration, à laquelle nous ren-
voyons (2), est basée très simplement sur la considération de l'in-
tégrale de Stieltjes représentant S — I.

Dans le cas que nous considérons il suffit, pour la démonstra-
tion du lemme, de considérer l'intégrale de Stieltjes représentant
S — I, de lui appliquer le second théorème de la moyenne (r étant
monotone) et d'appliquer le lemme de M. Van der Corput pour
r = 1.

r

LEMME III. — Supposons r positif et monotone; f monotone;

et --— monotones. Nous allons trouver une limitation pour |S|.

(x) Pour se rendre compte de la nécessité du terme y, dans la limitation de

| I | quand r et f varient dans le même sens, il suffit de considérer le cas où

e _ _ e 1 1

r ~ f ; on a I = ——; et, en prenant f(b) = f (a) -f -, on a 111 = - .
r\ • i i i n ^ m 1 -f lOg U r 1
Orsi / = loglogw, r = f = —, , ƒ" = ~—~— , - = = et' ulOgU U' l0g2 U y/\f>\ yj1 + log u
le maximum de cette fonction entre a et b vers zéro pour a —> oo.

(2) Cf. ZYGMUND, p. 117.
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Considérons la courbe v = j'(u) et marquons sur cette courbe les

points dont les ordonnées sont de la forme k— ~ (k entier ^ 0) et

comprises entre f (a) et f{b). En supposant, pour fixer les idées,
j ' croissante nous obtenons ainsi les points d'ordonnées

1 1 1
+ i +

auxquels correspondent respectivement les abscisses

a, ap , ap + 1- • . ap+q, b.

Pour ak ̂  w ̂  a*+1 on a

* — 5 < f ' ( » X * + 5 . c'est-à-dire | f'(u) — k |

Posons

Comme - j - [ƒ(») — uk]

lemmes IC et II donne

^, l'application à cette somme des

I S* I < 4 Max (a*, aa+i) ,—— + Max (ak, ak+1) f" + C Max (a*, ak+1)r

car j-g [f(u) — uk] = /7 /(K). Il en est de même pour tous les in-

tervalles (a*, ayfc+1) et pour les intervalles incomplets (a, ap) et

Or si cp est, pour fixer les idées, une fonction positive et décrois-
sante de M, on a

(a*, ai+1)«p(B) = cp(a) + cp(ap) H \- cp(ap+g).

Si nous prenons comme nouvelle variable v = f(w), cp(u) devient
une fonction $(v) également décroissante et la somme "V devient

( 1 \ Cp

çfW
Jf(a)
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En revenant à la variable u< nous avons

y<2<p(a)+ f 9{u)f"(u)du.
, Jak

D'une façon générale, si cp est positive et monotone, nous avons :

çb
y Max (a*, a*+i)<p(») < 2 Max cp + I y - f" • du.
k Ja

Nous obtenons donc finalement la limitation

r(6) |S |<8Max - 7 = + 2Max
\f"\

+ 2 G Max r

+ f (4r\/\f"\+\r'\+Cr\f"\)du
Ja

sous les seules hypothèses énoncées au début du Lemme III.

6. Application des lemmes précédents aux séries trigonomé-
triques. — Considérons, les r(n) étant donnés, la série

00

(7) ^r(n)e2mfW + 2lzinx r(n) > 0.
1

Nous allons, en nous servant des lemmes précédents, déter-
miner f(n) de façon que cette série converge uniformément vers
une fonction continue de x ; cela quelque lente que soit la conver-
gence de 5>2(ft), à la condition que les r(n) décroissent régulière-
ment, point que nous préciserons par la suite.

Les r(n) étant décroissants, la convergence de %r2(n) entraîne
r00

celle de l'intégrale I r2(u)du.

Remarquons tout d'abord que ƒ' étant monotone en même temps
que Y + #, et que [f(u) + ux]" étant égal à f"{u), les limitations
que nous donneront nos lemmes seront valables uniformément
quel que soit x.

Cela posé, prenons

m- "ia)

r*(u
Ju

)du
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/on est tout naturellement conduit à ce choix pour faire con-

verger l'intégrale I r\/f" du, tout en faisant tendre vers zéro

i
Tout d'abord -^- =( \ r2du)2 décroît et tend vers zéro pour

\/f" \Ju I
U = 00 .

k'l \r'\ r™ \r'\
Etudions maintenant ~-f = '—̂  I r2cfe. Si '—g-1 est non croissante,

1 ^ I r' I
c'est-à-dire si - est concave (ou linéaire), alors — décroît et tend

vers zéro, à cause du facteur I r2du. Supposons maintenant
Ju

\r'\ fï \
•^-~ croissante ( - convexe). On voit alors facilement que

f \r'\du
r Ju

I r2du I r2du
Ju Ju

croît aussi ; mais on a

f" - r r

il suffit alors de supposer •—• décroissante ( log - concave ) pour

assurer la décroissance de *~ ; d'autre part '—•-> 0 car nous sup-

\r' I
posons évidemment 2r divergente ; donc — décroît et tend vers

1 1
zéro. En résumé, si log - est concave, et - concave, convexe, ou

linéaire, '-— décroît et tend vers zéro. Nous supposerons ces hypo-

thèses vérifiées (x).
Remarquons enfin que

r3

rUu= p \r'r\du> ? \r'r\du =
Ju Ju f ' \Ju

' 2 \ r f \

t1) En réalité l'hypothèse : - concave, suffît si on se limite au cas où 2r£

converge assez lentement, ce qui est le cas le plus intéressant. Nous n'avons
complété les hypothèses que pour obtenir un résultat tout à fait général.
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donc
rf"<2|r ' | .

L'application de la formule (6) donne alors :

r(n)e2lzifW + 2lzinx

-J^L+2^gri + 2Cr(a) + 4 f * rtf* du+(2C + i) C\rl\du
\/f "(à) / W Ja Ja

^ A ë 1 X ° ° r W t t + ( 4 C

or nous avons :

(X
D'où finalement

oo(a) étant indépendante de è, positive, décroissante, et tendant
vers zéro pour a - • oo . Cette inégalité a lieu uniformément quel
que soit x. Donc la série considérée converge uniformément vers
une fonction continue.

En résumé, dans la série (7), où Iir2(n) est supposée convergente,

on peut toujours déterminer f(n) pour que cette série converge uni-

formément vers une fonction continue, à condition :
1

a) soit que r décroisse et - soit concave (ou linéaire).
1 1

b) soit que r décroisse, - soit convexe, et log - concave.
Il suffira de prendre



CHAPITRE V

GÉNÉRALISATION DE THÉORÈMES RELATIFS
A LA CONVERGENCE ABSOLUE DES SÉRIES

TRIGONOMÉTRIQUES 0)

1. — M. Serge Bernstein a démontré les deux théorèmes sui-
vants (2) :

a) Soit f(x) une fonction continue, GO(3) son module de conti-

nuité. Si la série y, -7- <*>(-) converge, la série de Fourier de / est
\Jn ^n'

absolument convergente.
b) Ce théorème ne peut pas être amélioré. En d'autres termes,

si le module de continuité w(5) est tel que V, —,- & ( - ) diverge, on peut
\n \n>

construire une fonction continue dont le module de continuité est
inférieur à w(5) et tel que sa série de Fourier ne converge pas ab-
solument.

Nous nous proposons de généraliser ces résultats en démontrant
les deux théorèmes suivants :

THÉORÈME I. — Soit 2on cos (nx —ccn) la série de Fourier d'une
fonction continue dont le module de continuité est w(5) Soit F(u)
une fonction positive, croissante et concave de u positif, s'annulant

FI - ü.2( - ) I converge, la série 2F(p^) converge
\_n \n IJ

aussi.

THÉORÈME II . — S'il existe des nombres positifs fixes a, |3
i

{d'ailleurs aussi petits que l'on voudra) tels que „( décroisse, et

f1) Comptes Rendus, t. 201 (1935), p. 703.
(2) Comptes Rendus, t. 199 (1934), p. 397.
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croisse (1), te théorème précédent ne peut pas être amélioré ; au-

trement dit, si Von se donne un module de continuité c*)0(§), tel seu-

/ 1 \

lement que la décroissance de wof - J soit soumise à certaines condi-

tions de régularité, et tel que la série ZF - wgf- ] diverge, on peut

trouver une fonction continue dont le module de continuité soit infé-

rieur à wo(§) et telle que, Hpn cos (nx — <xn) étant sa série de Fourier,

la série 2 F ( ^ ) diverge.

Les théorèmes de M. Bernstein correspondent au cas où
F(w) = \J~u.

2. — Avant de démontrer les théorèmes I et II, nous commen-
cerons par reprendre, en élargissant un peu les hypothèses, une
proposition démontrée par M. de La Vallée Poussin (2) et per-
mettant de limiter supérieurement le module de continuité de
f(x), de période 2TT, en fonction de l'approximation avec laquelle
f(x) peut être représentée par une série de polynômes trigonomé-
triques.

Soit f(x) = Px + P2 + • • • + Pw + •. •, Vn étant un polynôme
trigonométrique d'ordre <C ft, la série EP* étant uniformément
convergente. Supposons que

1 R . I - < Q(n)
71 + 1

Q(n) décroissant et tendant vers zéro pour n -> oc. Ecrivons

njc+1

(x) Les hypothèses faites sur F (M) se justifient en remarquant que : 1° si
F(u) se réduit à u, 2 : | converge évidemment toujours quel que soit w(S) ;

i - i
2° si F(u) = u , la série 2*pn peut converger, alors que la série X| — <o2/ —) | 3

diverge toujours car le produit par n de son terme général ne tend pas vers
zéro.

(2) Leçons sur l'approximation des fonctions d'une variable réelle (Paris,
1919), chapitre iv.
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Le polynôme ^ Vi est d'ordre np+1 au plus ; il est égal à
np+l

Rnp — RŴ H-I ? s a valeur absolue est donc inférieure à 2a(np) et
celle de sa dérivée est inférieure, d'après un théorème bien
connu, à 2np+1 Q(np). Donc, si w(5) est le module de continuité
de ƒ, on a

CÛ(Ô) < 8[271^(0) + 2n2Q{n1) -\ + 2nk+1Q(njc)]

Prenons Wp = 2P ; on a alors :

2np+1Q(np) = Q(2P)(2P+Z) = 8Û(2?>)[2P — 2P-1] (p > 1)

d'où

Ü)(8) <4-ü(0)8 + i

< 4ü(0)o + 8ô I Q(u)du + 2Q(2k+1).
v o

Choisissons k de façon que

Alors

4û(0)ô S I 8û(tt)d» + 2Û(T ).

Gomme ü(rc) décroît, on voit que seul l'ordre de grandeur du second
terme compte, et nous obtenons le résultat

i

(1) u>(8) < A8 { ZQ{u)du

A étant une constante indépendante de S. — Ce résultat est valable
sous la seule condition que Q(U) soit décroissante (1).

(r) Dans le théorème démontré par M. de LA VALLÉE POUSSIN, l'auteur a

recherché les conditions d'existence des dérivés de ƒ ; il a été ainsi conduit à

supposer la convergence de l'intégrale ƒ ^— -̂ du, hypothèse dont nous nous

affranchissons ici.
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Si nous supposons maintenant qu'il existe un a < 1 tel que
u°~ Q(U) croisse avec u, on a

fô a t du / l \ a / 1 \ rsdu

d'où

(2) O)(Ô) < L

C étant une constante indépendante de 5.

3. — Appliquons maintenant les résultats précédents aux fonc-
tions continues considérées au chapitre IV :

(3) g(x) + ih(x) =
1

où nous supposons que r(n) décroissant dans les conditions de
régularité que nous avons précisées, cp(ft) a été choisie pour que la
série (3) converge uniformément. Nous avons vu que le reste de
la série arrêtée au ne terme est inférieur à

B i / r2(u)du
\ Jn

B étant indépendant de n. Remarquons, en passant, que l'ordre
d'approximation donné par les sommes partielles de la série est
donc le meilleur possible (x).

Le module de continuité de g ou h est tel que
î

Hô du\/ I r2du

H étant indépendant de 5.
Supposons maintenant que la convergence de Hr2(n) soit assez

lente pour que n$r2(n) croisse, avec (3 < 3. Alors

(4)
Ju Ja U? P — l

Cf. LA VALLÉE POUSSIN, loc. cit, p. 13.
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Dans ces conditions la fonction

u^~l rUu
Ju

est croissante, car sa dérivée

((3 — l ) ^ - 2 rHu — J-^iu)
Ju

est positive, d'après (4). Comme |3 —1 est inférieur à 2, nous nous
trouvons dans le cas d'application de l'inégalité (2) et nous avons

(5) co(ô) < K 1 / L rUu

K étant une constante indépendante de 5.
Dans ce cas, on peut même affirmer que ou(ô) est précisément de

l'ordre du second membre de (5). Cela résulte de ce que, pour toute
fonction continue dont la série de Fourier est I^pn cos(nx— an),
dont la meilleure approximation d'ordre n est En, et dont le mo-
dule de continuité est a)(5), on a (x)

(6)
XU ^ ^ » " \ IV I \ IV / t l

n + 1

4. Démonstration du théorème I. — Elle est une conséquence
immédiate de la troisième des inégalités (6) et de l'inégalité de
Jensen (2) applicable par suite de la concavité de F(^). En effet (3) :

2N 2N

N + 1

En posant N = 2 \ on voit que la série SF(jO )̂ converge si la

[1 / 1 \ 1
onfJt)2 ( 9̂  ) converge ; donc, d'après le théorème de

(x) Cf. L A V A L L É E P O U S S I N , loc. cit., p . 13 et p . 45.

(2) Cf. Z Y G M U N D , p . 67.

(3) Si F(u) est concave et s 'annule pour u = 0, e t si n est ent ier , F (nu) < nF(u).
On le démon t r e facilement de proche en proche.
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ri /1 \~i
Cauchy, si la série XF - w2^ - 1 converge, ce qui est le théorème

annonce.

5. Démonstration du théorème IL — Nous supposerons que
/ 1 \o)o( - ) décroisse assez régulièrement pour qu'en posant
\n J

f\.\ r00

- 1 = 1 r2(u)du

la suite des r(n) qui s'en déduit décroisse elle-même assez régu-
lièrement de façon à permettre de former avec elle une série uni-
formément convergente du type (3), soit g(x) + ih(x).

D'autre part, étant donnée la première hypothèse faite sur F(w),

la série 2 1 - wo ( ~ ) [3 diverge ; on voit alors facilement que si e

est inférieur à ., , la quantité n1—5 co0( - ) ne peut pas être bor-

née. Nous pouvons donc supposer, en n'imposant à oo0( - j que des

conditions de régularité, qu'il existe un nombre y, inférieur à 1,

tel que ft'wJ - ) soit croissante.H °\nj
Dans ces conditions il résulte de ce qui a été démontré au § 3

ci-dessus que g(x), par exemple, a un module de continuité w(â)
qui satisfait à l'inégalité

œ(8) < Kwo(8)

La fonction gx(x) = -~~ = l*pn cos (nx — ocn) a donc un module

de continuité inférieur à ooo(5).

Reste à démontrer que 2F(p^) diverge. Nous pouvons sup-

poser, toujours en n'imposant à wo( - ) que des conditions de régu-

larité, que nF(pl) est monotone. Alors, si cette quantité croît,
p2(l—p)

diverge ; si au contraire elle décroît, comme

décroît quand n croît, np^1~® décroît aussi ; on a alors :

,« r- = K ^ p»(»)d» = K« „ i -Pp . (« ) -^<
du
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donc

Si C < 1, la divergence de S F [ - w § ( - Y | entraîne celle de IF (pi) ;

si G > 1, il suffit de remarquer, pour arriver à la même conclusion,

que -wr-, étant croissante, on a F(Cw) < CF(&).

Le théorème II se trouve donc démontré.



CHAPITRE VI

LA CONVERGENCE UNIFORME DES SÉRIES

DE FOURIER (x)

1. — On connaît les tests classiques de Jordan et Dini sur la
convergence uniforme des séries de Fourier de fonctions continues.
Nous avons essayé, en reprenant l'étude de l'intégrale de Fourier,
d'énoncer un test de convergence uniforme plus général, d'appli-
cation simple, comprenant les deux précédents comme cas parti-
culiers et susceptible de conduire à d'autres critères intéressants.

2. — Soit f(x) une fonction continue ; si on pose

9(l) = f(x + t) — f(x)

on sait que, pour que le développement de Fourier de ƒ converge
uniformément, il faut et il suffit (2) que

tende uniformément vers zéro avec 1 jn. Partageons, pour simpli-
fier, cette intégrale en deux, l'une contenant <p(£), l'autre <p(—t)et
considérons la première.

Si w(5) désigne le module de continuité de /, nous avons d'abord

I: sin nt
/o • ' t

II suffit donc de considérer l'intégrale

n— 2

S (-
t + k-1 n

sin nt du

(!) Comptes Rendus, t. 207 (1938), p. 662.
(•) Cf. ZYGMUND, p. 24.
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L'application du premier théorème de la moyenne donneimmé-
diatement, pour valeur absolue de cette intégrale

k=0

II suffit donc de considérer la somme

n—2

( -

fau

/c=0

où nous pouvons supposer sans inconvénient n impair.
Considérons, dans cette somme, la différence de deux termes

consécutifs. On a :

2h
2k +

Or on a

|- 2h +
2A + lw

i

3 -

Prenons un entier q compris entre 0 et —~—

La somme de ces quantités deh = Okh = q — 1, est inférieure à
3

-H— est inférieure,- <«>( 2g + 1 - ) ; la somme de h = q jusqu'à h =

< M, à — f.—-y. Or il n'y a qu'à choisir, par exemple, q
TZ Zq -f- 1

de l'ordre de \/n pour faire tendre vers zéro la quantité

2M 1
- wi 2q + 1 - ) + — H— r-j

V ^ 1 n/ * K 2q + 1
II suffit donc de considérer la somme des quantités

2h
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Or
1 1 1

M0 + 2fau ~~ (2h + 2)TU < (2A + l)(2h + 2)« '

En remplaçant les dénominateurs par (2h + 2)TT l'erreur est

donc de l'ordre de co(- ). Nous pouvons donc, dans la somme con-

sidérée, remplacer les éléments donnés par

2h

(2A + 2)TT

c'est-à-dire, finalement, qu'il nous suffit de considérer la somme

+ n —1

où - < 6 < —. L'intégrale considérée au début avec cp(—t) conduit

à la même somme, où Ton remplace TT et h par — n et — 9.
D'où la conclusion suivante :
Si la somme

^i ^'e^ déduit par le changement de n en — TT, ten-

dent uniformément vers zéro avec - quel que soit x1 la série de Fou-

rier de f converge uniformément.

3. — Déduisons de ce test les critères connus de Dini et Jor-
dan.

On a immédiatement

G étant une constante absolue. D'où le test de Dini.
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Soit maintenant m un entier inférieur à -K {n + 1), et soit V la

variation totale de ƒ, supposée à variation bornée. On a

1 1 1 V

il n'y a qu'à choisir m croissant indéfiniment avec n et tel que

«( - ) log m tende vers zéro pour voir que Tn(x) tend uniformément
\n I

vers zéro.

4. — Nous allons maintenant déduire de la proposition énoncée
plus haut un critère beaucoup plus général que celui de Jordan.

Rappelons d'abord quelques définitions.
Par analogie avec les fonctions à variation bornée, nous appel-

lerons avec L. C. Young (*), fonction à « $ — variation bornée »
une fonction ƒ telle que la somme

soit bornée quels que soient les points de subdivision x% choisis
dans l'intervalle considéré ; O(p) étant une fonction croissante de
v ^ 0, s'annulant avec v et définie pour t> suffisamment petit.

Nous aurons d'autre part à nous servir des fonctions dites « com-
plémentaires » de W. H. Young. Si y(u), (u ^ 0) et ^(p), [v ̂  0)
sont deux fonctions continues, nulles à l'origine, croissantes au
sens strict, tendant vers l'infini, et inverses l'une de l'autre, on a
pour a ^ 0, b J> 0 :

ab

où
ru r*

*(») = <?(u)du w(̂ ) =

et W sont dites fonctions complémentaires (2).

5. — Considérons maintenant deux fonctions complémentaires
¥(t>) que nous supposerons définies pour des valeurs suffi-

samment petites de u et p.

Comptes Rendus, t. 204 (1937), p. 470.
Cf. ZYGMUND, p. 64-65.

RAPHAËL SALEM.
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k étant entier positif, posons :

et soit s(k) une fonction positive de k, décroissant aussi lentement

qu'on voudra, et tendant vers zéro avec T-

On a

Supposons Y choisi de façon que la série

gente. On peut toujours choisir e(k) pour que E

7 ) soit conver-

converge

également. Alors, si / est une fonction à « $ — variation bornée »

on a, m étant un entier quelconque inférieur à ^ (n + 1),

A étant une constante indépendante de re et de x. D'-où

( + i)

par conséquent

il n'y a plus qu'à choisir m comme au § 3 ci-dessus pour voir que
Tn(#) tend uniformément vers zéro.

D'où le théorème suivant :
Le développement de Fourier de la jonction continue f conçerge

uniformément si f est à «<1> — variation bornée »$ étant la fonction

complémentaire d'une fonction T telle que la série ETl -7 ) converge.

On peut prendre, par exemple :

= f
T

iog

0 < a < 1
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car
1

w(±)~ f* dç
 < 1 .

\^7 Jo | log ^ i1/06 ^(log/û)1^

Dans ce cas $(u) s'obtient en posant

ru 1

4>(w) = I y(u)du u = YT î
Jo | log cp l1'00

d ' o ù

(u) = I e~u~*du.

Pour u suffisamment petit on a <b(u) < e~u a. Donc, si / est à
« exp. (— u~a) — variation bornée », avec a < l,son développe-
ment de Fourier converge uniformément.

Un résultat plus restrictif ( « < 0 ) a v a ^ été obtenu par une

autre voie par L. C. Young (x).

Loc. ciz. plus haut.



CHAPITRE VII

UNE GÉNÉRALISATION DU PROCÉDÉ DE SOMMATION

DE POISSON (*)

1. — Soit

7T + J> an cos nx + bn sin nx

la série de Fourier d'une fonction sommable f(x). On sait que
le procédé de sommation de Poisson consiste à considérer la série
absolument convergente pour 0 ^ r < 1 :

/(r, x) = -K +^j(#w cos nx -f bn sin nx)rn

et à faire tendre ensuite r vers l'unité.
On sait aussi que ce procédé est applicable en tout point de con-

tinuité de ƒ ; que f(r^x) tend uniformément vers f(x) si ƒ est con-
tinue ; enfin que si ƒ est supposée seulement sommable, le procédé
de Poisson est applicable presque partout.

2. — La généralisation que nous avons en vue est la suivante.
Soient

M'), U') ' ' * Ur) • • •
des fonctions positives de r, formant une suite décroissante et
convexe quel que soit r tel que

Nous supposons ^0(r) constante et égale à l'unité.

Comptes Rendus, t. 205 (1937), p. 14 et p. 311.
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D'autre part nous supposerons que

lim <\>p(r) = 1 (p fixe)

lim <\>n(r) = 0 (r fixe inférieur à 1)
n— oo

Considérons la série

1
%v) ô + 4w) c o s * + * * * + 4w) cos ^ + . . . 0 Ĉ r < 1)

Dans les hypothèses faites, cette série converge vers une fonction
sommable (*) de t que nous appellerons le noyau, et que nous dé-
signerons par K(J, r).

On sait alors que

1 f+* a0 ^
(1) - [ f(x + i)K-(^ r ) ^ — "ô" W r ) + y_Xan cos ft# -f- èn sin nx)tyJr)

KJ- T: 1

l'intégrale existant pour presque toute valeur de x, et l'égalité
ayant lieu à condition que la série du second membre converge (2).

Le noyau possède les propriétés suivantes :
1° II est positif quel que soit t.
2° Son maximum M(§, r) pour 0 < 5 <C t ^ TT tend vers zéro

quand r tend vers 1
i r + 7 :

3° Enfin on a - K(£, r) dt = 1.

La troisième propriété est évidente. Les deux premières ré-
sultent de ce que, pour 0 < 5 ^ t ^ TT, on a, en appliquant deux
fois la transformation d'Abel :

K(*, r) = tf% • \ + A^[2Xl(0] + • • • + A%[(* + l)xn(t)] + - • •

le signe A2 désignant des différences secondes, et %n(t) le noyau de
Féjer :

sin2 (n + 1) |

2(n + 1) sin2 ^

I1) Cf. ZYGMUND, p. 109. V. aussi plus haut chap. i, § 5.
(2) Cf. ZYGMUND, p. 14 et p. 90.
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On a

et

, r)
2 sin2 ^

Supposons maintenant que Jes tyn(r)soient choisies de façon que
la série de (1) converge au point x. Les propriétés du noyau per-
mettent alors de démontrer, par un raisonnement classique (*) que
si x est un point de continuité de f(x), on a

[ 00

Ainsi en particulier, supposons f(x) continue. Alors :
/ 1 \

1° Si tyn(r) — 0 ( i ) on sait que la série de (1) converge par-

tout (2) ; l'égalité (2) a lieu partout et cela, d'ailleurs, d'après les

propriétés du noyau, uniformément en, x.
/ 1 \

2° Si ^„(r) = 0/ —==z ) on sait, d'après le théorème bien connu
V V l /de Kolmogoroff et Seliverstoff, que la série de (1) converge presque

partout (3) ; l'égalité (2) a donc lieu presque partout.
Autrement dit, soit f(x) une fonction continue^ et

2an cos nx + bn sin nx
sa série de Fourier.

On a, partout, uniformément en x :

,. \\an cos nx + bn sin nx
(3) lim y -.—• -, = f(x)

et, presque partout

... v v^ an cos nx + bn sin nx
(4) hm > = / t ó .

0^ 1 + 0
Nous a]Jo«s montrer maintenant que cette dernière égalité est

valable pour les fonctions bornées. Mais la démonstration repose

f1) Cf. ZYGMUND, p. 45.

(2) Cf. ZYGMUND, p. 58.

(s) Cf. ZYGMUND, p. 255.
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sur d'autres méthodes qui présentent, croyons-nous, un intérêt
en elles-mêmes. Nous allons donc les exposer d'abord.

II

3. — Soit f01 fv.. fn... une suite de fonctions réelles, bornées
dans leur ensemble, de la variable x dans (0, 2K). Soit

I fP(x) | ^ Mp < M, ^fp = fp- fp+1, A% = kfv - A/p+1.

Considérons la série trigonométrique dont le terme d'ordre p est,
quel que soit p, le terme d'ordre p de la série de Fourier de fp :

1 f2ic ^ 1 f2*
(S) ir- U(x)dx + >, - fp(x) cos/)(« — *)dx

Z7ZJo = i ^ °
et soit Sn(a) la somme de cette série arrêtée au terme de rang n.
Nous nous proposons de limiter supérieurement l'intégrale

o
Nous désignerons, dans ce qui suit, par Bn(u) le noyau de

Dirichlet d'ordre ft, et par Kn(u) le noyau de Féjer d'ordre n :

sin (2n + 1) 0

2 sin 7;

k = o

Cela posé, la somme des carrés des coefficients d'ordre p de la
série (S) s'écrit

\2

~9i 1 f Jx) cos pxdx) + —A I L(^) sin o ĉ̂ a: )
"• v h I * \Jo )

1 r2* r27c

= -5 I fp{%)fp{y) cos px cos py dxdy71 Jo Jo

,(y) sin ^)# sin joz/ <

/i . ^ 2 T T /^»27t

= "2 I ! fp(x)fp(y)cos ^(^ — :
71 Jo Jo

71 Jo Jo
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d'où

/»2it OIK /»2TC ^

(5) 7T S*(a)da = fo(x)fo(y) 9 « 2 /
Jo Jo Jo ^

+ \ \ fp(x)fp(v) c o s />(« — y)dxdy.

3. 1. Appliquons au second membre la transformation d'Abel,
en remarquant que

Nous avons

Jo n
 0 Jo Jo

+ I fn{x)fn(y)Vn(x — y)dxdy
Jo Jo

— 2 / 1 I tniv^^f (x}Ty (x
Q Jo J 0

Q Jo Jo P P

+ f ' f *fn(x)fn(y)Dn(x — y)dxdy.
Jo Jo

Les intégrales de kfP(x) hfP(y) Bp(x—y) sont toutes positives ;
en effet, en désignant par am, bm les coefficients de Fourier d'ordre
m de A/?;(#), on a

A /»2ii /°2T:

-g I typ(x)hfp
71 Jo Jo

(6) "i I I ^fp{x)kfp(y) cos m(# —
71 Jo Jo

Nous avons donc

n — 1r 2 u 2 v^ r27u r 2

Sî(a)da<-y
Jo o ^° ^°

+ - ƒ fn(x)fn(y)Dn(x-y)dxdy.
Jo JQ
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Or on a, G étant une constante absolue

2 2
2 / *"-
~ I fp(y)^p(x — y)dy < CM* log ».
71 Jo

Quant à la dernière intégrale, elle est positive et inférieure à
/»2it
I fl(x)dx. On a donc, finalement

Jo

I Sn(a)6Za < G^j Mp log J9 I | Afp(̂ ) | dx + I fn(%)dx
«>0 n •* 0 ^ 0

(7)

l'accent au signe de sommation indiquant que, dans les deux pre-
miers termes, log p doit être remplacé par une constante numérique
telle que 1.

3. 2. — On peut donner à la limite supérieure trouvée une forme
différente, utile dans certaines applications. Posons

n

1 cos pu

T^7*
Nous avons

/»2ir /»2it r2iz ^

Tu SS(a)rfa = fO{x)fo(y) ô
Jo Jo Jo z

/*2n: r*2iz

+ fi(x)fi
c o s (̂  —

En appliquant la transformation d'Abel nous trouverons des
termes de la forme

/»2TC Ç2iz

J 0 «^0

et, en remarquant que si y désigne une fonction bornée on a (x)

< G • max I 9 I

Cf. ZYGMUND, p. 110.
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C étant une constante absolue, on déduira, par le même raison-
nement que précédemment, que

ç2* n~^t /»2rc f

Jo " o

+ f fi{x) log n.
Jo

3. 3. — Enfin, on peut trouver une limitation, d'un autre genre
pour l'intégrale considérée, en appliquant deux fois la transfor-
mation d'Abel au second membre de (5). Nous avons :

SJ(a)d« = 2 ±2[fp(x)U
Jo Q JQ JO

+ f * l^^fn-i(x)fn-1(y)]nKn.1(x-y)dxdy
Jo Jo

Ç21Z ÇÏT.
+ I I fn{x)fn(y)T>n(x — y)dxdy.

Jo Jo

Nous savons déjà que la dernière intégrale est positive et infé-

rieure à r. I f%(x)dx. D'autre part :
Jo

/•2TC /-27T

I I ^[fn-i{x)fn-i(y)]nKn~i(x — y)dxdy =
Jo Jo

/•27C /»2ir

= 2 I fn-i(y)hfn-i(x)n¥Ln-i(x — y)dxdy
Jo Jo

— I I &fn-i(x) &fn-i(y)nKn-.i(x — y)dxdy
Jo Jo

<2 I /n-i(y)Afn_i(nj)wKn-i(a;—y)dxdy.
Jo Jo

Donc :
n 2

r2it /»2TT /*2TC

ir I S%(a)d<x < 2, I I ^2[fp(x)fp(y)](p + 1) K.p(# — y)dxdy -f-
Jo o ^° *̂ 0

Jo Jo Jo
Remarquons maintenant que
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et remplaçons dans les intégrales où elles figurent, les différences
secondes par les valeurs ainsi trouvées.

Nous avons

tffp{x)dx fP+i(y)(p + l)KP(x — y)dy
* v JO

/ » 2

)

Jo
à%(x)dx-*p[fp+1(x)]

(jp [fp+i] désignant la somme de Féjer d'ordre p de la série de
Fourier de fp+1. Donc |op[/p+i]| <J Mp+1 ̂  M, d'où

f f %fp+

et, de même

/»2ir /»2ir

I I fn-
JQ JO

r2

JO
dx

D'autre part, en adoptant les notations de (6), on a

* f T

o

f * f T\fp(x^fp(y)Kp(x-y)dxdy =
Jo Jo

/ i A \ 0 i / 9 i L 9 \

(P + 1) -QT +JP(ÛI + #l)
(a% + b\)

< * [AfP(x)fdx.

Nous avons donc :

f^S2(a)^a< 2 M V ( ^ + 1) f7"
Jo Q Jo

+ y (P + i)[bfP(x)]*dx + y (i>
o J o o J o

/»2ic /.2TC

l f | Afn-^X) \dx + I ƒ!(
Jo Jo

A«/p(«) |

+

+ 2Mrc

Nous avons maintenant

n—2

0

n— 1
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donc

n—2 n—2

0

or
n—1 n—2

te

Mais

o

donc
n—1 Ti—2

te 2M
0

d'où finalement :
2iz

(9) *(*)da < 6M 2 ,

n—1

n—1

J
,rt2ic /»

7z | bfn-i(x) \dx+ \
0 JO

dx+ \ f*(x)dx.
JO

4. — Les inégalités (7), (8), (9) conduisent respectivement aux
résultats suivants :

1° Si la série

f» log 71 f *\±fn(x)\
Jo

dx

converge, la série (S) est la série de Fourier d'une fonction de
carré sommable S(a) et on a

{x) | dxS2(ot)da < C Y M W log n | Afni
Jo Jo

2° II en est de même si la série
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converge et si log n i f\(x)dx est bornée ; cela aura lieu, en parti-
Jo

culier si MM \/log n reste bornée, et si les fonctions \/\ognfn(x)
sont positives et forment une suite décroissante quand n croît,
quel que soit x.

3° Si la suite de fonctions j fi J est positive, décroissante, et
convexe quel que soit x, S(oc) est encore la série de Fourier d'une
fonction de carré sommable. L'on a en effet, d'après (9) :

/ * " - 2 fU ru
j SJ(a)da<6M V {p +i)\2 fP{x)dx + 6MrcA fn-i{x)dx

Jo ^ Jo Jo

+ f *fl(x)dx.
Jo

( /*2it «
Or la suite < I fi{x)dx est positive, décroissante, et convexe,

/ Jo )
et on sait que dans ces conditions

y (p + 1)A2 I fp(x)dx = I fo(x)dx — lim j fn(x)dx
o Jo Jo Jo

et

r2 i t

lim • nk I fn-i(x)dx = 0.

L'on a, dans ce cas

X2ir n2iz r*2iz

S2(a)da<6M fo(x)dx — 5M lim fn(x)dx.
Jo Jo

Si la suite ! fi \ est limitée au ne terme, ce résultat est encore va-
lable, à la condition que cette suite, complétée par deux zéros, soit
elle-même convexe. Sans quoi, il faudrait tenir compte du termer2iz

ƒ U-i(x)dx.
Jo

5. — L'intérêt du problème que nous venons d'étudier dans les
deux paragraphes précédents réside surtout dans le fait suivant.
Considérons une fonction F(x) sommable, dont les coefficients de
Fourier d'ordre n sont anj bn, et désignons par Sn(x) sa somme de
Fourier d'ordre n. Désignons par n(x) une fonction de x ne pre-
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nant que des valeurs entières positives, comprises entre 0 et n.
On sait (*) que l'étude de l'intégrale

= » Sn(x)(x)
Jo

1 /o

joue un rôle primordial dans l'étude de la convergence presque
partout de la série de Fourier de F. Mais on voit immédiatement
que l'on a

X2ir /»2- fl

$n(x)(x)dx= fo(x) ^dx
Jo z

fP(x)(ap cos px + &p sin px)dx

les fi étant des fonctions caractéristiques d'ensembles E* de
(0, 2TT) tels que

Eo D Ei D . . . D En.

Or on a

12 <[f
+ > ( I fp(x) cosp(x)dx ) + ( I ƒ?(#) sin ƒ?£<&£ ) I.

^ \ J o / \ J o / J

c, /a question non encore résolue de savoir si I est bornée quelle

que soit la fonction F de carré sommable, revient à celle-ci : Vinté-
/•2iu

grale j S|(a)da que nous avons cherché à limiter est-elle bornée pour

Jo
toute suite j fi j de fonctions caractéristiques d''ensembles tels que

Ei D Eî+1, et cela indépendamment de la suite considérée ?

Le théorème de Kolmogorofî et Seliverstoff, qui montre que I
est bornée, si E(a^ -f- &!) log n converge est, comme on le voit
immédiatement, une conséquence de l'égalité (11) et de l'inégalité
(8). Il suffit, comme nous venons de le faire, d'appliquer l'inéga-
lité de Schwartz, mais après avoir multiplié les an et bn par y/log n
et avoir divisé fn(x) par \/log n.

Cf. ZYGMUND, p. 253.
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6. — Pour donner, dans- le même ordre d'idées, une applica-
tion de l'inégalité (10), considérons un procédé de sommation
quelconque appliqué à la série de Fourier de F(#), soit

\p(x) = XgA0 + XfAi + • • • + X£AP (X? > 0, X§ = 1)

où nous avons posé, pour simplifier

Ao = -4 Ap = ap cos px + bp sin px.

Considérons l'intégrale

J = I ïn(x)(x)dx
Jo

elle peut s'écrire, si n(x) ^ n

les (pi étant des fonctions caractéristiques d'ensemble êiy non
empiétants. On a donc

(12) J = f *[(X8?0 + XJTl + . . . + Xj?n)Ao + • • • +
t/0

Posons

/P - %?p + M5+Vi + ••• + >??• 0

si X̂  > X|+i, on a /p > /p+i.

D'autre part

A/, = ,/p + <FP+1K+1 - « î ) + • • • + ,

Si donc, pour chaque valeur des indices on a

on a bfp > A/p+1.
En d'autres termes supposons que la suite

*?, >î • • • ̂ , o, o

soit décroissante et convexe quel que soit p. Alors la suite \f%\>
complétée par deux zéros est décroissante et convexe, l'inégalité
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(10) est valable et donne, en appliquant à (12) l'inégalité de
Schwarz :

J2 < \~i+S(a + p>) j

or

= X°0?0

donc, dans les hypothèses considérées :

r*2iz / p2iz \ 1
în(x)(x)dx < C F*(x)dx)2

J0 \JQ I

C étant une constante absolue.
On en déduit, pour toute fonction de carré sommable, la con-

vergence presque partout du procédé de sommation considéré, et
même Fintégrabilité de la fonction : Sup |£»(a?)|.

III

7. — Revenons maintenant au problème de la généralisation
du procédé de sommation de Poisson, considéré dans la partie (I)
de ce chapitre.

Les fonctions ^ auront la même signification que dans (I) ; par
f(x) nous désignerons une fonction bornée, dont les coefficients de
Fourier seront an, bn.

/ 1 \Nous supposerons ^n(r) = 0( , ). On sait alors que la série
\ylognj

(an cos nx + bn sin

converge pour presque toute valeur de x vers une fonction
et l'on a, comme dans (1), presque partout

¥(r,x) = l £ "/(a) [id,0(r) + ^(r) cos (* — « ) + .

Supposons maintenant que r soit une fonction déterminée de x
que nous désignerons par rx. Nous supposerons rx ^ p < 1. Nous
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/^*2TC

allons montrer que l'intégrale I F(rx,x)dx est bien déterminée.
Jo

En effet l'intégrale

f27r 1
I da K <l>o(r*) + tyi(r*) cos (a; — a) -f- • • •

Jo *

qui est égale à

r2% fi \
xj 0 \ /

(puisque nous avons supposé ^0(r) constant et égal à 1) est bien
définie. L'intégrale double

doLdx 7> %(rx) + ^(rx) cos (x — a) -\ =

X2ir /»2ic

existe donc, et puisque /(a) est bornée, l'intégrale

/•2ic /»2ic /4

J J o d<«faf(a) ^ %{rx) + ^i(^) cos (a; — a) +

existe donc. Ceci prouve que l'intégrale I F(rXJ x) dx a une valeur
Jo

bien déterminée.
Nous allons limiter supérieurement sa valeur absolue. On a

/•2it i /*2TT /»2TT r i -i

F(r„ o;)dr = ~ f(*)da = +0(r.) + . . . U s
Jo wJo Jo L̂  J

or l'intégrale

*(a) = ƒ * B *o(ric) + *l{rx) C0S (̂  - a) + • • •] ̂
représente une fonction sommable de a. (Cela résulte du même
raisonnement que précédemment où il n'y a qu'à supposer / = 1.
Soient A», Bn les coefficients de Fourier de $(a) :

1 r2it r 2 i cr i T
An = ~ I cos n<xdcL J I 2 ̂ 0(

r^) + ' ' ' I ^

= - I (tel da cos na U ^(r^) + • • « J = - I dxr

RAPHAËL SALEM.
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Donc

r it /»2ir

tyn(rx) cos nxdx Bn = I ^n(rx) sin nxdx
Jo

JO

Nous allons montrer maintenant que $(a) est de carré sommable.
Ceci résulte immédiatement de la convergence de 2(A* + B|),
convergence assurée, comme il a été démontré au § 4 ci-dessus par
le fait que la suite \ tyn(rx) \ est positive, décroissante, convexe.

On déduit de tout ce qui précède que

I F(rx, x)dx < C ( j */*(«)*<) 5,

C étant une constante absolue.
Remarquons que la limitation trouvée vaut aussi bien, avec un

n2it
choix convenable de la constante, pour I | F(rx,x) \ dx car il n'y a

Jo
rien à changer à la démonstration si on multiplie F par une fonc-
tion y(x) bornée.

Cela posé supposons
ro<rx<r1< 1.

Nous allons montrer que si r0 est assez voisin de 1, l'intégrale

I F(rx, x) — f(x) | dx est arbitrairement petite.j
Jo

j
o
Posons, en effet

f(x) = Ux) + f2(x),

avec
a

fi(x) =i£+y£à(apcospx+bp$mpx), f2(^)c^ )^ (apco$px+ bp$inpx)
i ii+i

et formons avec fx et /2 les fonctions F^r*, x) et F2(rx, a;). On a
d'abord

X2ir /»2ic /»2it

|F,(rx,rc) — Ux)\dx < |F a(r^) |& + |f,(a?)|cto
Jo Jo
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A étant une constante absolue ; donc, en prenant n assez grand

l'intégrale considérée est inférieure à =•

n étant amsi fixé, on a

C 0 S

or si rQ est assez voisin de 1 chacun des termes de cette somme est
aussi petit que l'on veut. Le nombre de termes étant fini, on peut

prendre r0 assez voisin de 1 pour que {F-^r^x) — fx{$)\ < 4-. Alors

X
2TI /-»2it /»2it

De ce résultat on déduit, par un raisonnement classique, que dans
les hypothèses faites, F(r,x) — f(x) tend vers zéro presque partout
pour r-> 1.

D'où la proposition annoncée à la fin de la partie (I) de ce chapitre :
Si f(x) co liün cos nx + bn sin nx est bornée, on a, presque partout

M. Kawata i1) a généralisé ce résultat en montrant qu'il s'ap-
plique non seulement aux fonctions bornées, mais également aux
fonctions de carré sommable.

D'autre part, MM. Izumi et Kawata (2) ont démontré aussi que
si fp(x) est sommable, (1 <; p ^ 2), on a presque partout

dn cos nx + bn sin nx ___ », .

l+s(\ogn)ilp

Nous renverrons, pour les démonstrations, aux mémoires de ce»
auteurs.

P) Froc. Imp. Acad. Tokyo, 13 (1937), p. 381-384.
(2) Froc. Imp. Acad. Tokyo, 13 (1937), p. 388-391.



CHAPITRE VIII

LES SOMMES PARTIELLES DES SÉRIES DE FOURIER

1. — On connaît les difficultés auxquelles se heurte l'étude du
comportement des sommes partielles des séries de Fourier. En par-
ticulier, pour les fonctions de carré sommable, on ne sait pas si
leurs développements de Fourier convergent « presque partout »
ou si, au contraire, il est possible de trouver une fonction de carré
sommable dont la série de Fourier diverge sur un ensemble de me-
sure positive.

Nous désignerons dans ce qui suit par Sn(f) la somme partielle
d'ordre n du développement de Fourier d'une fonction sommable
ƒ et par an, bn-, ses coefficients de Fourier.

Nous dirons que j nk ] est une suite d'indices de convergence
pour ƒ si S??/t(/) converge presque partout pour k = oo .

Rappelons deux importants résultats bien connus (2) :
a) Si ƒ est de carré sommable, toute suite \ nk j telle que

est une suite d'indices de convergence (Kolmogorofî).
b) Si ƒ est telle que 2(a£ + b*) log n converge, la suite natu-

relle des entiers est une suite d'indices de convergence ; en d'autres
termes le développement de Fourier de / converge presque partout
(Kolmogoroff et Seliverstoff).

2. — II est naturel de se demander ce qui se passe entre ces deux
cas extrêmes ; c'est-à-dire quand / est telle que 2(a| + bl)où(n)

f1) Comptes Rendus, t. 207 (1938), p. 469 ; Comptes Rendus, t. 208 (1939),
p. 70 ; Comptes Rendus, t. 206 (1938), p. 226.

(2) Cf. ZYGMUND, p. 251 et sq.
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converge, oo(̂ ) étant une fonction infiniment croissante et
croissant moins vite que log n. Nous allons montrer que ^(n)
étant donné, on peut déterminer une suite d'indices de conver-
gence, dépendant de w(^) seulement et non de la fonction / con-
sidérée.

Suivant la méthode employée par Kolmogoroff et Seliverstoff
dans l'étude du cas (b) ci-dessus, nous allons faire l'étude de l'in-
tégrale

/»2

= I
%J o

n(x) étant variable avec x et au plus égal à n.

3. — Posons, pour simplifier

Ap = ap co&px + bp sinpx (a0 = 0)

et désignons par ^(tf), $2(x)... ^w(#),une suite de fonctions carac-
téristiques d'ensembles telle que <̂ ̂  tyi+v On a

1 =

la suite | ^ j étant déterminée par la fonction n(x).

La série 2(a£ + ^n)w(̂ ) étant convergente, désignons par
F(x) la fonction de carré sommable dont la série de Fourier est
H(an cos nx + bn sin nx) \/{ù{ri). Nous avons, par application de la
transformation d'Abel :

I =

(où AMP désigne la différence up — wp+1, et A»n = un si »„ est
le dernier terme de la suite | un j). On a

On voit immédiatement que la dernière somme est inférieure, en

( 2n /̂ 2TC \ -
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Occupons-nous de la première intégrale que nous écrirons :

On a

f
o Jo

Etudions la dernière intégrale. En développant le carré, on a

or on a

en se rappelant que j ̂  ] est une suite décroissante de fonctions
caractéristiques d'ensembles.

D'autre part :

V
Ï B 1 - XX
en pesant :

XP = V a

y.v(x) est une fonction positive, inférieure à l'unité. D'autre part :

(i) i
or si nous désignons par kPJ kj deux exposants positifs complé-

1 1mentaires, c'est-à-dire tels que r + r , = 1, on a
Zip Kp
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Donc

Or on sait (x) que (si kv > 2)

X2
/»2

Donc finalement

On peut choisir chaque exposant kp de façon que chaque terme de
la dernière somme soit minimum. On est ainsi conduit à prendre

et on a

(3)

Dans cette dernière somme, — on le voit facilement en se repor-
tant à l'intégrale du premier membre de (1) avant sa transfor-
mation par (2) — on n'a à faire entrer que les valeurs de p prises
par n(x) dans l'intégrale I : pour les autres, en effet, À^p = 0.
D'autre part, w(ft) n'est pas définie à une constante multiplica-
tive près.

On voit donc que si n(x) ne prend que des valeurs d'une suite
{ nk | telle que la série

converge, A étant une constante positive, d'ailleurs aussi grande
qu'on voudra, le premier membre de (3) restera borné, et l'on aura
finalement

KG

Cf. ZYGMUND, p. 153.
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C étant une constante dépendant de (*>(n) mais pas de ƒ. Le rai-
sonnement désormais classique de Kolmogoroff et Seliverstoff
montre alors que la suite \ Snk(%) \ converge presque partout.

D'où le théorème suivant :
Si la série S ( a | + bl)d)(n) converge, on obtient une suite \nk\

d'indices de convergence pour la série de Fourier de ƒ, en prenant une

suite d'entiers j nk j telle que Von ait

(4)

A étant une constante aussi grande qu'on voudra.
Pour (j)(n) = log n on retrouve le théorème de Kolmogoroff et

Seliverstoff sur la convergence presque partout de la série.

4. — Quand la croissance de ia{n) devient assez faible (nous
préciserons ce point) les résultats obtenus par la condition (4) sont
dépassés par ceux que fournit la méthode très simple suivante :

Soit Gn(f) la somme de Féjer d'ordre n de la série de Fourier de /.
On a :

xo - " (« +1 ) 2

Considérons une suite | nk \ telle que

V PÎ + 2̂ p§ + • • • + n%?lk

(5) 2 nl < "

alors on aura

donc, aussi presque partout

et à plus forte raison, presque partout
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d'où la convergence presque partout de la suite [ Snk(f)}. Remar-
quons que ceci ne suppose pas la fonction ƒ de carré sommable. La
condition (5) fournit, par exemple, une suite d'indices si npl -> 0.

Supposons maintenant ^ pl(*>(n) convergente. Un calcul im-
î

médiat montre alors que la condition (5) est réalisée si l'on a

Donc :
Une suite [ nk j satisfaisant à la condition (6) constitue une suite

d''indices de convergence pour toute j'onction f telle que E (a | + bl)(*>(n)

converge.

On voit immédiatement que la condition (6) est toujours réa-

lisée, même si o)(n) = Cte, p o u r ^ ± i > A > 1. On retrouve donc
nk

un théorème rappelé au début de ce chapitre.

5, — Le choix des indices par la condition (6) donne de
meilleurs résultats que leur choix par la condition (4) quand la
croissance de où(n) est suffisamment lente.

Précisons ce point. Pour satisfaire à la condition (6) on peut
prendre

<p(k) croissant plus rapidement que log k et moins vite que k ; ou

peut supposer e^ convexe. On a

or cp'e^ croît puisque é* est convexe ; donc

D'autre part y croissant moins vite que k



74 ESSAIS SUR LES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES

Pour satisfaire à la condition (6) on est donc conduit à prendre :

C étant une constante.
Posons w(w) = 9 (log u), la croissance de 6(x) étant d'ordre in-

férieur à celle de x. On prendra alors cp telle que

Si e(#) désigne la primitive j 6(x)dx de 9, on prendra

fo()] C*

ou, en ordre de grandeur

<7) loge[cp(A)]>logA:.

Voyons maintenant comment choisir <p(k) pour satisfaire à la
condition (4). En posant toujours w(&) = 9 (log u) il faut que

—°(?(*)) converge, c'est-à-dire que l'on ait

(8) e(<p(ft)) > IL log h

fi étant une constante.
En comparant (7) et (8) on voit que, pour que la condition (6)

donne de meilleurs résultats que la condition (4) il faut que f, \

croisse indéfiniment avec x. Or

e(x)

il faut donc que

%{x) = o (log x)

c'est-à-dire, finalement, que

w(u) = o (log log u).

La condition (6) donnera donc de meilleurs résultats que la condi-
tion (4) à partir du moment où la croissance de w(^) sera d'ordre
inférieur à celle de log log u.
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6. — Les conditions (4) et (6) ne sont applicables qu'aux fonc-
tions de carré sommable. Si on suppose seulement que / est som-
mable, on sait (*) que, pour chaque fonction ƒ il existe une suite
j nk j d'indices de convergence, variable avec la fonction consi-
dérée.

Nous nous proposons de montrer que cette suite d'indices de
convergence ne dépend, très simplement, que du module de con-
tinuité intégral de /, et nous allons déterminer la suite j nk j en
fonction de ce module.

Rappelons d'abord qu'étant donnée une fonction sommable ƒ
on appelle module de continuité intégral de cette fonction, oo(<?)

le maximum de I \ f(x + h) — f(x) | dx pour tout h tel que
Jo

0 < h < 9 ; on sait que w(5) tend vers zéro avec 5.
Nous nous appuyerons sur les deux théorèmes suivants :
a) Si / est sommable et si Sn est sa somme de Fourier d'ordre

w, on a, pour tout p tel que 0 < p < 1

r2 A / r2iz \p

\S4*)\>dx<—-(l \M\dx)
cos 2

A étant une constante absolue (2).
b) L'expression

tend vers f(x) en tout point où la série de Fourier de ƒ est sommable
par la méthode de Féjer, c'est-à-dire presque partout (3).

Cela posé, en conservant les notations précédentes, nous avons
immédiatement :

p) Cf. ZYGMUND, p. 154.

(2) Cf. ZYGMUND, p. 150.

(3) Cf. ZYGMUND, p. 181.
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d'où

B étant une cons-tante absolue.
En cherchant la valeur pn de p qui rend minimum cette der-

nière quantité on trouve immédiatement

et

Soit alors une suite d'entiers j nk J telle que

on aura

k=\

donc, aussi, presque partout

co

k=l

et a fortiori

| S „ t - 0 M / " * - > 0

presque partout ; d'où en se reportant à la valeur de

et comme, presque partout, Sn -> ƒ, la suite j Snk \ t e n ( i v e r s f

presque partout.
D'où la proposition suivante :
Pour toute fonction sommable ƒ, de module de continuité intégral

w(3), une suite d'entiers 1 nk \ tels que la série Sco( - ) logw( —• )
1 J \nk/ \ \nhj \

converge, constitue une suite $ indices de convergence»
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7. — En ce qui concerne la convergence presque partout des
séries de Fourier, le meilleur résultat obtenu jusqu'à présent est
celui, rappelé plus haut, de Kolmogoroff et Seliverstoff.

On n'a pu, jusqu'à présent, ni l'améliorer, ni montrer qu'il ne
pouvait être amélioré.

Nous nous proposons seulement de montrer ici, comment, des
critères connus sur la convergence presque partout, on peut, par
de très simples transformations, déduire d'autres critères intéres-
sants.

Considérons, pour simplifier, une série trigonométrique de
cosinus :

(10) if + a1cosx f- dncosnx -\

nous ne supposerons pas que cette série soit une série de Fourier ;

nous supposerons seulement que On tend vers zéro avec - (ce qui,
n

comme on le sait, est une condition nécessaire pour la convergence
sur un ensemble de mesure positive).

En appliquant la transformation d'Abel, on voit immédiate-
ment que, si l'on fait exception pour les points congrus à zéro, la
série (10) et la série :
(11) (ao-a1)sin^+ (ax—a2)sin -̂  H h (a»— a»+i) sin - — j - ^ H

convergent ou divergent aux mêmes points.
Donc tout critère assurant la convergence presque partout de

la série (11) assurera la convergence presque partout de la série
(10).

D'autre part, si la série (10) est la série de Fourier d'une fonc-
tion ƒ(#), on voit immédiatement que la série (11) est la série de

Fourier de la fonction 2f(x) sin K*

Nous en déduisons que :
1° Si la série (10) est une série de Fourier^ la condition

ko — ai\ + 3 k i — a%\ H h (2/i + l) |«n — a»+i| = o(n)

(qui assure, comme on le sait (x), la convergence presque partout
de la série (11)) est une condition suffisante pour la convergence
presque partout de la série (10).

Cf. ZYGMUND, p. 43.
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Cette condition peut évidemment s'écrire

K — «il + 2|ax — a2| H h n\an-i — an\ = o(n) ;

ou encore, comme

n\an-t — an\ < \{n — l)an-i — nan\ + |a«-i|

on peut l'écrire aussi

\ax — 2a2| H h \n— lan-i — nan\ = o(n).

On voit alors qu'elle est réalisée, en particulier, si les an sont posi-
tifs et que nan croît avec n (toujours à condition que la série (10)
soit une série de Fourier).

2° Sans supposer que la série (10) soit une série de Fourier, et
sous la seule hypothèse an -> 0, l'application du théorème de
Kolmogorofï et Seliverstoff à la série (11) montre que la série (10}
converge presque partout si la série

(12) ^ K — an+1)*logn

converge.
Les séries de sinus conduisent aux mêmes résultats.
On voit que la méthode qui nous a servi est générale, et que

d'autres résultats du même genre peuvent être obtenus en em-

ployant, au lieu du facteur 2 sin ? qui nous a servi à passer de la

série (10) à la série (11) toute autre fonction convenablement
choisie pour assurer l'équiconvergence ; on pourra, en particulier,
faire intervenir, au lieu des différences premières des coefficients,
les différences secondes, troisièmes, etc.

Sans nous arrêter à ces généralisations, examinons d'un peu
plus près la condition donnée par la convergence de la série (12)*
Considérons la série trigonométrique générale

(13) Sjincosnx + bnsinnx = Vpwcos(ft£ — <xn)

où nous supposons

lim pn = 0.

Cette série convergera presque partout si

dn — an+l? + (bn—bn+l)2] logn < 00
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ou, ce qui revient au même, si les séries

^(?n — pn+l)2 log U, ^ p I K — an+1)2 log H

convergent.
Grossièrement parlant, la convergence presque partout est as-

surée quand les amplitudes et les phases varient « peu » d'un
terme à l'autre.

Si Mn représente dans le plan Oxy le point de coordonnées att,
bn, le théorème de Kolmogoroff et Seliverstoff assure la conver-
gence presque partout de la série (13) si XOM* log n converge ; la
condition que nous venons d'énoncer assure la convergence presque
partout si 2MnMw+? log n converge, à condition que Mn tende
vers 0.



CHAPITRE IX

LA DIVERGENCE DES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES

SUR DES ENSEMBLES AYANT LA PUISSANCE DU CONTINU

1. — On connaît depuis longtemps l'existence de fonctions
continues dont le développement de Fourier diverge sur un en-
semble de points ayant la puissance du continu (mais de mesure
nulle). D'autre part, Kolmogoroff a montré l'existence de fonc-
tions sommables (mais de carré non sommable) dont le développe-
ment de Fourier diverge partout (2). Enfin Steinhaus (3), Wilton (4),
Kuzmin (5) ont fait connaître des séries trigonométriques fort
simples, à coefficients tendant vers zéro, et qui sont partout di-
vergentes, mais qui ne sont pas des développements de Fourier.

Nous allons étudier ici le problème d'un point de vue différent,
en considérant, dans la série trigonométrique :

(1)
1

les r ^ 0 comme donnés. Nous allons montrer qu'on peut tou-
jours (en supposant, bien entendu, la divergence de 2rn) déter-
miner très simplement les sn de façon que la série (1) diverge sur
un ensemble ayant la puissance du continu. Cet ensemble sera
même de deuxième catégorie au sens de Baire. Nous poserons en-
suite la question de la mesure de cet ensemble.

Nous utiliserons, pour la détermination des $n, la théorie des
approximations Diophantiennes.

(!) Comptes Rendus, t. 205 (1937), p. 382 ; Comptes Rendus, t. 209 (1939),
p. 748.

(2) Cf. ZYGMUND, chapitre vin.
(») Journ. London Math. Soc, 4 (1929), p. 86-88.
(*) Journ. London Math. Soc, 9 (1934), pp. 194-201 et 247-254.
(5) Trans. Leningrad Industr. Inst. Sect. Phys. Math., N° 10, p. 53-56.
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2. — Soit (f(v) une fonction positive infiniment croissante, dé-
finie pour v ̂  0, entière pour v entier. Posons

Sn = U2 Un

où les u sont déterminés de la façon suivante : les cp(O) premiers u

sont nuls ; les cp(l) suivants égaux à r; les cp(2) suivants à r ; les

0 . 1 2

<p(3) suivants à x ; les <p(4) suivants à~ ;les <p(5) suivants à^; et

ainsi de suite en considérant toutes les fractions - (0 ^ p <J q) ;

la fraction ~ sera donc répétée cp( 7" + p ) fois ; de plus, elle
Q \ & J

apparaîtra pour la première fois dans la suite des u au rang
n + 1 - p -

Considérons alors la somme partielle de la série (1) depuis le rang

n + 1 jusqu'au rang n+yl ^ Ĵ~ +p inclusivement. Cette somme

s'écrit

ou encore

; - i-

Supposons que l'on ait

(2)

alors

X — - m̂

RAPHAËL SALBM,



82 ESSAIS SUR LES SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES

d'où immédiatement, tous les termes de la dernière sommation

ayant leurs parties réelles positives et supérieures à £7=,
V2

Or la série 2r» étant supposée divergente, il existe une fonction
$(ri) qu'on peut supposer croissante, et telle que

rn+l + rrc + 2 + • " + ÎI + 4/(W)> *•

Choisissons cp de façon que

(3) ?(v) > *[?(0) + ?(1) + . . . + ?(v _ 1)].

Nous aurons alors

•JL

et lal > —p pour tout x satisfaisant à (2).
y/2

Donc si x est une irrationnelle satisfaisant à l'inégalité (2) pour
une infinité de valeurs de q (cp étant choisi par l'inégalité (3)) la
série (1) divergera au point x. Comme seules les grandes valeurs de
q sont intéressantes on peut remplacer l'inégalité (2) par

(4)

et énoncer la proposition suivante :
étant déterminée par la condition

et <p(v) par la condition (3), la série donnée divergera en tout point x
admettant Vapproximation (4) par les nombres rationnels.

Or l'ensemble des points x satisfaisant à l'inégalité (4) pour une
infinité de valeurs de q est complémentaire d'un ensemble de pre-
mière catégorie. C'est, au sens de M. Denjoy, un « Résiduel ».
On sait qu'un Résiduel est de deuxième catégorie ; il est partout
dense, et a la puissance du continu (1).

f1) Cf. DENJOY, Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1915 (I),
p. 151 ; HOBSON, The Theory of functions of a real variable, Vol. I, 3e édit-
(Cambridge, 1927), p. 135-137.
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II est remarquable que l'on puisse toujours arriver au résultat
ci-dessus quelque lente que soit la divergence de 2rn, quelque
régulière que soit la décroissance des rn ; la détermination des
sn est toujours possible.

En d'autres termes, il est impossible de formuler une condition
(autre que la converge absolue) ne mettant en jeu que la valeur
des coefficients rn d'une série trigonométrique 2>n cos (nx — an),
et assurant la convergence, sauf sur un ensemble de première
catégorie.

3. — Occupons-nous maintenant de la mesure de l'ensemble de
divergence obtenu. On sait, d'après un raisonnement classique

de Borel, que si l'intégrale I -~~r converge, l'ensemble des points

x admettant l'approximation (4) est de mesure nulle. Inverse-

ment, d'après un théorème de Khintchine, si l'intégrale I -£-£

diverge, la mesure de cet ensemble est égale à l'unité (x).
Donc la mesure de l'ensemble de divergence, que nous dési-

/

°° d
"Tï

converge ou diverge.
On voit tout de suite très facilement que si 2>* converge, l'in-

/

°° dv
— converge forcément, donc mes E = 0.

En effet, on a, en conservant les notations précédentes
rn +

avec

donc

Si on somme les inégalités analogues pour toutes les fractions -
on a

;<oo
g = O / > = O r

(*) KHINTCHINE, Math. Annalen, 92 (1924), p. 115-125.
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or

l ^ > î f a {q>3)
2 J

donc la série ̂ - 7 - ^ converge, ce qui revient à la proposition
0

énoncée.

ƒ<» ,
T ^ - diverge, on peut montrer que

mes E = 1.
Posons en effet

on a, d'après (3)

F(v)_ F(v —l) = «F(v —1)].

(Nous pouvons en effet dans (3) remplacer l'inégalité par une
égalité, en remplaçant au besoin ty par une fonction à croissance

ƒ00 _

Tgp: diverge toujours : exemple

^ = o(v/«).)
Donc

»=F(v) w=F(v)

v JL -
-1)] A + W "

en supposant <\>(n) croissante, comme il a été dit plus haut. La di-

T^- entraîne donc celle de l'intégrale

-y? et par suite mes E = 1.
<p(v) r

4. — On a vu que la méthode employée conduit forcément à
un ensemble de divergence de mesure nulle quand 2 ^ converge.
Cette méthode laisse donc intact le problème de savoir si une
fonction de carré sommable peut avoir un développement de Fou-
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rier divergent sur un ensemble de mesure positive. Ceci n'est pas
surprenant. On peut remarquer, en effet, que toute méthode assu-
rant la divergence d'une série trigonométrique par une division
de cette série en blocs de termes \]1 U2... U&.., :

— a») = U2 •+u*+-

tels que pour tout x appartenant à un certain ensemble E il y ait
une infinité de blocs XJni, Una... Unp..., dépendants de #, tels que
|Unp| > B(x) > 0, ne peut conduire qu'à un ensemble E de mesure
nulle si Ep* converge.

En effet si E est de mesure positive, il contient certainement
un sous-ensemble ê, de mesure positive également, dans lequel
B(x) > B, B étant une constante positive. Pour x faisant partie de
8 on aurait une infinité de blocs tels que |U*(#)| > B. Or ceci est
impossible. Car si

pw cos (nx — oin)

on a

Donc la série converge ; donc la série V U| con-

verge presque partout; donc, presque partout également |U*|->0,
ce qui conduit à une contradiction avec ce qui précède. Donc for-
cément mes E = 0.
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